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Herrn Dr. Peer Christian Kunstmann danke ich für seine, über das rein wissen-
schaftliche weit hinausgehende Betreuung, die nicht besser hätte sein können.
Herrn Prof. Dr. Lutz Weis danke ich für Übernahme des Korreferats und für
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Einleitung

Der Begriff des Funktionals wurde von HADAMARD 1903 eingeführt [26]. Er
bezeichnet in dieser Arbeit mit „opération fonctionelle“ eine lineare skalar-
wertige Abbildung U auf Funktionenräumen, und ersetzt den maßgeblich von
VOLTERRA geprägten Begriff der „fonction en ligne“. Der Begriff wurde von
Funktionenräumen auf beliebige Vektorräume verallgemeinert; man bezeichnet
heute Abbildungen von Vektorräumen in ihren Skalarkörper als Funktionale.

Der Begriff des Funktionalkalküls2 stammt von M. FRÉCHET [15] aus dem Jahre
1906 und bezeichnet das damals im Entstehen begriffene Feld der Funktional-
analysis. Zur Zeit verstehen wir unter Funktionalkalkül hingegen eine Abbil-
dung Φ, die Elementen f einer gewissen Funktionenalgebra A Selbstabbildun-
gen Φ(f) : X→ X eines Vektorraumes X zuordnet. Wir schreiben Φ(f) =: f(A).
Diese „fonctions symboliques“ wurden von F. RIESZ [60] jedoch erst 1913 ent-
wickelt, haben in der Untersuchung gebrochener Potenzen („fractional calcu-
lus“) des Ableitungsopertors d/dt Vorläufer, die bis auf LEIBNIZ im Jahre 1697
zurückreichen (siehe [61]). Ende der zwanziger Jahre (des 20. Jahrhunderts)
untersuchte J. VON NEUMANN [52] die Spektraldarstellung selbstadjungier-
ter Operatoren in Hilberträumen, ohne jedoch den Zusammenhang zu Riesz’
Funktionalkalkül zu erkennen. Diese Lücke schloß M.H. STONE [65] drei Jahre
später. Erstaunlicherweise wurde der von Stone verwendete Begriff des „ope-
rational calculus“ im Jahre 1958 beginnend etwa mit [51, 63] 3 langsam durch
das wesentlich weniger sinnvolle Kompositum Funktionalkalkül ersetzt, das,
wie aus den obigen Ausführungen ersichtlich, mit Funktionalen wenig gemein
hat.

In dieser Arbeit verwende ich den maßgeblich von A. MCINTOSH entwickelten
H∞–Funktionalkalkül für sektorielle Operatoren auf Banachräumen. Dabei tritt

2Auf den Begriff des Funktionalkalküls in der mathematischen Logik gehe ich im Folgenden
nicht weiter ein.

3Ich vermochte jedenfalls keine frühere Verwendung nachzuweisen.
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Einleitung

dieser zum einen als ein mächtiges Beweismittel auf, das es erlaubt, verwickelte
operatortheoretische Fragestellungen auf vergleichsweise einfache funktionen-
theoretische Probleme zu reduzieren. Die Charakterisierung des beschränkten
H∞–Kalküls eines Operators mittels quadratischer L2–Abschätzungen auf Hil-
berträumen und der Zusammenhang dieser Abschätzungen mit dem Zuläs-
sigkeitsbegriff der Kontrolltheorie haben aber auch die Grundidee der vorge-
legten Formulierung der l–Zulässigkeit auf allgemeinen Banachräumen ent-
stehen lassen, und zwar über die in [7] formulierte Beschreibung des H∞–
Funktionalkalküls auf Lp–Räumen (p ∈ (1,∞)), die schließlich von KALTON

und WEIS auf beliebige Banachräume endlichen Kotyps verallgemeinert wur-
de. Somit stellt der H∞–Funktionalkalkül einen wesentliches Element der vor-
gelegten Arbeit dar, deren Inhalt wir im Folgenden zusammenfassen:

Wie befassen uns mit Differentialgleichungen der Form x ′(t) +Ax(t) = Bu(t),
x(0) = x0 auf einem Banachraum X. Das zugehörige homogene Problem möge
dabei eine klassische Lösung besitzen, die von der von −A erzeugten stark ste-
tigen Halbgruppe T(·) mittels x(t) = T(t)x0 gegeben sei. Nun ist die Inhomo-
genität von spezieller Gestalt, nämlich durch den Kontrolloperator B ∈ B(U,X)

gegeben, wobei U ein weiterer Banachraum sei. Die Wahl von Kontrollfunktio-
nen u erlaubt Einflußnahme auf die Lösung x(·), in günstigen Fällen Kontrolle
über die Lösung oder etwa ihr asymptotisches Verhalten. Nun entspricht es
vielen praktischen Modellierungen, daß die Lösung x(·) nicht direkt, sondern
nur vermittels einer Beobachtung der Form y(t) = Cx(t) zugänglich ist, wo-
bei C ∈ B(X, Y) in einen weiteren Banachraum Y abbilde. Man denke etwa
an die Temperaturverteilung in einem Werkstück. Für Modellierungen ist es
wenig realistisch anzunehmen, man kenne seine Temperatur in einem ganzen
Kontinuum; vielmehr werden punktuelle (oder räumlich sehr begrenzte) Be-
obachtungen in Betracht zu ziehen sein. Dies aber läßt es sinnvoll erscheinen,
auch unbeschränkte Beobachtungsoperatoren zuzulassen. Damit sind wir in
der Thematik des Kapitels 2 angekommen. Der Begriff der L2–Zulässigkeit
eines (unbeschränkten) Beobachtungsoperators wird eingeführt und eine Cha-
rakterisierung von CHR. LE MERDY mit einem kurzen und übersichtlichen
Beweis nachgewiesen. Mit ähnlichen Techniken wird auch eine Charakterisie-
rung für die Zulässigkeit von Kontrolloperatoren angegeben. Dann wenden
wir uns einem weiteren Zulässigkeitsbegriff zu, der L2–Zulässigkeit vom Typ
α. Die Überlegungen, die auf diesen Begriff führten entstanden während eines
einwöchigen Aufenthaltes bei Le Merdy im Frühjahr 2003, und werden in der
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Einleitung

gemeinsamen Arbeit [22] ausgeführt. Eine genaue Betrachtung des klassischen
L2–Zulässigkeitsbegriffs zeigt, daß man in einem geeigneten Sinn A1/2 als Pro-
totyp für die Beobachtung C ansieht. Beim Begriff der Zulässigkeit vom Typ α
haben wir untersucht, welche Konsequenzen die Betrachtung des Prototyps As

für positive s auf den Zulässigkeitsbegriff hat. Man wird so zu einem Zulässig-
keitsbegriff in einem mit der Funktion tα gewichteten L2–Raum geführt. Damit
ist eine schöne Verallgemeinerung der bisher bekannten Theorie entstanden,
und auch die ober angesprochene Charakterisierung von Le Merdy überträgt
sich auch die allgemeinere Situation. Schließlich führt diese Betrachtung auch
auf ein neues Feld: die in der WEISSschen Vermutung auftauchenden Abschät-
zungen an den Beobachtungsoperator C kann man als eine Bedingung an die
Räume auffassen, nämlich dergestalt, daß der Definitionsbereich D(C) einen
geeigneten Interpolationsraum zwischen X und Ẋ1 umfassen muß.

Nun werden für die Charakterisierungen der Zulässigkeit von Beobachtungs-
operatoren quadratische L2–Abschätzungen für A, in der Charakterisierung für
Kontrolloperatoren jedoch quadratische L2–Abschätzungen für seinen adjun-
gierten Operator A ′ benötigt. Während dies im Hilbertraumfall äquivalent zu
einem beschränkten H∞–Kalkül ist, sind derartige Abschätzungen im allgemei-
nen Banachraumkontext extrem selten anzutreffen. Als „moralische Rechtferti-
gung“ hierfür kann man anführen, daß bei der Verallgemeinerung des Norm-
begriffs von dem Hilbertraum X = L2(Ω) nach dem Satz von Fubini zwei Mög-
lichkeiten in Betracht kommen: ist X = Lp(Ω), p ∈ (0,∞) so kann man zum
einen den Funktionenraum L2(R+, L

2(Ω)), aber auch den Raum Lp(Ω,L2(R+))

zur Definition des Begriffs quadratischer Abschätzungen heranziehen. Hier
zeigt sich, daß die zweite Wahl die günstigere ist; dies war den Erfindern des
H∞–Kalküls für sektorielle Operatoren um A. MCINTOSH (siehe [46]) bekannt;
von N. KALTON und L. WEIS stammt eine Verallgemeinerung dieser Norm
für beliebige Banachräume X ([37]). Die hierfür benötigten Begriffe werden zu
Beginn des Kapitels 3 vorgestellt. Darüberhinaus fügen wir in Abschnitt 3.7
neue abstrakte Ergebnisse hinzu und untersuchen in 3.10 Spurräume für das
Cauchyproblem.

In Kapitel 4 führen wir den Begriff der l–Zulässigkeit für Beobachtungs- und
Kontrolloperatoren ein und untersuchen sie mit den im 3. Kapitel vorgestell-
ten Methoden. Nun haben wir einen Zulässigkeitsbegriff auf Banachräumen,
der sich analog zur L2–Zulässigkeit charakterisieren läßt, aber die benötigten
quadratischen l–Abschätzungen für A (im Falle von Beobachtungsoperatoren)

3



Einleitung

und für A ′ (im Falle von Kontrolloperatoren) sind, zumindest bei Banachräu-
men endlichen Kotyps, stets erfüllt, wenn A einen beschränkten H∞–Kalkül
hat. Es besteht die allgemeine Überzeugung, daß dies bei allen „vernünfti-
gen“ Differentialoperatoren auf Lp(Rn) der Fall sein sollte. Die so gefundene
Charakterisierung der l–Zulässigkeit scheint aus diesem Grunde praktikabler,
was die Voraussetzung der quadratischen Abschätzungen angeht. Andererseits
ist der Nachweis der l–Beschränktheit in der Resolventenabschätzung an den
Beobachtungs- bzw. Kontrolloperator schwieriger, als dies beim klassischen
L2–Begriff der Fall ist. In Abschnitt 4.4 geben wir Beispiele zur Konstruktion
l–zulässiger Beobachtungs- und Kontrolloperatoren auf Lp(Rn) an. Der Zuläs-
sigkeitsbegriff vom Typ α erlaubt ebenfalls eine Übertragung auf den l–Fall
mit analoger Charakterisierung zum klassischen L2–Fall.

Danach wenden wir uns dem Begriff der Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit
zu, und zeigen, wie man sie auf den l–Fall überträgt. Zu der in den letz-
ten Jahren diskutierten Vermutung von RUSSELL und WEISS, eines Versuchs
der Charakterisierung exakter Beobachtbarkeit, konnten wir zwar notwendige
Voraussetzungen aufzeigen, die allgemeine Gültigkeit der Vermutung bleibt
jedoch offen.

Im letzten Abschnitt betrachten wir ein nichtlineares Kontrollproblem der Form
x ′(t) +A(x(t))x(t) = B(x(t))u(t)

x(0) = x0
y(t) = Cx(t).

Eine derartige Zustandsabhängigkeit des Kontrolloperators B(·) ist in vielen
Modellierungen sinnvoll, etwa dann, wenn die Wirkung der äußeren Kontrolle
von physikalischen Parametern des Systems wie etwa Temperatur, Aggregat-
zustand, elektrischer Leitfähigkeit oder dergleichen abhängt. Wir untersuchen
die Lösbarkeit des durch u(t) := Fy(t) = FCx(t) rückgekoppelten Systems{

x ′(t) +A(x(t))x(t) = B(x(t)) FCx(t)

x(0) = x0

mit einer an eine Arbeit von CLEMENT und LI angelehnten Methode. Dabei
stellen den Fall von strikten Lösungen im Lp–Sinne und eine analoge Formulie-
rung mit l–Funktionen einander gegenüber. Die Betrachtung von l–Funktionen
ist in diesem Zusammenhang völlig neu. Hierbei kann man zur Überprüfung

4



Einleitung

der Voraussetzungen des erreichten lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssat-
zes die zuvor entwickelte Theorie der Zulässigkeit von Kontroll- und Beobach-
tungsoperatoren (jeweils im Lp–Sinne, bzw. im l–Sinne) verwenden.
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1 Grundbegriffe

1.1 Bezeichnungen

In der vorliegenden Arbeit wollen wir stets nichttriviale, also vom Nullraum
verschiedene, komplexe Vektorräume betrachten. Sind X und Y normierte Räu-
me, so bezeichnen wir mit L(X, Y) die Menge der linearen Operatoren von X
nach Y. Den Definitionsbereich eines linearen Operators A ∈ L(X, Y) bezeich-
nen wir als D(A), seinen Bildraum als R(A). Die abgeschlossenen Operatoren
aus L(X, Y), also diejenigen Operatoren A, deren Graph GA := {(x,Ax) : x ∈
D(A)} in X × Y abgeschlossen ist, bezeichnen wir mit A(X, Y). Schließlich be-
zeichnen wir mit B(X, Y) die Menge der beschränkten Operatoren A von X

nach Y mit der Operatornorm

‖A‖X→Y := ‖A‖B(X,Y) := sup{ ‖Ax‖Y : x ∈ X, ‖x‖X ≤ 1}.

Mit L(X),A(X) bzw. B(X) bezeichnen wir jeweils den Spezialfall X = Y.

Ist A ein linearer Operator auf X, so sei mit σ(A) sein Spektrum und mit ρ(A)

seine Resolventenmenge bezeichnet.

Den Dualraum von X bezeichnen wir mit X ′, also X ′ := B(X,C). Ist A auf X
dicht definiert, so sei sein dualer Operator A ′ durch die Gleichung 〈Ax, y〉 =

〈x,A ′y〉 gegeben.

Sind H1, H2 Hilberträume und ist A ∈ B(H1, H2), so sei mit der Hilbertraum-
adjungierten diejenige Abbildung A∗ ∈ B(H2, H1) bezeichnet, die sich mittels
des Rieszschen Darstellungssatzes aus A ′ ∈ B(H ′

2, H
′
1) durch die kanonische

Isomorphie von Hi zu H ′
i ergibt.
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1 Grundbegriffe

1.2 Integration vektorwertiger Funktion

Dem Buch von DIESTEL und UHL [11] (genauer den ersten beiden Kapiteln)
folgend geben wir hier die wichtigsten Begriffe wieder, die in unserem Zusam-
menhang benötigt werden.

(Ω,Σ, µ) sei ein Maßraum und X ein Banachraum.

Eine meßbare Funktion f : Ω → X heiße Treppenfunktion, wenn sie einen end-
lichen Wertebereich hat, wenn also x1, . . . , xn aus X und E1, . . . , En aus Σ exi-
stieren, für die f sich als endliche Summe f =

∑n
i=1 1Eixi darstellen läßt. Ist für

eine solche Darstellung µ(Ei) für alle i = 1, . . . , n endlich, so heißt f integrierbar
und wir setzen ∫

Ω

f(ω)dµ(ω) :=

n∑
i=1

µ(Ei)xi.

Diese Definition ist unabhängig von der gewählten Darstellung (Allerdings
wird dies in [11] nicht gezeigt. Siehe hierzu etwa [73, Lemma IV.1.1]).

Eine Funktion f heiße stark meßbar, wenn eine Folge (fn) von Treppenfunktio-
nen existiert, die punktweise µ-fast überall gegen f konvergiert. Eine Funktion
f heiße schwach meßbar, wenn für jede stetige Linearform x ′ auf X die skalar-
wertige Funktion x ′(f) µ-meßbar ist. Nach einem Satz von PETTIS (etwa [11,
Theorem II.1.2] ist eine wesentlich separabel-wertige (also eine bis auf eine
Nullmenge separabel-wertige) Funktion genau dann stark meßbar, wenn sie
schwach meßbar ist. Wenn zu einer stark meßbaren Funktion f eine Folge (fn)

von Treppenfunktionen existiert, für die

lim
n

∫
Ω

∥∥fn − f
∥∥dµ = 0

gilt, so heiße f Bochner-integrierbar. Ist E ∈ Σ, so ist
∫
E
f dµ als Grenzwert

der Elemente limn

∫
E
fn dµ erklärt. Eine stark meßbare Funktion ist genau

dann Bochner-integrierbar, wenn
∫
Ω
‖f‖dµ endlich ist. Wir notieren noch einen

wichtigen Satz von HILLE (siehe etwa [11, II.2, Theorem 6 ]):

SATZ 1.2.1 Es sei X ein Banachraum und T ein abgeschlossener Operator auf
X. Es gelte f(ω) ∈ D(T) fast überall, die Funktionen f und Tf seien Bochner-
integrierbar und es sei

∫
Ω
f dµ ∈ D(T). Dann gilt

T

(∫
Ω

f dµ

)
=

∫
Ω

Tf dµ.

8



1.3 Sektorielle Operatoren und Funktionalkalkül

Ist f schwach meßbar und ist für jedes x ′ die Funktion x ′(f) in L1(Ω), so wird
für E ∈ Σ durch

x ′′E(x
′) :=

∫
E

x ′(f)dµ

ein Element x ′′E ∈ X ′′ definiert. Die Funktion f heiße dann Dunford-integrierbar
und es wird D–

∫
E
fdµ := x ′′E gesetzt. Wenn für alle E ∈ Σ ein xE ∈ X so existiert,

daß für alle x ′ ∈ X ′ gilt: 〈x ′, x ′′E〉 = 〈xE, x ′〉, so heiße f Pettis-integrierbar und
das Integral werde mit P–

∫
E
fdµ bezeichnet.

1.3 Sektorielle Operatoren und Funktionalkalkül

Wir führen nun den hauptsächlich von A. MCINTOSH entwickelte Funktional-
kalkül für sektorielle Operatoren (siehe etwa [7], [45], [46]) ein:

Unter dem Sektor Sθ, θ ∈ (0, π), verstehen wir die offene Menge aller von Null
verschiedenen komplexen Zahlen z, die sich als z = |z|eiϕ mit |ϕ| < θ schreiben
lassen (siehe auch Abbildung 1.1).

-
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Abbildung 1.1: Der Sektor Sθ für θ < π/2 bzw. θ > π/2.

DEFINITION 1.3.1 Ein linearer Operator A heiße sektoriell vom Typ ω, falls sein
Spektrum im abgeschlossenen Sektor Sω enthalten ist und für jedes θ ∈ (ω,π)

eine Zahl Mθ existiert, für die

‖λR(λ,A)‖ ≤Mθ für alle λ 6∈ Sθ gilt. (1.3.1)

Aus der Potenzreihenentwicklung der Resolvente ergibt sich, daß eine Resol-
ventenabschätzung der Form (1.3.1) auf der negativen reellen Halbachse bereits
hinreichend ist, um einen linearen Operator als sektoriell zu erkennen:
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Konvergenzbereich
der Potenzreihe

Es sei s0 > 0. Dann ist für s ∈ C mit |s0 − s| <

‖R(−s0, A)‖−1

R(−s,A) =

∞∑
n=0

(s− s0)
nR(−s0, A)n+1.

Für ein von s0 unabhängiges C > 0, das ohne Ein-
schränkung in (0, 1) gewählt werden kann, gilt
nun ‖R(−s0, A)‖−1 ≥ Cs0. Also muß das Spek-
trum von A in einem gewissen Sektor Sθ enthalten
sein.

Aus der Abbildung ist erkennbar, daß θ ≤ π− arcsin(C) gelten muß. Man
beachte, daß von einem sektoriellen Operator nach unserer Definition weder
verlangt wird, daß er dicht definiert sei, noch dichtes Bild habe. Dahingegen
sind sektorielle Operatoren stets abgeschlossen, da sie eine nichtleere Resol-
ventenmenge besitzen.

Wenn wir für sektorielle Operatoren den H∞–Funktionalkalkül benutzen wol-
len, kommt drei grundlegenden Funktionenklassen eine besondere Bedeutung
zu: Mit H(Sθ) bezeichnen wir die Algebra aller auf dem Sektor Sθ definierten,
holomorphen Funktionen. H∞(Sθ) bezeichne die Unteralgebra aller beschränk-
ten Funktionen aus H(Sθ), und schließlich sei

H∞
0 (Sθ) :=

{
f ∈ H(Sθ) : ∃ c, s > 0∀z ∈ Sθ : |f(z)| ≤ c min(|z|s, |z|−s)

}
.

Das Besondere an dieser letzten Klasse ist die Tatsache, daß für Funktionen
f ∈ H∞

0 (Sθ) die Funktion f(z)/z auf geeigneten Halbstrahlen in von Null gegen
Unendlich integrierbar ist. Dies erlaubt für sektorielle Operatoren vom Typ ω
und Funktionen der Klasse H∞

0 (Sθ) mit θ ∈ (ω,π) den beschränkten Operator
f(A) als das Bochner–Integral

f(A) := 1
2πi

∫
Γ

f(λ)R(λ,A)dλ

zu definieren. Dabei sei Γ derjenige Integrationsweg in der komplexen Zahle-
nebene, der für ein ν ∈ (ω,θ) durch die Parametrisierung

γ(t) :=

{
te−iν, t ≥ 0

−teiν, t < 0
(1.3.2)
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Abbildung 1.2: Der Integrationsweg Γ (mit θ < π
2

bzw. θ > π
2

).

gegeben ist (siehe auch Abbildung 1.2). Man kann nun zeigen, daß diese Abbil-
dung nicht von ν abhängt und einen Algebrenhomomorphismus von H∞

0 (Sθ)

nach B(X) definiert. Eine sehr ausführliche Darstellung dieses Kalküls ist In-
halt der Diplomarbeit [17] von A. FRÖHLICH.

Diesen elementaren Funktionalkalkül kann man nun auf Funktionen der Klas-
se H∞ erweitern. Dazu sei A als injektiver sektorieller Operator vom Typ ω
mit dichtem Bild und Definitionsbereich vorausgesetzt. Wir setzen ψ(z) :=

z(1+z)−2; es ist dann ψ(A) = A(1+A)−1 injektiv, und man kann für F ∈
H∞(Sθ), θ ∈ (ω,π), durch

F(A) := ψ(A)−1(Fψ)(A)

einen abgeschlossenen Operator F(A) definieren. Dieser Erweiterungsprozeß
des Funktionalkalküls läßt sich auch abstrakt durchführen, wie M. HAASE in
[25] zeigt. F(A) hängt dabei nicht von der gewählten Regularisierungsfunktion
ψ ab: solange zu einem F ∈ H(Sθ) irgendeine Funktion ψ des elementaren
Funktionalkalküls (in unserem Falle also der Klasse H∞

0 (Sθ)) existiert, für die
ψ(A) injektiv ist und ψF ∈ H∞

0 (Sθ) gilt, so erlaubt die obige Definition von
F(A) in natürlicher Art und Weise F(A) zu definieren. Damit läßt sich der
Funktionalkalkül für sektorielle Operatoren sogar über die Funktionenklasse
H∞(Sθ) hinaus fortsetzen, etwa auf Funktionen, die im Nullpunkt und gegen
Unendlich höchstens polynomiell wachsen. So lassen sich etwa für α ∈ C auch
gebrochene Potenzen Aα über den Funktionalkalkül erklären.

Der so erweiterte Funktionalkalkül hat die folgenden Eigenschaften: für die
Einsfunktion ist 1(A) = IdX, für rλ(z) = (λ+z)−1 gilt die Gleichheit rλ(A) =

11



1 Grundbegriffe

(λ+A)−1. Allgemeiner stimmt der Kalkül mit dem (ad hoc definierten) ratio-
nalen Funktionalkalkül überein (siehe etwa [17, Satz 2.4.12]). Sind F und G

zwei über den Erweiterungsprozeß für den Funktionalkalkül von A zugelasse-
ne Funktionen, so gelten die typischen Eigenschaften eines Funktionalkalküls:

F(A) +G(A) ⊆ (F+G)(A)

F(A)G(A) ⊆ (FG)(A)

D
(
F(A)G(A)

)
= D

(
(FG)(A)

)
∩D

(
G(A)

)
.

(1.3.3)

Da F(A) für Funktionen F der Klasse H∞ stets ein abgeschlossener, aber nicht
notwendigerweise beschränkter Operator ist, kommt gewissen Operatoren A
besondere Bedeutung zu:

DEFINITION 1.3.2 Es sei A ein injektiver sektorieller Operator vom Typ ω, der
dichtes Bild und dichten Definitionsbereich habe. Existiert ein θ ∈ (ω,π) so,
daß für alle F ∈ H∞(Sθ) F(A) ∈ B(X) erfüllt ist, so sagen wir, A habe einen
beschränkten H∞(Sθ)–Funktionalkalkül.

Will man nachweisen, daß für eine spezielle Funktion F der Operator F(A)

beschränkt ist, so liefert die folgende Konvergenzeigenschaft des Kalküls ein
starkes Hilfsmittel:

SATZ 1.3.3 ([7, LEMMA 2.1]) Es sei A ein injektiver sektorieller Operator vom
Typ ω, der dichtes Bild und dichten Definitionsbereich habe. Sind für ein
θ ∈ (ω,π) eine Funktionenfolge (fn) und eine Funktion f derart in H∞(Sθ)

gegeben, daß gelten:

(a) Die Funktionen fn sind gleichmäßig beschränkt.

(b) Die Folge (fn) konvergiert punktweise gegen f.

(c) Für alle n ∈ N gilt fn(A) ∈ B(X) mit einer gleichmäßigen Normabschät-
zung ‖fn(A)‖ ≤M,

so ist auch f(A) ∈ B(X) und ‖f(A)‖ ≤M. Außerdem konvergieren die Opera-
toren fn(A) stark gegen f(A), für jedes x ∈ X gilt also fn(A)x→ f(A)x.

A. FRÖHLICH wies darauf hin, daß man die in der Originalarbeit geforderte
Bedingung der lokal gleichmäßigen Konvergenz der Funktionenfolge (fn) we-
gen des Satzes von MONTEL zu obiger Bedingung (b) abschwächen kann ([18,
Satz 1.3.1]).

12



1.3 Sektorielle Operatoren und Funktionalkalkül

Hat ein Operator A einen beschränkten H∞(Sθ)–Kalkül, so gilt für ein C > 0
die Abschätzung ‖f(A)‖ ≤ C‖f‖∞: Der Operator Φ : H∞(Sθ) → B(X) ist nach
Satz 1.3.3 nämlich abgeschlossen und nach dem Satz vom abgeschlossenen
Graphen somit stetig. Umgekehrt hat A einen beschränkten H∞(Sθ)–Kalkül,
wenn diese Abschätzung auf der kleineren Menge H∞

0 (Sθ) gilt. Es existieren
allerdings Operatoren, die keinen beschränkten H∞–Funktionalkalkül besitzen
(siehe etwa [46]).

LEMMA 1.3.4 Es sei A ein sektorieller Operator vom Typ ω auf dem Banach-
raum X. Dann gilt für alle θ ∈ (ω,π) und r ≥ s ≥ 0 die Abschätzung

‖As(λ+A)−r‖ ≤Mθ|λ|
s−r auf Sπ−θ

für ein geeignetes Mθ > 0.

Beweis. Zunächst betrachten wir den Fall s ∈ (0, r). Γ sei der durch (1.3.2)
gegebene Integrationsweg. Da für jedes θ < π gilt: zs(λ+z)−r ∈ H∞

0 (Sθ), folgt

∥∥As(λ+A)−rx
∥∥ =

∥∥∥∥ 1
2πi

∫
Γ

zs

(λ+ z)r
R(z,A)xdz

∥∥∥∥
≤ const. ‖x‖

∫∞
0

ts

|λ+ e±iνt|r
dt

t

t=λu
= const. λs−r ‖x‖

∫∞
0

us−1

|1+ e±iνu|r
du︸ ︷︷ ︸

<∞
.

Im Fall s=0, r > 0, betrachten wir die Abbildung ψ(z) := (1+z)−r − (1+z)−1.
Sie liegt in H∞

0 (die Abschätzung im Nullpunkt folgt aus ψ(0) = 0 und der
Holomorphie von ψ in einer Nullumgebung). Es ist ψ(λ−1A) = λr(λ+A)−r −

λ(λ+A)−1. Wegen

∥∥ψ(λ−1A)
∥∥ =

∥∥∥∥ 12π ∫
Γ

ψ(z/λ)R(z,A)dz

∥∥∥∥ ≤ c ∫
Γ

∣∣ψ(z/λ)
∣∣ |dz|

|z|

z=λµ
= c

∫
Γ

∣∣ψ(µ)
∣∣ |dµ|

|µ|

ist supλ>0 ‖ψ(λ−1A)‖ < ∞, sodaß mit der Sektorialität von A die Behauptung
für s=0 folgt. Schließlich betrachten wir den Fall s=r > 0. Die Funktion ϕ(z) :=

ψ(1/z) = zr(1+z)−r− z(1+z)−1 liegt in H∞
0 , ϕ(λ−1A) = Ar(λ+A)−r−A(λ+A)−1

und wie oben ist supλ>0 ‖ϕ(λ−1A)‖ < ∞, also sind die Operatoren Ar(λ+A)−r

für λ > 0 gleichmäßig beschränkt.
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1 Grundbegriffe

Die Randfälle s ∈ {0, r} des obigen Lemmas wurden in [40, Lemma 10] mit Hilfe
einer Version von Lemma 1.3.6 gezeigt, der hier gegebene Beweis ist von [23,
Prop. 2.7] inspiriert. Das folgende Lemma ist eine unmittelbare Anwendung
der obigen Erkenntnis. Es ist in dieser Form der Arbeit [36, Proposition 4.2]
entnommen, kommt jedoch auch etwa in [42, Beweis von 4.1] implizit vor.

LEMMA 1.3.5 Es sei A ein sektorieller Operator vom Typ ω und für ein
θ ∈ (ω,π) sei f ∈ H∞

0 (Sθ). Ist ν ∈ (ω,θ) und Γ der durch (1.3.2) gegebene
Integrationsweg, so gilt für jedes s ∈ (0, 1) und x ∈ X:

f(A)x = 1
2πi

∫
Γ

λ−sf(λ)AsR(λ,A)xdλ.

Ist −A Erzeuger einer beschränkten stark stetigen Halbgruppe, so ist A nach
dem Satz von HILLE und YOSHIDA stets dicht definiert und sektoriell vom
Typ π/2. Die Umkehrung gilt jedoch nicht, wenn die Sektorialitätskonstante M
aus der Abschätzung ‖λ(λ+A)−1‖ ≤ M nicht als eins gewählt werden kann.
Ein Beispiel hierfür findet sich in [13, Ex. II.3.12(3)].

LEMMA 1.3.6 Es sei −A Erzeuger einer beschränkten stark stetigen Halbgrup-
pe T(·) vom Typ ω und λ ∈ Sπ−ω. Dann gilt für alle 0 < α < β:

(λ+A)−α = B(α,β−α)−1

∫∞
0

µβ−α−1(λ+µ+A)−β dµ,

hierbei ist B(·, ·) die Betafunktion.

Beweis. Ist −B stetig invertierbarer Erzeuger der stark stetigen Halbgruppe S(·),
so sind die Operatorpotenzen B−α nach dem PHILLIPS-Funktionalkalkül (siehe
etwa [54, Abschnitt 2.6]) durch

B−α =
1

Γ(α)

∫∞
0

tα−1S(t)dt

gegeben. Wenden wir dies auf B := λ+µ+A bzw. S(·) := e−(λ+µ)·T(·) an, so
erhalten wir

(λ+µ+A)−βx =

∫∞
0

tβ−1

Γ(β)
e−(λ+µ)t T(t)xdt.
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1.4 Interpolations- und Extrapolationsräume für Halbgruppen

Hieraus ergibt sich∫∞
0

µβ−α−1(λ+µ+A)−βxdµ =

∫∞
0

µβ−α−1

∫∞
0

tβ−1

Γ(β)
e−(λ+µ)tT(t)xdt dµ

Fubini
=

∫∞
0

tβ−1

Γ(β)
e−λt

∫∞
0

µβ−α−1e−µt dµ T(t)xdt

= Γ(α)Γ(β−α)
Γ(β)

∫∞
0

tα−1

Γ(α)
e−λtT(t)xdt

= B(α,β−α)(λ+A)−αx,

was zu zeigen war.

KOROLLAR 1.3.7 Es sei −A Erzeuger einer beschränkten stark stetigen Halb-
gruppe T(·), ω der Sektorialitätswinkel von A, θ ∈ (ω,π) und z ∈ ∂Sθ\{0}. Ist
Im(z) > 0 so setzen wir γz(t) := z + teiθ, für Im(z) < 0 setzen wir γz(t) :=

z+ te−iθ, jeweils mit t ∈ [0,∞). Dann gilt

R(z,A) =

∫
γz

R(λ,A)2 dλ.

Beweis. Wir verwenden das obige Lemma mit α = 1, β = 2: es sei z = c|z|, also
c = e±iθ. ∫

γz

R(λ,A)2 dλ = c

∫∞
0

R(z+ ct,A)2 dt

= c−1

∫∞
0

R(|z| + t, c−1A)2 dt

= c−1R(|z|, c−1A) = R(z,A).

Dies war zu zeigen.

1.4 Interpolations- und Extrapolationsräume für
Halbgruppen

DEFINITION 1.4.1 Es sei X ein Banachraum und A ein injektiver dicht definier-
ter sektorieller Operator vom Typ ω < π auf X, der dichtes Bild besitze und
α > 0. Mit Xα bezeichnen wir den Definitionsbereich D(Aα), der mit der Norm
‖ · ‖α := ‖(I+A)α · ‖ versehen sei. Mit X−α wollen wir die Vervollständigung
X−α := (X, ‖(I+A)−α · ‖)∼ bezeichnen.
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Nach [7, Theorem 3.8] sind dicht definierte sektorielle Operatoren mit dichtem
Bild stets injektiv, sodaß die Forderung der Injektivität in der obigen Definition
auch weggelassen werden kann. Ist α eine natürlich Zahl, so können wir auf
die Forderung der Injektivität und der des dichten Bildes verzichten. Für α ∈
[0, 1] ist die Norm ‖ · ‖α zur Graphennorm ‖ · ‖Aα := ‖ · ‖+ ‖Aα · ‖ äquivalent:
nach [23, Prop. 2.7] gilt Aα − (I+A)α ∈ B(X), sodaß aus −1 ∈ ρ(A) sofort
‖x‖Aα ≤ const. ‖x‖α folgt. Die umgekehrte Abschätzung ergibt sich dann aus
dem Satz über die offene Abbildung.

Besondere Bedeutung haben in dieser Skala die Räume mit ganzzahligem In-
dex α, falls −A Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe ist. Dies wird in
[13, Abschnitt II.5] ausführlich behandelt, und wir fassen hier die wichtigsten
Dinge zusammen: Die Resolventen (I+An)−1 bilden offenbar Xn isometrisch
isomorph auf Xn−1 ab. Die Halbgruppe T(·) läßt die Räume Xn für n ∈ N0
invariant, wir können also Tn(·) := T(·)|Xn betrachten. Da die Halbgruppe T(·)
mit dem Isomorphismus X→ Xn, x 7→ (I+A)−nx kommutiert, ist Tn(·) auf Xn
ebenfalls stark stetig. Ihr Erzeuger −An ist der Teil von −A in Xn; es ist also
An = A mit dem Definitionsbereich D(An) = {x ∈ D(A) ∩ Xn : Ax ∈ Xn}.

Genauso können wir die Räume Xα mit negativem ganzzahligen Index be-
trachten. Da X für n ∈ N dicht in X−n liegt, erhalten wir Erweiterungen T−n

der Halbgruppe auf X−n. Ihre mit A−n bezeichneten Erzeuger haben wieder-
um die Eigenschaft, daß D(A−n) = X−n+1 gilt; auch für negative n bildet die
Resolvente (I+An)−1 den Raum Xn isometrisch isomorph auf Xn−1 ab.

Schließlich können wir neben diesen inhomogenen Räumen auch homogene Räu-
me Ẋα einführen. Sie seien durch Ẋα := (D(Aα), ‖Aα · ‖)∼ gegeben. Ist A nicht
nur injektiv, sondern sogar stetig invertierbar, so gilt Ẋα = Xα. Die Bezeichnung
homogen und inhomogen rührt von der analogen Bezeichnung inhomogener
bzw. homogener Besovräume oder Besselpotentialräume bzw. Rieszpotential-
räume her. Dies mag darauf zurückzuführen sein, daß bei der Betrachtung
von A = −∆ auf Lp(Rn) gilt: I+A hat, als Fouriermultiplikator aufgefaßt, die
inhomogene Funktion f(ξ) = 1 + |ξ|2 als Symbol, A dagegen die homogene
Funktion g(ξ) = |ξ|2.
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2 Kontrolltheorie in Banachräumen Teil 1

2.1 L2–Zulässigkeit und quadratische
L2–Abschätzungen

Es seien Banachräume X,U, Y gegeben, und −A sei Erzeuger einer stark ste-
tigen Halbgruppe auf X. Es seien stetige Operatoren B ∈ B(U,X−1) und C ∈
B(X1, Y) gegeben. Wir betrachten das folgende, als Kontrollsystem bezeichnete
Gleichungssystem: {

x ′(t) +Ax(t) = Bu(t) x(0) = x0
y(t) = Cx(t)

(KS)

Die Inhomogenität Bu(t) erlaubt über den als Kontrolloperator bezeichneten
Operator B Einflußnahme auf die Differentialgleichung; die Lösung x(·) wird
mittels eines Beobachtungsoperators C beobachtet. Ist x0 ∈ D(A), so verläuft die
Lösung x(t) = T(t)x0 des homogenen Anfangswertproblems in D(A). Insofern
stellt die Bedingung C ∈ B(X1, Y) eine plausible Forderung an C dar.

DEFINITION 2.1.1 Es sei C ∈ B(X1, Y) ein stetiger Beobachtungsoperator. We-
gen der Invarianz von X1 unter der Halbgruppe T(·) kann man für jedes t ≥ 0
die stetige, lineare Abbildung CT(t) : X1 → Y betrachten. Unter den Operato-
ren C ∈ B(X1, Y) bezeichnen wir diejenigen als L2–zulässig, oder auch kurz als
zulässig, für welche die Abschätzung∫∞

0

∥∥CT(t)x∥∥2
Y
dt ≤M2‖x‖2X, x ∈ X1 (2.1.1)

für einM > 0 gilt. In diesem Fall läßt sich diese Abbildung wegen der Dichtheit
von X1 auf ganz X fortsetzen; wir können CT(·) also als stetige Abbildung von
X nach L2(R+, Y) auffassen.

Einen stetigen linearen Kontrolloperator B ∈ B(U,X−1) bezeichnen wir als L2–
zulässig für A, oder kurz als zulässig, falls für alle u ∈ L2(R+, U) das Integral
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2 Kontrolltheorie in Banachräumen Teil 1

∫∞
0
T−1(t)Bu(t)dt in X−1 existiert, Werte in X annimmt und für ein K > 0 der

folgenden Abschätzung genügt:∥∥∥∥∫∞
0

T−1(t)Bu(t)dt

∥∥∥∥
X

≤ K ‖u‖L2(R+,U). (2.1.2)

BEMERKUNG 2.1.2 Wir betrachten einmal den Spezialfall reflexiver Banach-
räume X,U, Y. Die Abbildung Ψ∞ : X → L2(R+, Y), Ψ∞(x) := CT(·)x ist ge-
nau dann stetig, wenn ihre adjungierte Abbildung Ψ ′∞ : L2(R+, Y

′) → X ′,
Ψ∞(ỹ) =

∫∞
0
T(t) ′C ′ỹ(t)dt stetig ist (hierzu sei bemerkt, daß reflexive Banach-

räume stets die Radon-Nikodým Eigenschaft haben, siehe [11, Corollary II.3.4]).
Daher ist der Beobachtungsoperator C genau dann zulässig für A, wenn der
Kontrolloperator C ′ zulässig für A ′ ist.

Wir werden im Folgenden die Zulässigkeit von Kontroll- und Beobachtungs-
operatoren für beschränkte analytische Halbgruppen charakterisieren. Im Mit-
telpunkt steht eine simple Beobachtung ([71]), die von der Analytizität erst
einmal keinen Gebrauch macht:

LEMMA 2.1.3 Es sei −A Erzeuger einer stark stetigen und beschränkten Halb-
gruppe T(·) auf dem Banachraum X und ω ≤ π/2 der Sektorialitätswinkel
von A. Sind U und Y weitere Banachräume, und sind B ∈ B(U,X−1) sowie
C ∈ B(X1, Y) zulässig, so sind für jedes ν ∈ (0, π/2) die Operatorenfamilien

{λ
1/2(λ+A−1)

−1B : λ ∈ Sν} bzw. {λ
1/2C(λ+A)−1 : λ ∈ Sν}

gleichmäßig beschränkt.

Beweis. Es sei C ∈ B(X1, Y) zulässig. Die Resolventendarstellung zeigt für x ∈
X1: ∥∥C(λ+A)−1x

∥∥ =

∥∥∥∥∫∞
0

e−λtCT(t)xdt

∥∥∥∥ ≤M∥∥exp(−λ·)
∥∥
L2
‖x‖,

also ‖C(λ+A)−1x‖ ≤ const. Re(λ)−1/2‖x‖ und damit die gewünschte gleichmä-
ßige Beschränktheit (man beachte, daß wegen ν < π/2 der Quotient λ/Re(λ)
beschränkt bleibt). Analog dazu erhält man für zulässiges B ∈ B(U,X−1) und
die Wahl u := exp(−λ·)⊗ u0 mit einem u0 ∈ U:∥∥(λ+A−1)

−1Bu0
∥∥
X

=

∥∥∥∥∫∞
0

T−1(t)Bu(t)dt

∥∥∥∥
X

≤ K ‖u‖L2(R+,U) = (2Re(λ))−1/2K ‖u0‖U,

und damit die Behauptung.
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2.1 L2–Zulässigkeit und quadratische L2–Abschätzungen

G. WEISS warf in [71] nun die Frage auf, ob die notwendigen Bedingungen aus
2.1.3 die Zulässigkeit von Kontroll- und Beobachtungsoperatoren zu charakte-
risieren vermögen. Er wies darauf hin, daß dies für allgemeine Banachräume
falsch sei und gab erste partielle positive Beweise für Hilberträume X an: Etwa
für eindimensionale Räume U (bzw. Y) falls T(·) eine stark stetige Halbgruppe
normaler Operatoren ist, oder für exponentiell stabile und linksinvertierbare
Halbgruppen T(·). In der Arbeit [53] wird die Richtigkeit der Vermutung für
den Rechtsshift auf L2(R+) nachgewiesen, und in [27] wird sie schließlich für
endlichdimensionale Räume U bzw. Y und Kontraktionshalbgruppen gezeigt.
Gleichzeitig tauchten aber auch negative Ergebnisse auf, die die Richtigkeit
im allgemeinen Hilbertraumfall widerlegen, etwa [29, 30]. Eine Übersicht über
verschiedene Ansätze und Ergebnisse gibt der Artikel [28]. In eine etwas an-
dere Richtung, die uns hier mehr interessieren soll, geht die Arbeit [42] von
C. LE MERDY: er zeigt die Gültigkeit der Vermutung auf Banachräumen unter
der Voraussetzung quadratischer L2–Abschätzungen.

DEFINITION 2.1.4 Es sei A ein sektorieller Operator auf X und f 6= 0 eine
Funktion der Klasse H∞

0 (Sµ). Wir sagen, A genüge einer quadratischen L2–
Abschätzung für f, falls es eine Zahl M > 0 gibt, für die gilt:

Für alle x ∈ X :

∫∞
0

∥∥f(tA)x
∥∥2 dt

t
≤M2‖x‖2.

Der folgende Satz wurde ursprünglich für Hilberträume formuliert [46, Theo-
rem 5] und etwas allgemeiner in [1, Abschnitt E]. Der Beweis macht aller-
dings an keiner Stelle Gebrauch von der Hilbertraumstruktur, sodaß wir ihn
für Banachräume formulieren:

SATZ 2.1.5 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator vom Typ ω mit
dichtem Bild auf dem Banachraum X. Sind für µ > ω zwei Funktionen f und
g aus H∞

0 (Sµ)\{0}, so existiert eine Konstante M so, daß für alle ϕ ∈ H∞(Sµ)

gilt: ∫∞
0

∥∥(ftϕ)(A)
∥∥2 dt

t
≤M2‖ϕ‖2∞

∫∞
0

∥∥gt(A)
∥∥2 dt

t
.

Dabei seien ft und gt durch ft(z) := f(tz) bzw. durch gt(z) := g(tz) gege-
ben. Insbesondere zeigt die Wahl ϕ ≡ 1, daß die Existenz einer quadratischen
L2–Abschätzung nicht von der gewählten Funktion und auch nicht vom Win-
kel µ > ω abhängt. Wir können also einfach davon sprechen, daß A einer
quadratischen L2–Abschätzung genügt.
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Die spezielle Wahl f(z) = z
1/2e−z zeigt, daß quadratische L2–Abschätzungen

äquivalent dazu sind, daß A1/2 ein L2–zulässiger Beobachtungsoperator ist: Es
ist nämlich ∫∞

0

‖f(tA)x‖2 dt
t

=

∫∞
0

‖A1/2T(t)x‖2 dt.

Auf dieser Umformulierung basiert die folgende Version des Satzes [42, Theo-
rem 4.1]. Der hier angegebene Beweis, der von Diskussionen mit Chr. Le
Merdy im Zusammenhang der gemeinsamen Arbeit [22] inspiriert ist, orientiert
sich an der Kernidee der Originalarbeit; er ist jedoch erheblich übersichtlicher
und kürzer:

SATZ 2.1.6 Es sei A ein dicht definierter, sektorieller Operator vom Typω < π/2
auf einem Banachraum X, der dichtes Bild habe. Weiterhin genüge A einer
quadratischen L2–Abschätzung. Die von −A erzeugte analytische Halbgruppe
werde mit T(·) bezeichnet. Ist Y ein weiterer Banachraum, so ist ein stetiger
linearer Operator C : X1 → Y genau dann zulässig, wenn die Menge WC :=

{λ
1/2C(λ+A)−1 : λ > 0} in B(X, Y) beschränkt ist.

Zum Beweis des Satzes benötigen wir das folgende

LEMMA 2.1.7 Es gelten die Voraussetzungen des obigen Satzes und es sei
H := {eiθt : t > 0} ein Halbstrahl mit Winkel θ, θ ∈ (ω,π). Ist WC beschränkt,
so auch die Menge {λ

1/2C(λ+A)−1 : λ ∈ H} ⊆ B(X, Y).

Beweis. Für λ ∈ H ist∥∥λ1/2CR(λ,A)x
∥∥ =

∥∥ |λ|
1/2C(|λ|+A)−1

[
(1+eiθ) λ(λ−A)−1 − I

]
x
∥∥,

und der Ausdruck in der eckigen Klammer ist wegen der Sektorialität von A
offenbar gleichmäßig beschränkt.

Beweis von Satz 2.1.6. Daß die Zulässigkeit von C die Beschränktheit von W

nach sich zieht, wurde in Lemma 2.1.3 bereits nachgeprüft. Nun zur umge-
kehrten Richtung. A hat dichtes Bild, und ist nach [7, Theorem 3.8] daher
injektiv. Aus den Eigenschaften (1.3.3) des Funktionalkalküls folgern wir mit
D(A) ⊆ D(A

1/2) die Beziehung A=A
1/2A

1/2 , und daraus die Injektivität von A1/2 .
Da T(·) analytisch ist, also insbesondere das Bild von T(t) für t > 0 in D(A) ent-
halten ist, können wir für ein gewähltes x ∈ X für t > 0 die Gleichheit CT(t)x =

CA−1/2A
1/2T(t)x benutzen. Dies formulieren wir zu t−1/2CA−1/2ϕ0(tA)x weiter

20



2.1 L2–Zulässigkeit und quadratische L2–Abschätzungen

um, wobei ϕ0 durch ϕ0(z) = z
1/2e−z gegeben sei. Wir zerlegen nun ϕ0 = ϕψ

in zwei Funktionen der Klasse H∞
0 , etwa

ϕ(z) := zα(1+z)−1 ψ(z) := z
1/2−α(1+z)e−z.

Dabei kommt es auf die Wahl von α ∈ (0, 1/2) nicht an, wie wir im Fortgang des
Beweises sehen werden; genauer: es kommt nicht einmal auf die gewählten
Funktionen ϕ und ψ an. Dem genauen Hintergrund dieses Phänomens werden
wir in Abschnitt 2.5 nachgehen. Wir schreiben also

CT(t)x = CA−1/2ϕ(tA) t−
1/2ψ(tA)x.

Der Beweis vollzieht sich in zwei Schritten. Als erstes betrachten wir die Ope-
ratorenfamilie {CA−1/2ϕ(tA) : t > 0}. Es sei θ ∈ (ω, π/2). Γ bezeichne denjenigen
Weg in der komplexen Zahlenebene, der durch die Parametrisierung

γ(t) :=

{
te−iθ, t ≥ 0

−teiθ, t < 0
(2.1.3)

gegeben ist. Er umläuft den kleineren Sektor Sω in positiver Orientierung.
Dann ist für x ∈ R(A

1/2(I+A)−1)

CA−1/2ϕ(tA)x = CA−1/2 1
2πi

∫
Γ

ϕ(tz)R(z,A)xdz

Lem. 1.3.5
= CA−1/2 1

2πi

∫
Γ

ϕ(tz)z−1/2A
1/2R(z,A)xdz

= 1
2πi

∫
Γ

ϕ(tz)z
1/2CR(z,A)x dz

z
=: K(t)x.

Um die letzte Gleichheit einzusehen, schreibe man und x = A
1/2(I+A)−1x0 für

ein x0 ∈ X. Dann gilt die Gleichheit CA−1/2ϕ(tA)x = C(I+A)−1ϕ(tA)x0. Der
von X nach Y stetige Operator C(I+A)−1 kann nun in das Integral gezogen
werden; dann aber kann im Integral wie folgt vertauscht werden:

C(I+A)−1A
1/2R(λ,A)x0 = CR(λ,A)A

1/2(I+A)−1x0 = CR(λ,A)x.

Es gilt nun ∥∥K(t)x
∥∥ ≤ 1

2π

∫
Γ

|ϕ(tz)|
∥∥z1/2CR(z,A)x

∥∥ |dz|
|z|
.

Nach Lemma 2.1.7 ist z1/2CR(z,A) auch auf dem Integrationsweg Γ gleichmäßig
beschränkt. Da der Integrationsweg Γ wie auch das Maß dz

z
invariant unter
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Streckungen sind, hängt die obige Abschätzung also nicht von t > 0 ab. Damit
ist ‖K(t)‖X→Y gleichmäßig beschränkt. Da R(A

1/2(I+A)−1) ein dichter Teilraum
von X ist, besitzt CA−1/2ϕ(tA) also eine stetige Fortsetzung K(t). Es folgt für
geeignete c1, c2 > 0∫∞

0

∥∥CT(t)x∥∥2 dt =

∫∞
0

∥∥K(t)t−
1/2ψ(tA)x

∥∥2 dt
≤ c1

∫∞
0

∥∥t−1/2ψ(tA)x
∥∥2 dt = c1

∫∞
0

∥∥ψ(tA)x
∥∥2 dt

t

≤ c2‖x‖2,

da A voraussetzungsgemäß quadratischen L2–Abschätzung genügt. Dies war
zu zeigen.

BEMERKUNG 2.1.8 Wir halten fest, daß die Voraussetzung der quadratischen
L2–Abschätzung im vorangehenden Satz notwendig ist: gilt die Aussage des
Satzes, so ist wegen der aus Lemma 1.3.4 folgenden gleichmäßigen Beschränkt-
heit der Menge {λ

1/2A
1/2(λ+A)−1 : λ > 0} stets A1/2 zulässig für A, mit anderen

Worten: A genügt quadratischen L2–Abschätzungen.

Es sei f ∈ H∞
0 \{0}. Ist X ein Hilbertraum, so hat nach Satz 2.1.5 jeder injektive

dicht definierte sektorielle Operator A auf X bezüglich der Norm ‖x‖quadr :=

‖f(tA)x‖L2(R+,
dt
t ,X) einen beschränkten H∞–Kalkül. Das heißt, daß A einen be-

schränkten H∞–Kalkül auf X hat, wenn seine Norm zu diesen Quadratfunk-
tionsnormen äquivalent ist. In der Tat charakterisiert diese Eigenschaft den
H∞–Kalkül (siehe [45, Sect. 7,8]):

SATZ 2.1.9 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator vom Typ ω ∈
(0, π) mit dichtem Bild auf einem Hilbertraum X. Dann hat A genau dann einen
beschränkten H∞(Sθ)–Kalkül für alle θ ∈ (ω,π), wenn A und A ′ quadratischen
Abschätzungen auf X genügen.

Dahingegen gelang es LE MERDY in [42, Theorem 5.2] nachzuweisen, daß ei-
ne einseitige Abschätzung, also eine Abschätzung für A ohne diejenige für A ′

nicht hinreichend für den H∞–Kalkül ist. Aus dem obigen Satz folgt unmittel-
bar das folgende

KOROLLAR 2.1.10 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator vom Typ
ω < π/2 auf einem Hilbertraum X, der dichtes Bild und einen beschränkten H∞–
Kalkül habe. Ist Y ein weiterer Hilbertraum, so ist ein stetiger linearer Operator
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2.1 L2–Zulässigkeit und quadratische L2–Abschätzungen

C : X1 → Y genau dann zulässig, wenn die Menge WC := {λ
1/2C(λ+A)−1 : λ >

0} in B(X, Y) beschränkt ist.

L2–Zulässigkeit von Kontrolloperatoren

Wenn X ein reflexiver Banachraum ist, so ist B genau dann ein zulässiger Kon-
trolloperator für T(·), wenn sein adjungierter Operator B ′ ein zulässiger Beob-
achtungsoperator für die adjungierte Halbgruppe T(·) ′ ist. Ist X nicht als refle-
xiv vorausgesetzt, so muß die adjungierte Halbgruppe nicht mehr stark stetig
sein. Man kann die Zulässigkeit jedoch auch in diesem allgemeinen Rahmen
charakterisieren, muß dies jedoch ohne die bequeme Dualisierung beweisen.

LEMMA 2.1.11 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator vom Typ
ω < π/2 auf einem Banachraum X, der dichtes Bild habe. Es sei B ∈ B(U,X−1)

ein Kontrolloperator, für den die Menge WB := {λ
1/2(λ+A−1)

−1B : λ > 0}

in B(U,X) beschränkt sei. Für beliebige α ∈ (0, 1/2) und u ∈ U gilt dann die
Darstellung

T−1(t)Bu = 1
2πi

∫
Γ

λ−αe−λt(A−1)
αR(λ,A−1)Budλ. (2.1.4)

Hier bezeichnet Γ den durch die Parametrisierung (2.1.3) gegebenen Integrati-
onsweg.

Beweis. Es sei

ϕn(z) := n(n+z)−1 − 1
n
( 1
n
+z)−1 = z(n+z)−1( 1

n
+z)−1(n− 1

n
).

Zunächst ist offenbar ϕn ∈ H∞
0 (Sθ) für jedes θ ∈ (0, π). Es ist für alle x ∈

X−1 stets ϕn(A−1)x ∈ D(A−1) ∩ R(A−1) und ϕn(A−1) ist eine approximative
Identität, es gilt also ϕn(A−1)x→ x für n→ ∞ für alle x ∈ X−1. Wir schreiben
T−1(t)Bu = limn→∞ T−1(t)ϕn(A−1)Bu und betrachten zunächst den Ausdruck
ohne den Limes:

T−1(t)ϕn(A−1)Bu = Aα−1T−1(t)A
−α
−1ϕn(A−1)Bu

= Aα−1
1
2πi

∫
Γ

z−αe−tzϕn(z)R(z,A−1)Budz.
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Hier haben wir die Tatsache ausgenutzt, daß z−αϕn(z) ∈ H∞
0 für alle α ∈ (0, 1)

gilt. Wir wollen als nächstes zeigen, daß wir Aα−1 in das Integral hineinziehen
können. Dazu ist nachzuweisen, daß das Bochnerintegral∫

Γ

z−αe−tzϕn(z)Aα−1R(z,A−1)Budz (2.1.5)

in X−1 existiert, und einer von n unabhängigen Normabschätzung genügt
(denn wir wollen schließlich den Grenzübergang n→ ∞ betrachten). Da dies
ist wegen ‖Aα−1R(z,A−1)‖ ≤ M|z|α−1 ohne die Beschränktheitsvoraussetzung
an WB nicht zu erwarten ist, müssen wir die Resolvente "verdoppeln". Wir
verwenden dazu Korollar 1.3.7 und erhalten

R(z,A−1)Bu =

∫
γz

R(λ,A−1)
2Budλ

mit einem absolut konvergenten Integral. Nun existiert wegen der Abschät-
zung ‖Aα−1R(λ,A−1)

2Bu‖ ≤M|λ|α−1|λ|−
1/2 und der Voraussetzung α < 1/2 aber

auch das Bochnerintegral ∫
γz

Aα−1R(λ,A−1)
2Budλ,

in X−1 und genügt zudem einer Abschätzung gegen |z|α−1/2 . Damit können wir
nun die Existenz des Bochnerintegrals (2.1.5) nachweisen: wegen ‖ϕn‖H∞(Sθ) ≤
M < ∞ genügt der Integrand in der Norm nämlich einer Abschätzung gegen
|z|−

1/2 exp(−tRe(z)).

Damit ist nach 1.2.1 auch das Hereinziehen von Aα−1 in das Integral gerecht-
fertigt und somit die Darstellung

T−1(t)ϕn(A−1)Bu =

∫
Γ

z−αe−tzϕn(z)Aα−1R(z,A−1)Budz

gezeigt. Hieraus folgt die Behauptung mittels des Satzes über majorisierte Kon-
vergenz.

SATZ 2.1.12 Es sei A ein sektorieller, dicht definierter Operator vom Typ ω <
π/2 auf einem Banachraum X, der dichtes Bild habe. Weiterhin genüge A ′ einer
quadratischen L2–Abschätzung auf X ′. Ist U ein weiterer Banachraum, so ist
ein linearer stetiger Operator B : U → X−1 genau dann zulässig, wenn die
Menge WB := {λ

1/2(λ+A−1)
−1B : λ > 0} in B(U,X) beschränkt ist.
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Beweis. Daß die Zulässigkeit von B die Beschränktheit von WB nach sich zieht,
wurde bereits in Lemma 2.1.3 nachgewiesen. Für die umgekehrte Richtung sei
wieder ein θ ∈ (ω, π/2) gewählt. Zu diesem θ sei dann wieder Γ wie in (2.1.3)
gewählt. Wir wollen zunächst nachweisen, daß das Integral∫∞

0

T−1(t)Bu(t)dt (2.1.6)

in X−1 existiert. Dazu betrachten wir für x−1 ∈ X−1 und x ′ ∈ D(A ′) den durch

〈x−1, κ(x
′)〉 = 〈(I−1+A−1)

−1x−1, (I
′+A ′)x ′〉.

gegebenen kanonischen Isomorphismus κ : [D(A ′)] → (X−1)
′ (siehe [48, Theo-

rem 3.1.15]). Es sei also x ′ aus D(A ′) gewählt. Wir verwenden wir Lem-
ma 2.1.11 und erhalten∣∣∣∣〈∫∞

0

T−1(t)Bu(t)dt, x ′〉
∣∣∣∣

= 1
2π

∣∣∣∣〈∫∞
0

T−1(
t/2)

∫
Γ

λ−αe−λ/2t(A−1)
αR(λ,A−1)Bu(t)dλdt, x ′〉

∣∣∣∣
Bezeichnen wir mit ht die durch ht(λ) := t

1/2−αλ−α−1/2e−λ/2t gegebene Funktion
und mit R(·) die operatorwertige Funktion R(λ) := λ

1/2R(λ,A−1)B, so können
wir dies wie folgt umschreiben:

= 1
2π

∣∣∣∣∫∞
0

〈∫
Γ

ht(λ) R(λ)dλ u(t), tα−1/2
(
(A−1)

αT−1(
t/2)
) ′
x ′
〉
dt

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫∞
0

∣∣∣∣〈∫
Γ

ht(λ) R(λ)dλ u(t), tα−1/2
(
(A−1)

αT−1(
t/2)
) ′
x ′
〉∣∣∣∣dt,

und mit der Hölder–Ungleichung

≤ 1
2π

∥∥t 7→ ∫
Γ

ht(λ) R(λ)dλ u(t)
∥∥
L2(R+,X)∥∥t 7→ tα−1/2

(
(A−1)

αT−1(
t/2)
) ′
x ′
∥∥
L2(R+,X ′)

=
∥∥t 7→ ∫

Γ

ht(λ) R(λ)dλ u(t)
∥∥
L2(R+,X)

‖ψ(tA) ′x ′‖
L2(R+,

dt
t
,X ′)
,

wobei ψ(z) := zα exp(−z/2) ist. Es ist also ψ(tA) ′ = ψ(tA ′), wobei zu beachten
ist, daß A ′ zwar sektoriell, im allgemeinen aber weder dicht definiert ist noch
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dichtes Bild hat. Da aber ψ ∈∈ H∞
0 (Sθ) gilt, ist ψ(tA ′) wohldefiniert. Voraus-

setzungsgemäß können wir den hinteren Ausdruck gegen die Norm von x ′

abschätzen, sodaß die Behauptung gezeigt ist, wenn es gelingt, eine Abschät-
zung für den ersten Ausdruck gegen die L2–Norm von u nachzuweisen. Dazu
betrachten wir∫

Γ

|ht(λ)| |dλ| = 2t
1/2−α

∫∞
0

e−1/2 cos(σ)sts−α−1/2 ds

= 2
(
1/2 cosσ

)α−1/2

∫∞
0

e−rr(
1/2−α)−1 dr

= 2
(
1/2 cosσ

)α−1/2
Γ(1/2−α),

und sehen, daß die Funktionen ht(·) für t > 0 in L1(Γ) gleichmäßig beschränkt
sind. Die gleichmäßige Beschränktheit der Menge WB impliziert wie in Lem-
ma 2.1.7 die gleichmäßige Beschränktheit von R(λ) auf Γ . Damit sind dann
auch die Normen der Operatoren∫

Γ

ht(λ) R(λ)dλ

in t gleichmäßig beschränkt. Das Integral (2.1.6) läßt sich demnach als ein
stetiger linearer Operator Φ : L2(R+, U) → X ′′ auffassen. Ist u eine Treppen-
funktion mit kompaktem Träger, der zudem die Null meidet, so existiert das
Integral (2.1.6) im Bochnerschen Sinne und liegt in X. Derartige Treppenfunk-
tionen liegen dicht in L2(R+, U), sodaß das Bild von Φ in X enthalten ist. Nach
dem Graphensatz ist Φ damit stetig von L2(R+, U) nach X.

Wie im Falle von Beobachtungsoperatoren (siehe Bemerkung 2.1.8) ist die Vor-
aussetzung quadratischer L2–Abschätzungen an A ′ notwendig. Hierzu beachte
man, daß A ′, wenngleich nicht notwendigerweise dicht definiert, so doch sek-
toriell ist, und daher Lemma 1.3.4 anwendbar ist.

2.2 L2–Zulässigkeit auf endlichen Zeitintervallen

DEFINITION 2.2.1 Es sei −A Erzeuger der stark stetigen beschränkten Halb-
gruppe T(·). Ein Beobachtungsoperator C ∈ B(X1, Y) heiße L2–zulässig auf [0, b],
falls für alle x ∈ X1 die Abschätzung∥∥CT(·)x∥∥

L2([0,b],Y)
≤ const. ‖x‖
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gilt. Ein Kontrolloperator B ∈ B(U,X−1) heiße L2–zulässig auf [0, b], falls für
alle u ∈ L2([0, b], U) das Integral

∫b
0
T−1(t)Bu(t)dt in X−1 existiert, Werte in X

annimmt und der Abschätzung∥∥∥∥∫b
0

T−1(t)Bu(t)dt

∥∥∥∥ ≤ const. ‖u‖L2([0,b],U)

genügt.

LEMMA 2.2.2 Es sei T(·) eine stark stetige beschränkte Halbgruppe, −A ihr
Erzeuger; die Operatoren B : U → X−1 und C : X1 → Y seien stetig und es sei
t0 > 0.

(a) Der Kontrolloperator B ist genau dann auf [0, t0] zulässig bezüglich T(·),
wenn für alle α > 0 der Kontrolloperator B auf R+ zulässig für die ska-
lierte Halbgruppe e−α·T(·) ist.

(b) Der Beobachtungsoperator C ist genau dann auf [0, t0] zulässig bezüglich
T(·), wenn für alle α > 0 der Beobachtungsoperator C auf R+ zulässig
für die skalierte Halbgruppe e−α·T(·) ist.

Insbesondere hängt die Eigenschaft, auf [0, t0] zulässig zu sein, nicht von t0 > 0
ab.

Beweis. (a) Ist B bezüglich der skalierten Halbgruppe (auf R+) zulässig, so ist
B auch auf [0, t0] bezüglich der skalierten Halbgruppe zulässig. Dies ist genau
dann der Fall, wenn B bezüglich der unskalierten Halbgruppe zulässig ist. Es
gilt nämlich ∫ t0

0

e−αtT−1(t)Bu(t)dt =

∫ t0
0

T−1(t)B(u(t)e−αt)dt,

und u 7→ u exp(−α·) ist ein Isomorphismus auf L2([0, t0], U). Nun sei B auf
[0, t0] zulässig bezüglich T(·). Die Halbgruppeneigenschaft zeigt, daß dann B
auch auf [0, nt0] zulässig ist:∥∥∥∥∫nt0

0

T−1(t)Bu(t)dt

∥∥∥∥ ≤
n−1∑
k=0

‖T(t0)‖k
∥∥∥∥∫ t0
0

T−1(t)Bu(t+ kt0)dt

∥∥∥∥
≤ Mn

n−1∑
k=0

‖T(t0)‖k · ‖u‖L2([0,nt0],U).
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Wir können also ohne Einschränkung annehmen, daß ‖T(t0)e−αt0‖ < 1 gilt, da
die skalierte Halbgruppe exponentiell stabil ist. Dann gilt für u ∈ L2(R+, U)∫∞

0

e−αtT−1(t)Bu(t)dt =

∞∑
n=0

∫ (n+1)t0

nt0

e−αtT−1(t)Bu(t)dt

=

∞∑
n=0

(
e−αt0T(t0)

)n ∫ t0
0

T−1(t)Bu(nt0 + t)e−αt dt.

Das Integral läßt sich wegen der vorausgesetzten Zulässigkeit auf [0, t0] gleich-
mäßig in n ∈ N0 gegen die L2–Norm von u auf R+ abschätzen, sodaß die Reihe
in X absolut konvergiert und einer Abschätzung gegen ‖u‖L2(R+) genügt.
(b) Ist C bezüglich der skalierten Halbgruppe (auf R+) zulässig, dann folgt
die Zulässigkeit bezüglich T(·) auf [0, t0] wie oben. Es sei also C auf [0, t0]

zulässig bezüglich T(·) und α > 0. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit
können wir wieder voraussetzen, daß ‖T(t0)e−αt0‖ < 1 gilt. Wir schreiben
In := [nt0, (n+1)t0] und erhalten unter Verwendung der Halbgruppeneigen-
schaft

‖e−α·CT(·)x‖L2(R+,X) =

∥∥∥∥ ∞∑
n=0

1In(·)e−α·CT(·)x
∥∥∥∥
L2(R+,X)

≤
∞∑
n=0

∥∥e−α·CT(·)x
∥∥
L2(In,X)

≤
∞∑
n=0

max{e−αt : t ∈ In} ‖CT(·)x‖L2(In,X)

Vor.
≤ const.

∞∑
n=0

∥∥(e−αt0T(t0)
)n
x
∥∥
X
≤ const. ‖x‖X.

Dies war zu zeigen.

2.3 Lp–Zulässigkeit

Analog zu L2–Zulässigkeit können wir für p ∈ (1,∞) auch den Begriff der Lp–
Zulässigkeit von Beobachtungsoperatoren über die Existenz einer Abschätzung∫∞

0

‖CT(t)x‖pY dt ≤M
p‖x‖pX
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für alle x ∈ X1 erklären. Schreiben wir 1/p+1/q = 1, so erhalten wir analog zu
Lemma 2.1.3 als notwendige Bedingung, daß die Operatoren

‖ exp(−λ·)‖−1
LqC(λ+A)−1 = (qλ)

1/qC(λ+A)−1

für λ > 0 gleichmäßig beschränkt sein müssen. Auch von Satz 2.1.6 können
wir ein Analogon bilden; wir zerlegen

CT(t)x = CA−1/p(tA)
1/pT(t)t−

1/p

= CA−1/pϕ(tA)ψ(tA)t−
1/p,

etwa mit ϕ(z) = zα(1+z)−1 und ψ(z) = z
1/p−α(1+z)e−z für eine Zahl α ∈

(0,min(1/p,
1/q)). Wie im Beweis von Satz 2.1.6 finden wir eine gleichmäßig

beschränkte Erweiterung von CA−1/pϕ(tA) auf B(X, Y). Anstelle der quadrati-
schen L2–Abschätzung muß dann eine Lp–Abschätzung der Form

∀ψ ∈ H∞
0 , x ∈ X : ‖ψ(tA)x‖

Lp(R+,
dt
t
,X)

≤M‖x‖ (2.3.1)

mit einer von x unabhängigen Zahl M > 0 gefordert werden. Wie im Falle p =

2 ist diese Forderung notwendig: gilt die Aussage, so zeigt die gleichmäßige
Beschränktheit von {λ1−

1/pA
1/p(λ+A)−1 : λ > 0}, daß A einer Lp–Abschätzung

im obigen Sinne für f(z) = z
1/p exp(−z) genügt.

Entsprechend können wir auch Lp–Zulässigkeit von Kontrolloperatoren defi-
nieren, indem wir die Existenz des folgenden Integrals in X−1 mit Werten in
X und die Abschätzung∥∥∫∞

0

T−1(t)Bu(t)dt
∥∥
X
≤ K‖u‖Lp(R+,U)

für alle u ∈ Lp(R+, U) fordern. Analog zu Lemma 2.1.3 ist die folgende Vor-
aussetzung an B notwendig: die Operatoren

‖ exp(−λ·)‖−1
Lp (λ+A−1)

−1B = (pλ)
1/p(λ+A−1)

−1B

seien für λ > 0 gleichmäßig beschränkt. Unter der Voraussetzung einer Lq–Ab-
schätzung an A ′ können wir nun auch zeigen, daß diese Bedingung äquivalent
zur Lp–Zulässigkeit von B ist – zum Beweis gehen wir wie in Satz 2.1.12 vor,
schätzen aber mit der Hölder–Ungleichung gegen die Lp/Lq–Normen ab.

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 2.1.5 auf die komplet-
te Lp–Skala; er wird in [24, Theorem 3.36] mitbewiesen. Wir verwenden im
folgenden wieder die Notation ut(z) := u(tz).
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SATZ 2.3.1 Es sei A ein sektorieller Operator von Typ ω auf dem Banachraum
X der dichtes Bild habe und p ∈ [1,∞]. Sind für µ > ω zwei Funktionen f
und g aus H∞

0 (Sµ)\{0}, so existiert eine Konstante Mp > 0 so, daß für alle
ϕ ∈ H∞(Sµ) gilt:(∫∞

0

∥∥(ftϕ)(A)
∥∥p dt

t

)1/p
≤Mp‖ϕ‖∞

(∫∞
0

∥∥gt(A)
∥∥p dt

t

)1/p
,

falls p < ∞ (falls p = ∞ ist wie üblich zu modifizieren).

Beweis. Zunächst zeigen wir den Fall p = ∞: Ist g eine von Null verschiedene
Funktion aus H∞

0 (Sθ), so existiert eine weitere Funktion h aus H∞
0 (Sθ) derart,

daß ∫∞
0

h(s)g(s) ds
s

= 1.

Man kann beispielsweise h̃(z) := g(z̄) wählen. Damit ist∫∞
0

g(s)h̃(s) ds
s

=

∫∞
0

|g(s)|2 ds
s

=: c.

Es ist notwendigerweise c > 0, da sonst g = 0 nach dem Identitätssatz; also
leistet h := c−1h̃ das Gewünschte. Es sei x ∈ X. Für 0 < α < β < ∞ setze nun

gα,β(A)x :=

∫β
α

h(sA)g(sA)x ds
s
.

Für α→ 0 und β→ ∞ konvergiert gα,β(A)x nach Satz 1.3.3 gegen x. Es folgt

sup
t>0

∥∥(ftϕ)(A)gα,β(A)x
∥∥ = sup

t>0

∥∥∫β
α

(ftϕ)(A)h(sA)g(sA)x ds
s

∥∥
≤ sup

s>0

∥∥g(sA)x
∥∥ sup
t>0

∫∞
0

∥∥(ftϕ)(A)h(sA)
∥∥ds
s
.

Da f, h ∈ H∞
0 , gilt für ein r > 0 die Abschätzung∥∥(ftϕ)(A)h(sA)

∥∥ ≤ 1
2π

∫
Γ

∣∣ϕ(z)f(tz)h(sz)
∣∣ ∥∥R(z,A)

∥∥dz
≤const.

∥∥ϕ∥∥
H∞

∫
Γ

|tsz2|r(
1+ |tz|2r

)(
1+ |sz|2r

) |dz|

|z|

≤const.
∥∥ϕ∥∥

H∞
{ (

t
s

)r (
1+| log t

s
|
)

falls 0 < t < s < ∞ und(
s
t

)r (
1+| log s

t
|
)

falls 0 < s < t < ∞.
(2.3.2)
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2.3 Lp–Zulässigkeit

Hieraus folgt für p = ∞ die Behauptung.

Nun sei also p ∈ [1,∞). Ähnlich wie oben verwenden wir gα,β, jedoch schrei-
ben wir h = uv für zwei H∞

0 –Funktionen u, v. Eine solche Zerlegung ist leicht
möglich. Gilt für ein r > 0 die Abschätzung |h(z)| ≤M|z|r(1+|z|)−2r, so wähle
etwa u(z) = z

r/2(1+z)−r und v(z) = h(z)z−r/2(1+z)r. Diese Zerlegung werden
wir gegen Ende des Beweises benutzen, nämlich in der Abschätzung

sup
s>0

‖(vsϕ)(A)‖ ≤ const. sup
s>0

∫
Γ

|v(sz)||ϕ(z)| |dz|
|z|

≤ const. ‖ϕ‖H∞
0
. (2.3.3)

Nun aber zum Beweis für p ∈ [1,∞). Es sei q der duale Exponent zu p, also
1/p+

1/q = 1. Dann ist

(∫∞
0

∥∥(ftϕ)(A)gα,β(A)x
∥∥p dt

t

)1/p
≤

(∫∞
0

(∫β
α

∥∥(ftϕ)(A)u(sA)v(sA)g(sA)x
∥∥ ds
s

)p
dt
t

)1/p
≤

(∫∞
0

(∫β
α

∥∥f(tA)u(sA)
∥∥1/q·∥∥f(tA)u(sA)

∥∥1/p·∥∥(vsϕ)(A)g(sA)x
∥∥ ds
s

)p
dt
t

)1/p
und mit der Hölderschen Abschätzung

≤
(∫∞
0

(∫β
α

∥∥f(tA)u(sA)
∥∥ ds
s

)p/q
·(∫β

α

∥∥f(tA)u(sA)
∥∥ ∥∥(vsϕ)(A)g(sA)x

∥∥p ds
s

)
dt
t

)1/p
.

Die Abschätzung (2.3.2) zeigt (für ϕ=1), daß das erste Integral in t>0 gleich-
mäßig beschränkt ist. Wir haben also

(∫∞
0

∥∥(ftϕ)(A)gα,β(A)x
∥∥p dt

t

)1/p
≤ K

(∫∞
0

∫β
α

∥∥f(tA)u(sA)
∥∥ ∥∥(vsϕ)(A)g(sA)x

∥∥p ds
s
dt
t

)1/p
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Fubini
= K

(∫β
α

∫∞
0

∥∥f(tA)u(sA)
∥∥dt
t

∥∥(vsϕ)(A)g(sA)x
∥∥p ds

s

)1/p
≤ K sup

s>0

(∫∞
0

∥∥f(tA)u(sA)
∥∥dt
t

)1/p(∫β
α

∥∥(vsϕ)(A)g(sA)x
∥∥p ds

s

)1/p
≤ K ′‖ϕ‖H∞

(∫β
α

∥∥g(sA)x
∥∥p ds

s

)1/p
nach (2.3.3). Dies war zu zeigen.

Wir wissen nun, daß Operatoren Lp–Abschätzungen für alle H∞
0 –Funktionen

besitzen, wenn sie einer einzigen solchen Abschätzung für ein nichttriviales
f aus H∞

0 genügen. Es ist dagegen unklar, unter welchen allgemeinen Be-
dingungen Lp–Abschätzungen existieren. Nach [24, Theorem 3.39] sind Lp–
Abschätzungen äquivalent zu X ↪→

(
Ẋ−1, Ẋ1

)
1/2,p

. Dies ist in Einzelfällen nach-
prüfbar, etwa dem folgenden

BEISPIEL 2.3.2 Es sei X = Lq(Rn), A = −∆. Ist q ≤ 2 und p ≥ 2, so genügt
A Lp–Abschätzungen der Form (2.3.1). Beweis: es ist Ẋ1 = Ḣ2q(Rn) und Ẋ−1 =

Ḣ−2
q (Rn), und es gilt die folgende Inklusionskette

X = Lq(Rn)
(1)
= Ḟ0q,2(Rn)

(2)
↪→ Ḃ0q,2(Rn)

(3)
↪→ Ḃ0q,p(Rn)

(4)
=
(
Ẋ1, Ẋ−1

)
1/2,p

Die Gleichheit (1) gilt nach [66, Thm. 1, 5.2.3], (2) folgt nach [12, VI.11.14]
aus q ≤ 2. Inklusion (3) liegt schlicht an der Inklusion der lp–Räume mit
wachsendem p, hier also an p ≥ 2 (siehe die Definition der homogenen Räume
in [66, 5.1.3]), Gleichung (4) schließlich entstammt [66, 5.2.5] für s = ±2 unter
Beachtung von Ḣsq(Rn) = Ḟsq,2(Rn) (siehe [66, Thm. 1, 5.2.3]).

2.4 L2–Zulässigkeit vom Typ α

Dieser Abschnitt basiert im wesentlichen auf der Arbeit [22]. Bei der Unter-
suchung der L2–Zulässigkeit haben wir quadratische L2–Abschätzungen als
wichtiges Hilfsmittel kennengelernt. Diese hängen, wie aus Satz 2.1.5 bekannt,
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2.4 L2–Zulässigkeit vom Typ α

nicht von der gewählten Funktion ab (so diese von Null verschieden ist). Wir
haben bereits darauf hingewiesen, daß für die Wahl ψ(z) := z

1/2 exp(−z) wegen∫∞
0

∥∥ψ(tA)x
∥∥2
X
dt
t

=

∫∞
0

∥∥A1/2T(t)x
∥∥2 dt ≤ const. ‖x‖2.

quadratische L2–Abschätzungen zur Zulässigkeit von A
1/2 für A äquivalent

sind. Was passiert aber, wenn wir statt ψ(z) = z
1/2 exp(−z) für ein s > 0 allge-

meiner ψs(z) := zs exp(−z) schreiben? Nun,∫∞
0

‖tsAsT(t)x‖2X dtt =

∫∞
0

tα‖AsT(t)x‖2X dt.

Hier haben wir α := 2s− 1 gesetzt. Von diesem Modellfall stammt die Idee zu
folgender

DEFINITION 2.4.1 Es seien X, Y Banachräume, −A sei Erzeuger einer stark
stetigen und beschränkten Halbgruppe T(t) auf X, α > −1 und k ∈ N. Ein
Beobachtungsoperator C ∈ B(Xk, Y) heiße zulässig vom Typ α, falls eine Zahl
M > 0 so existiert, daß für alle x ∈ Xk gilt:∫∞

0

‖tα/2CT(t)x‖2Y dt ≤M2‖x‖2X.

LEMMA 2.4.2 Es sei α > −1 und β > −1 derart, daß α/2 + β/2 =: k ∈ N gelte.
Ist C ∈ B(Xk, Y) ein zulässiger Beobachtungsoperator vom Typ α für T(·), so
ist die Menge

WC := {λ
1+β
2 C(λ+A)−k−1 : λ > 0} (2.4.1)

in B(X, Y) gleichmäßig beschränkt.

Beweis. Der Beweis ist eine geringe Variation des bekannten Themas von Lem-
ma 2.1.3, wieder unter Verwendung der Hölder–Ungleichung: Bezeichnet Γ(·)
die Gammafunktion, so ist für λ > 0∥∥λ 1+β2 C(λ+A)−k−1

∥∥
= λ

1+β
2

∥∥∫∞
0

(−1)k

k! t
ke−λtCT(t)xdt

∥∥
≤ 1

k!λ
1+β
2

∫∞
0

t
α/2
∥∥CT(t)x∥∥tβ/2e−λtdt
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≤ 1
k!λ

1+β
2

(∫∞
0

tα
∥∥CT(t)x∥∥2dt)1/2(∫∞

0

tβe−2λt dt

)1/2
s=2λt

= 1
k!λ

1+β
2

(∫∞
0

tα
∥∥CT(t)x∥∥2dt)1/2((2λ)−1−β

∫∞
0

tβe−tdt

)1/2
≤ 1

k!2
− 1+β

2 Γ(1+β)
1/2 ‖x‖.

Dies war zu zeigen.

Im folgenden werden wir nachweisen, daß obige Bedingung unter den Vor-
aussetzungen des Satzes 2.1.6 geeignet ist, die Zulässigkeit vom Typ α zu
charakterisieren. Ein wichtiges Beweismittel hierzu ist das folgende Lemma,
das für k = 1 implizit in [37, Lemma 7.6] verwendet wird. Diese Allgemeine
Version geht auf N. KALTON zurück.

LEMMA 2.4.3 Es sei ω ∈ (0, π) und ϕ eine Funktion der Klasse H∞
0 (Sω) sowie

k eine natürliche Zahl. Dann existiert eine Funktion f aus der Klasse H∞
0 (Sω)

und eine Zahl γ ∈ C so, daß

ϕ(z) = zk f(k)(z) + γ
zk

(1+ z)k+1
, z ∈ Sω. (2.4.2)

Gelten für Zahlen δ, ε ∈ (0, 1) die Abschätzungen

ϕ(z) = O(|z|−δ) im Unendlichen und ϕ(z) = O(|z|ε) in Null,

so kann f dergestalt gewählt werden, daß es denselben Abschätzungen genügt.

Der Beweis basiert auf einem allgemeinen Prinzip: Ist g eine holomorphe Funk-
tion auf Sω, die gegen Unendlich in O(|z|−r), r > 1, liegt, so existiert eine
eindeutig definierte Funktion G, die G ′ = g und |G(z)| = O(|r|−r+1) im Un-
endlichen erfüllt. Gilt darüber hinaus die Abschätzung |g(z)| = O(|z|−s) für
ein s > 1 im Nullpunkt, so ist |G(z)| = O(|z|−s+1) in Null. Ist schließlich g

außerhalb des Nullpunktes (also auf allen Mengen der Form {z ∈ Sω : |z| > η}

für η > 0) beschränkt, so gilt dies ebenfalls für G.

Zum Beweis des allgemeinen Prinzips. Wir definieren G auf Sω, indem für z =

|z|eiθ gesetzt wird:

G(z) := −eiθ
∫∞

|z|

g(teiθ)dt .
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G ist also als Wegintegral auf einem Halbstrahl mit konstantem Argument
von z nach Unendlich in Sω gegeben. Es gilt G ′ = g und |G(z)| = O(|z|−r+1)

im Unendlichen: denn aus |g(z)| 6 K|z|−r für hinreichend großes |z|, folgt
|G(z)| 6 K

r−1
|z|−r+1. Damit folgt auch die Beschränktheit von G außerhalb des

Nullpunktes, sofern g diese erfüllt.

Ist zusätzlich die Abschätzung im Nullpunkt gegeben, so gilt die Abschätzung

|g(λ)| ≤M
{

|λ|−r falls |λ| ≥ 1
|λ|−s falls |λ| ∈ (0, 1),

für ein M > 0, woraus zunächst |G(z)| ≤ c|z|1−s + d für |z| < 1 folgt, sodaß die
behauptete Abschätzung |G(z)| = O(|z|−s+1) im Nullpunkt folgt.

Zum Beweis des Lemmas. Nach Voraussetzung gehört ϕ zur Klasse H∞
0 (Sω) und

es gibt Zahlen δ, ε ∈ (0, 1) für die gilt:

|ϕ(z)| = O(|z|−δ) im Unendlichen und |ϕ(z)| = O(|z|ε) in Null.

Wenden wir das allgemeine Prinzip auf die Funktion Gk(z) = ϕ(z)
zk

mit den
Exponenten r = k+δ und s = k−ε an, so erhalten wir eine Funktion Gk−1 =

−
∫∞
·
ϕ(λ)
λk

dλ. Es gilt Gk−1(z) = O(|z|−k+1−δ) im Unendlichen und Gk−1(z) =

O(|z|−k+1−ε) im Nullpunkt.

Falls k > 2, wenden wir das allgemeine Prinzip wiederholt an und erhalten so
Funktionen Gk−2, . . . , G0, für die Gp = −

∫∞
· Gp+1 für p = 0, . . . , k − 2 gilt. In

jedem Falle erhalten wir eine holomorphe Funktion G0 auf Sω, die

G
(k)
0 (z) = Gk(z) =

ϕ(z)

zk
(2.4.3)

erfüllt und für die gilt:

G0(z) = O(|z|−δ) im Unendlichen. (2.4.4)

G0 ist außerdem außerhalb des Nullpunktes beschränkt. Nun betrachten wir
das Verhalten von G0 in Null: es gilt G1(z) = O(|z|ε−1) und G1(z) = O(|z|−1−δ)

gegen Unendlich; G1 ist also integrierbar. Setzen wir

c = −

∫∞
0

G1(t)dt und f(z) := G0(z) −
c

1+ z
, z ∈ Sω,
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so ist f offenbar holomorph und aus (2.4.3) folgt die behauptete Darstellung
(2.4.2) mit γ = c(−1)kk!. Schließlich zeigen wir, daß f wirklich in H∞

0 (Sω) liegt.
Zunächst zeigt (2.4.4), daß f(z) = O(|z|−δ) im Unendlichen (hier geht δ < 1 ein).
In Null dagegen ist

c−G0(z) = −

∫z
0

G1(λ)dλ

Daher ist |G0(z) − c| = O(|z|ε) im Nullpunkt. Wegen der Gleichheit f(z) =

(G0(z)−c) + c z
z+1

ist schließlich f(z) = O(|z|ε) in Null.

SATZ 2.4.4 Es sei A ein sektorieller Operator vom Typω < π/2 auf dem Banach-
raum X, der dichtes Bild habe und einer quadratischen L2–Abschätzung ge-
nüge. Es seien Zahlen α > −1 und β ∈ (−1, 3) derart gegeben, daß k := α+β

2

eine nichtnegative ganze Zahl sei. Dann ist ein stetiger Beobachtungsoperator
C : Xk → Y genau dann zulässig vom Typ α, wenn die Menge WC aus (2.4.1)
beschränkt ist.

Beweis. Die Notwendigkeit ist bereits in Lemma 2.4.2 gezeigt. Wir zeigen nun,
daß die Bedingung auch hinreichend ist. Ist k = 0, so setzen wir β ′ := β+2 und
k ′ := 1. Wegen der Sektorialität von A gilt dann die Voraussetzung des Satzes
auch für (α,β ′, k ′) anstelle von (α,β, k). Wir können also ohne Einschränkung
k ∈ N voraussetzen.

Nach [7, Theorem 3.8] ist A injektiv. Wegen R(T(t)) ⊆ D(Ak) für t > 0 gilt die
Darstellung t

α/2CT(t)x = t
α/2−kCA−kϕ0(tA)x, wobei die Funktion ϕ0 durch

ϕ0(z) := zke−z gegeben ist. Wir zerlegen ϕ0 als ϕ0(z) = ϕ(z)ψ(z) mit den
Funktionen

ϕ(z) = zε(1+ z)−1 und ψ(z) = zk−ε(1+ z)e−z.

Dabei lassen wir die genaue Wahl von ε ∈ (0, 1) noch offen; es sei bereits
angemerkt, daß sie nur von β abhängt. Wir erhalten∫∞

0

tα
∥∥CT(t)x∥∥2

Y
dt ≤

∫∞
0

∥∥tα+1
2 −kCA−kϕ(tA) ψ(tA)x

∥∥2
X
dt
t
.

Das Ziel ist wiederum, die quadratische L2–Abschätzung für ψ auszunutzen.
Es gilt eine gleichmäßig beschränkte Erweiterung des ersten Ausdrucks im
Integral auf der rechten Seite zu finden: dazu seien θ ∈ (ω, π

2
) und Γ der

bekannte Integrationsweg längs des Sektorrandes Sν für ν ∈ (ω,θ). Nach
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2.4 L2–Zulässigkeit vom Typ α

Lemma 2.4.3 existiert eine Funktion f aus der Klasse H∞
0 (Sθ), bezüglich der

ϕ(z) = zkf(k)(z) + γzk(1+z)−k−1 gilt. Zunächst zeigen wir die Darstellung

CA−k[zkf(k)(z)](tA)x = k!
2πi

∫
Γ

f(z)tkCR(z, tA)k+1xdz. (2.4.5)

für x ∈ Z := R(Ak(I+A)−k−1). Dazu sei Γ ′ der in gleicher Weise wie Γ orientier-
te Rand eines Sektors Sσ, wobei σ ∈ (ν, θ) gewählt wird. Wegen (2.4.2) ist die
Funktion zkf(k)(z) aus der Klasse H∞

0 (Sθ); nach dem Cauchyschen Integralsatz
gilt daher

[zkf(k)(z)](tA) = 1
2πi

∫
Γ

[zkf(k)(z)]R(z, tA)dz

= 1
2πi

∫
Γ

[
k!
2πi

∫
Γ ′

1

(ζ− z)k+1
f(ζ)dζ

]
zkR(z, tA)dz

(∗)
= 1

2πi

∫
Γ ′
f(ζ)

[
k!
2πi

∫
Γ

zk

(ζ− z)k+1
R(z, tA)dz

]
dζ

= k!
2πi

∫
Γ ′
f(ζ)(tA)kR(ζ, tA)k+1 dζ

= k!
2πi

∫
Γ

f(z)(tA)kR(z, tA)k+1 dz.

Die Vertauschung der beiden Integrale in (∗) ist wegen der aus ‖R(z, tA)‖ =

‖z−1 t−1zR(t−1z,A)‖ ≤M|z|−1 folgenden Abschätzung

∫
Γ ′

∫
Γ

|zkf(ζ)|

|ζ− z|k+1
‖R(z, tA)‖d|z|d|ζ|

≤ M

∫
Γ ′

|f(ζ)|

∫
Γ

|zk−1|

|ζ− z|k+1
d|z|d|ζ|

z:=λζ

≤ K0

∫
Γ

|λ|k−1

|1− λ|k+1
d|λ|

∫
Γ ′

|f(ζ)|
∣∣dζ
ζ

∣∣ < ∞.
nach dem Satz von Fubini gerechtfertigt. Nun kommt der Teilraum Z ins Spiel:
er dient dazu, das a priori nicht erlaubte Hereinziehen von C in das Integral
(denn C muß als linearer Operator von X nach Y nicht einmal abgeschlossen
sein!), auf Z als zulässig zu erkennen: es ist für x ∈ X und w := Ak(I+A)−k−1x
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2 Kontrolltheorie in Banachräumen Teil 1

nämlich

CA−k[zkf(k)(z)](tA)w = C(I+A)−k−1[zkf(k)(z)](tA)x

= k!
2πi

∫
Γ

f(z)tkC(I+A)−k−1AkR(z, tA)k+1xdz

= k!
2πi

∫
Γ

f(z)tkCR(z, tA)k+1wdz.

Dieses „Hereinholen“ des Beobachtungsoperators C in das Integral durch ge-
eignete Resolventenpotenzen werden wir auch in späteren Beweisen noch ver-
wenden. Also gilt (2.4.5) auf dem dichten Teilraum Z.

Wir zeigen nun mittels der Beschränktheit vonWC, daß das Integral der rechten
Seite von Gleichung (2.4.5) auf ganz X in der Norm konvergiert, und demnach
eine stetige Erweiterung von CA−k[zkf(k)(z)](tA) darstellt. Dazu betrachten
wir

K(t) := 1
2πi

∫
Γ

t
α+1
2 f(z)CR(z, tA)k+1dz + γt

α+1
2 C(I+tA)−k−1

= 1
2πi

∫
Γ

z
1−β
2 f(z)

[(
z
t

) 1+β
2 CR(z

t
, A)k+1

]
dz
z

+ γ
[
t−

1+β
2 C(1

t
+A)−k−1

]
Wie in Lemma 2.1.7 können wir die Beschränktheit der Operatoren aus WC

auf den Integrationsweg Γ ausdehnen. Es ist also für ein M > 0

∥∥K(t)
∥∥ ≤M ∫

Γ

|z|−
1+β
2 |f(z)|d|z| + γM. (2.4.6)

Zunächst erkennt man, daß die letzte Größe nicht mehr von t > 0 abhängt.
Nun müssen wir das in Lemma 2.4.3 gezeigte Wachstumsverhalten von f her-
anziehen, um zu zeigen, daß das Integral wirklich endlich ist: es ist |f(z)| =

O(|z|ε) in Null und |f(z)| = O(|z|ε−1) im Unendlichen.

Daher konvergiert das Integral (2.4.6) genau dann, wenn 1+β
2

− ε < 1 und
1+β
2

+ (1−ε) > 1 gelten, oder, äquivalent, wenn gilt

ε < 1+β
2
< 1+ ε.

Diese Grenzen erlauben wegen β ∈ (−1, 3), also 1+β
2

∈ (0, 2) stets die Wahl
einer geeigneten Zahl ε ∈ (0, 1) in Abhängigkeit von β. Damit haben wir
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2.4 L2–Zulässigkeit vom Typ α

insgesamt die Abschätzung∫∞
0

tα
∥∥CT(t)x∥∥2

Y
dt =

∫∞
0

tα
∥∥K(t)t−

1/2ψ(tA)x
∥∥2
Y
dt

≤ K2β

∫∞
0

∥∥ψ(tA)x
∥∥2 dt

t
≤M2K2β‖x‖2,

in der, wie angekündigt, die quadratische L2–Abschätzung von A bezüglich ψ
benutzt wird.

Wiederum ist die quadratische L2–Abschätzung von A notwendig: gilt der
Satz, so erfüllt C := A

α+1
2 wegen der Sektorialität von A die Voraussetzung an

WC. Folglich ist A
α+1
2 L2–zulässig vom Typ α. Wegen∫∞

0

∥∥(tA)
α+1
2 T(t)x

∥∥2 dt
t

=

∫∞
0

∥∥tα/2Aα+1
2 T(t)x

∥∥2 dt ≤M2‖x‖2

genügt A also quadratischen L2–Abschätzungen. Wir kommen nun zu der
dualen Aussage über die Zulässigkeit vom Typ α für Kontrolloperatoren.

DEFINITION 2.4.5 Es seien U,X Banachräume, −A sei Erzeuger einer stark ste-
tigen Halbgruppe T(t) auf X und α > −1. Ein Kontrolloperator B ∈ B(U,X−k)

heiße zulässig vom Typ α, falls eine Zahl K > 0 so existiert, daß für alle
u ∈ L2(R+, U) das Integral

∫∞
0
t
α/2T−k(t)Bu(t)dt in X−k existiert, Werte in X

annimmt und die folgende Abschätzung gilt:∥∥∥∥∫∞
0

t
α/2T−1(t)Bu(t)dt

∥∥∥∥
X

≤ K‖u‖L2(R+,U).

Analog zu Lemma 2.4.2 erhalten wir eine notwendige Bedingung für die Zu-
lässigkeit vom Typ α an B: für u ∈ U gilt

∥∥λ1+β2 (λ+A−k)
−k−1Bu

∥∥
X

= 1
k!

∥∥∥∥∫∞
0

λ
1+β
2 tke−λtT−k(t)Budt

∥∥∥∥
X

= 1
k!

∥∥∥∥∫∞
0

t
α
2 T−k(t)B[λ

1+β
2 t

β
2 e−λt ⊗ u]dt

∥∥∥∥
X

≤ 1
k!‖u‖U

∥∥t 7→ λ
1+β
2 t

β/2e−λt
∥∥
L2(R+)

≤ 1
k!2

−1−αΓ(α+1) ‖u‖U,
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2 Kontrolltheorie in Banachräumen Teil 1

dabei bezeichne Γ(·) die Gammafunktion. Als notwendig erkennen wir also
die gleichmäßige Beschränktheit der Menge

WB := {λ
1+β
2 (λ+A−k)

−k−1B : λ > 0} ⊆ B(U,X). (2.4.7)

Ist X reflexiv, so ist eine Charakterisierung der Zulässigkeit vom Typ α recht
einfach zu gewinnen: −A ′ ist dann nämlich Erzeuger der adjungierten Halb-
gruppe T(·) ′ auf X ′, sodaß wir in voller Analogie zur Notation Xk mit (X ′)k den
zu D((A ′)k) gehörenden Banachraum (mit Graphennorm) bezeichnen können.
Nun können wir wegen des durch

〈x, κk(y)〉 = 〈(I−k+A−k)
−kx, (Ik+A

′)ky〉, x ∈ X−k, y ∈ (X ′)k,

gegebenen Isomorphismus κk : (X ′)k → (X−k)
′ den Operator C := B ′ : (X−k)

′ →
U ′ als Beobachtungsoperator für A ′ ansehen, und das schon bekannte Resul-
tat 2.1.6 anwenden. Wir erhalten also als Bedingung eine quadratische L2–
Abschätzung für A ′ und die Beschränktheit der Operatorenmenge WB.

Wollen wir die Voraussetzung der Reflexivität von X fallen lassen, so müssen
wir auch einen neuen Beweis anstreben:

SATZ 2.4.6 Es sei A ein sektorieller, dicht definierter Operator vom Typω < π/2
auf einem Banachraum X, der dichtes Bild habe. Weiterhin genüge A ′ einer
quadratischen L2–Abschätzung auf X ′. Sind U ein weiterer Banachraum, α >
−1 und β ∈ (−1, 3) so, daß k := α+β

2
eine nichtnegative ganze Zahl ist, so ist

ein linearer stetiger Operator B : U→ X−k genau dann zulässig vom Typ (α),
wenn die Menge WB aus (2.4.7) in B(U,X) beschränkt ist.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.4.4 können wir zunächst k ∈ N annehmen.
Die Notwendigkeit der gleichmäßigen Beschränktheit wurde bereits nachge-
wiesen. Für die andere Richtung wählen wir ein θ ∈ (ω, π/2) und betrachten
den bekannten Integrationsweg Γ . Zunächst wollen wir nachweisen, daß das
Integral ∫∞

0

t
α/2T−k(t)Bu(t)dt (2.4.8)

als Pettis–Integral in X−k existiert, sodann, daß es eine stetige lineare Abbil-
dung Φ von L2(R+, U) nach X definiert. Bezüglich des oben angegebenen
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2.4 L2–Zulässigkeit vom Typ α

Isomorphismus κk : (X ′)k → (X−k)
′, betrachten wir für ein x ′ ∈ (X ′)k den

Ausdruck∫∞
0

∣∣〈tα2 T−k(t)Bu(t), x ′〉
∣∣dt =

∫∞
0

∣∣〈tα2−kA−k(tA)kT−k(t)Bu(t), x ′〉
∣∣dt.

Wieder zerlegen wir die Funktion ϕ0(z) = zke−z in ihre bekannte Darstellung
ϕ0(z) = ϕ(z)ψ(z),

ϕ(z) = zε(1+ z)−1 und ψ(z) = zk−ε(1+ z)e−z,

wobei die Wahl von ε ∈ (0, 1) auf später verschoben wird. Es entsteht∫∞
0

∣∣〈tα2 T−k(t)Bu(t), x ′〉
∣∣dt

=

∫∞
0

∣∣〈A−k
−kϕ(tA−k)t

α
2

−kψ(tA−k)Bu(t), x ′〉
∣∣dt.

Wegen der Sektorialität von A sind die Operatoren A−k(µ+A−k)
−1, µ > 0

gleichmäßig beschränkt. Darüberinaus gilt limµ→0+A−k(µ+A−k)
−1Bu = Bu

in X−k. Setzen wir Bµ := A−k(µ+A−k)
−1B, so erhalten wir mit dem Lemma

von Fatou

≤ lim inf
µ→0+

∫∞
0

∣∣〈tα2−kA−k
−kϕ(tA−k)ψ(tA−k)Bµu(t), x ′〉

∣∣dt
Das Einschmuggeln von Bµ erlaubt nun, die Operatoren ϕ(tA−k) und A−k

−k zu
vertauschen:

= lim inf
µ→0+

∫∞
0

∣∣〈ϕ(tA−k)t
α
2

−kA−k
−kψ(tA−k)Bµu(t), x ′〉

∣∣dt
= lim inf

µ→0+

∫∞
0

∣∣〈t1+α2 −kA−k
−kψ(tA−k)Bµu(t), t−

1/2ϕ(tA−k)
′x ′〉
∣∣dt

≤ lim inf
µ→0+

∥∥∥∥t 7→ [
t
1+α
2

−kA−k
−kψ(tA−k)Bµ

]︸ ︷︷ ︸
=:Lµ(t)

u(t)

∥∥∥∥
L2(R+,X)

∥∥ϕ(tA ′)x ′
∥∥
L2(R+,dt/t,X ′)

.

Die letzte Abschätzung ist wegen der Hölder–Ungleichung gerechtfertigt. Die
gleichmäßige Beschränktheit der Operatoren Lµ(t) für t > 0 und µ > 0 zeigt
man nun völlig analog zum Beweis von Satz 2.4.4: Wir wenden Lemma 2.4.3
auf ψ an und erhalten für festes t > 0

A−k
−kψ(tA−k)Bµu(t) = k!

2πi

∫
Γ

f(λ)tkR(λ, tA−k)
k+1Bµu(t)dλ+a(I+tA−k)

−k−1Bµu(t).
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Damit ergibt sich

Lµ(t)u(t)

= k!
2πi

∫
Γ

f(λ)t
1+α
2 R(λ, tA−k)

k+1Bµu(t)dλ+ at
1+α
2 (I+ tA−k)

−k−1Bµu(t)

= k!
2πi

∫
Γ

f(λ)λ−k+
α−1
2
[
A−k(µ+A−k)

−1
] [(

λ
t

)k−
α−1
2 R(λ

t
, A−k)

k+1B

]
u(t)dλ

+a
[
A−k(µ+A−k)

−1
] [(

1
t

)k−
α−1
2 (1

t
+A−k)

−k−1B

]
u(t).

Man sieht, das die Operatormenge {L(t) : t > 0, µ > 0} in B(U,X) beschränkt
ist, falls das Integral ∫

Γ

∣∣f(λ)∣∣ |λ|−k+
α−1
2 d|λ|

endlich ist. Wegen f ∈ O(|z|k−ε) in Null und f ∈ O(|z|−n) für jedes n ∈ N, gilt
dies, falls

k− ε− k+ α−1
2
> −1 ⇐⇒ ε < α+1

2
.

Nach der Voraussetzung an α ist dies für ein geeignetes ε ∈ (0, 1) stets der
Fall.

Die quadratische L2–Abschätzung für ϕ auf X ′ zeigt nun, daß das Integral
(2.4.8) schwach existiert, also eine stetige lineare Abbildung Φ : L2(R+, U) →
X ′′ definiert. Ist u eine Treppenfunktion, deren Träger kompakt ist und die Null
meidet, so existiert das Integral (2.4.8) sogar als Bochner-Integral. Wegen der
Analytizität der Halbgruppe liegt sein Wert in X. Da derartige Treppenfunk-
tionen in L2(R+, U) dicht liegen, ist das Bild von Φ in X enthalten. Nach dem
Graphensatz ist damit Φ auch als Abbildung von L2(R+, U) nach X stetig.

Auch in diesem Fall ist die quadratische L2–Abschätzung an A ′ notwendig.

2.5 L2–Zulässigkeit und Interpolation

Hat CA−1/2 eine stetige Fortsetzung K von X nach Y und genügt A quadrati-
schen L2–Abschätzungen, so ist CT(t) = K(tA)

1/2T(t)t−
1/2 , sodaß∫∞

0

‖CT(t)x‖2 dt ≤
∫∞
0

‖K‖2 ‖ϕ(tA)x‖2 dt
t
≤M‖K‖2‖x‖2,
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2.5 L2–Zulässigkeit und Interpolation

wobei ϕ(z) := z
1/2e−z gesetzt ist. Es folgt also die L2–Zulässigkeit von C, wenn

immer A einer quadratischen L2–Abschätzung genügt. Es stellt sich die Frage,
ob die L2–Zulässigkeit von C nicht einfach dadurch beschrieben wird, daß
CA−1/2 eine stetige Fortsetzung habe. Zunächst einmal eine Annäherung „bis
auf ein Epsilon“:

LEMMA 2.5.1 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator, der dich-
tes Bild habe und einer quadratischen L2–Abschätzung genüge. Gelten für
einen Beobachtungsoperator C die Abschätzungen ‖Cx‖ ≤ const. ‖Ax‖ und
‖λ1/2C(λ+A)−1‖ ≤ M für λ > 0, so hat der Operator Kε := CA−1/2−ε für jedes
ε ∈ (0, 1/2) eine stetige Fortsetzung von X nach Y.

Die relative A–Beschränktheit von C ist natürlich eine stärkere Forderung als
C ∈ B(X1, Y). Setzt man nur C ∈ B(X1, Y) voraus, so ist der Fall C = IdX und
0 /∈ ρ(A) möglich, sodaß man das gewünschte Ergebnis nicht erwarten kann.

Beweis. Da A dichtes Bild hat, ist A injektiv. Der Operator CA−1 besitzt also
eine stetige Fortsetzung L von X nach Y. Es sei ε ∈ (0, 1/2) gewählt. Für s :=
1/2+ε und x ∈ D(A) gilt die Darstellung

CA−sx = C(0+A)−sx = 1
1+s

∫∞
0

CR(λ,−A)s+1xdλ.

Um den Operator C in das Integral hineinziehen zu dürfen, schreiben wir
x = (I+A)−1x0, x0 ∈ X und holen so C ins Integral; wir zeigen nun, daß aus
Lemma 1.3.4 die Konvergenz des Integrals auf der rechten Seite als Bochner-
integral in X folgt und damit die Darstellung auf dem gesamten Definitions-
bereich von CA−s richtig ist: für λ→ 0 betrachten wir dazu die Abschätzung

‖CR(λ,−A)s+1‖ = ‖CA−1 AR(λ,−A) R(λ,−A)s‖ ≤M‖CA−1‖ · |λ|−s,

sodaß wegen s < 1 die Konvergenz in Null gesichert ist. Für λ → ∞ gilt
dahingegen nach Voraussetzung

‖CR(λ,−A)1+s‖ = ‖λ1/2CR(λ,−A) λ−1/2R(λ,−A)s‖ ≤ const. λ−1−ε.

Damit konvergiert das Integral also auf ganz X als Bochnerintegral und defi-
niert einen beschränkten Operator, der CA−s fortsetzt.
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Es stellt sich nun die Frage, ob sich die obige Aussage auch auf ε = 0 verschär-
fen läßt. Es zeigt sich, daß dieser fehlende Grenzfall keine Ungeschicklichkeit
in der Beweisführung darstellt; in der Tat hat G. WEISS bereits in [71, Remark
3.3] mit einem abstrakten Argument darauf hingewiesen, daß dies nicht allge-
mein gelten könne, da gewisse reelle und komplexe Interpolationsräume nicht
zusammenpassen; das folgende Beispiel benutzt genau diese Idee:

BEISPIEL 2.5.2 Es sei X = L2(R) und A = A ′ = ε − ∆, ε > 0. Wir wollen das
Beispiel so anlegen, daß K = CA−1 stetig ist. Zunächst betrachten wir die in
der Resolventenabschätzung auftretende Menge

{λ
1/2CR(λ,A) : λ > 0} = {λ

1/2CA−1AR(λ,A) : λ > 0}

= {λ
1/2KAR(λ,A) : λ > 0}.

Sie ist offenbar genau dann beschränkt, wenn die (adjungierte) Menge

{λ
1/2A ′R(λ,A ′)K ′ : λ > 0}

dies ist, oder, mit anderen Worten, falls

R(K ′) ⊆
{
x ∈ X :

{
λ
1/2A ′R(λ,A ′)x : λ > 0

}
beschränkt

}
(∗)
= (X,D(A ′))1/2,∞ (∗∗)

= B12,∞.
Die Gleichheit (∗) entstammt [67, 1.14.2] und (∗∗) entstammt [2, 5.9].

Andererseits ist D(CA−1/2) ⊆ D(A
1/2)∩R(A

1/2), woraus CA−1/2 ⊆ KA1/2 folgt. Ist
CA−1/2 also beschränkt, so auch KA1/2 . Die Beschränktheit von (A ′)

1/2K ′ können
wir wie folgt beschreiben:

R(K ′) ⊆ D((A ′)
1/2) = D(A

1/2)
(1)
= [X,D(A)]1/2

(2)
= B12,2

(3)
= H12.

(1)–(3) gelten nach [67, 1.15.3, 2.3.1 und 2.4.2]. Wir suchen nun einen Operator
K, dessen Bild zwar in B12,∞, nicht aber in seinem Teilraum B12,2 enthalten ist.
Dann nämlich ist K stetig, CA−1/2 aber nicht.

Zur Konstruktion von K befassen wir uns mit den Normen der beteiligten
Besovräume: es sei ψ eine beliebig oft differenzierbare nicht-negative Funktion
mit Träger im Intervall [1/2, 2] dergestalt, daß gilt

∑
k∈Zψ(2ks) = 1 für alle
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s ∈ R\{0}. Wir setzen ϕk(t) := ψ(2−k|t|) für k ∈ N und ϕ0(t) := 1−
∑
k∈Nϕk(t).

Dann lassen sich nach [19] die Normen in B12,∞ bzw. B12,2 wie folgt schreiben:

‖f‖B12,∞ = sup
k∈N0

2k‖f ∗ ϕ̌k‖L2, (2.5.1)

‖f‖B12,2 =

(∑
k∈N0

22k‖f ∗ ϕ̌k‖2L2

)1/2

.

Wir definieren einen Operator T : l∞ → B12,∞ über

T : (αn) 7→
∞∑
n=1

αnβnϕ̌3n. (2.5.2)

Mit ϕ̌k sei hier die inverse Fouriertransformation von ϕk bezeichnet. Wir be-
absichtigen, die βn so zu wählen, daß T ein Isomorphismus wird. Dazu be-
stimmen wir

∥∥T(αn) ∗ ϕ̌k
∥∥
L2

= c


|αmβm| ‖ϕ23m‖L2 falls k = 3m

|αmβm| ‖ϕ3mϕ3m+1‖L2 falls k = 3m+ 1

|αmβm| ‖ϕ3mϕ3m−1‖L2 falls k = 3m− 1

Schließlich ist ∥∥ϕ2k∥∥2L2 =

∫
R

∣∣ϕk(t)|4dt = 2k
∫2
1/2

∣∣ψ(t)|4dt = 2km20

und

‖ϕkϕk+1‖2L2 = 2k
∫1
1/2

∣∣ψ(t)ψ(2t)|2dt = 2km21.

Die Zahlen m0,m1 hängen, wie man sieht, nur von der gewählten Funktion ψ
ab. Setzen wir βm := 2−9/2m, so ist insgesamt

min(m0, 2
−3/2m1) ‖(αn)‖∞ ≤ ‖T(αn)‖12,∞ ≤ max(m0, 2m1) ‖(αn)‖∞ ,

sodaß T , wie gewünscht, l∞ isomorph nach B12,∞ einbettet. Die Normdefinition
(2.5.1) zeigt, daß durch (2.5.2) auch ein Isomorphismus T̃ von l2 nach B12,2
definiert wird. Wir sind also noch nicht ganz am Ziel. Wir bemühen dazu
einen weiteren Operator S, den wir wie folgt definieren: Es sei {x ′n : n ∈ N}

eine abzählbare dichte Teilmenge der Einheitskugel von l2. Wir setzen

S :

{
l2 → l∞
x 7→ (x ′n(x))n∈N .
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Offenbar gilt ‖S‖ ≤ 1. Da jedoch für alle k ∈ N die Gleichung ‖x‖l2 =

supn≥k |x ′n(x)| gilt, ist S(x) keine Nullfolge und erst recht kein Element aus
l2. Nun können wir beide Ideen zusammenführen: wir betrachten

L2(R) oo ∼ // l2
S //

/
>

>
S

��>
>

l∞ � � T // B12,∞

l2
� � T̃ // B12,2 =

⋃
H12.

Die Hintereinanderausführung der Operatoren in der ersten Zeile heiße K.
Konstruktionsgemäß leistet er das Gewünschte.

BEMERKUNG 2.5.3 In Satz 2.4.4 wird für die Wahl α = 0 die Zulässigkeit
von Beobachtungsoperatoren charakterisiert. Im Gegensatz zum Beweis von
Satz 2.1.6 ist hier der Fall k = 1 möglich. Damit ergeben sich unter der Voraus-
setzung an A, quadratische L2–Abschätzungen zu besitzen, die folgenden zur
Zulässigkeit von C ∈ B(X1, Y) äquivalenten Bedingungen: eine der Mengen

Wk :=
{
λ
1/2C(λ+A)−1

[
λ(λ+A)−1

]k
: λ > 0

}
, , k ∈ {0, 1}

ist beschränkt in B(X, Y). Da die Operatoren λ(λ+A)−1 wegen der Sektorialität
von A gleichmäßig beschränkt sind, ist die Beschränktheit von W1 offenbar
notwendig. Die Tatsache, daß sie auch hinreichend ist, verschärft die Aussage
von Satz 2.1.6 noch einmal. Wir können die auftretenden Operatoren jedoch
auch anders auffassen:

λ
1/2C(λ+A)−1 = CA−1/2 (λ−1A)

1/2(1+λ−1A)−1 = CA−1/2ϕ1(λ
−1A)

λ
3/2C(λ+A)−2 = CA−1/2 (λ−1A)

1/2(1+λ−1A)−2 = CA−1/2ϕ2(λ
−1A).

Dabei ist ϕ1(z) = z
1/2(1+z)−1 und ϕ2(z) = z

1/2(1+z)−2.

In der Tat steht hinter dieser Beobachtung ein allgemeineres Prinzip, das ent-
fernt an Satz 2.1.5 erinnert: ist A ein dicht definierter sektorieller Operator mit
dichtem Bild auf einem Hilbertraum H, so kann man auf R(A) ∩ D(A) die
Quadratfunktionennorm ‖f(tA) · ‖L2(R+,

dt
t ,X) einführen, und bezüglich dieser

zu einem Raum HA vervollständigen, wobei f ∈ H∞
0 (Sθ)\{0} für θ ∈ (ω,π)

gewählt sei. Dann besitzt A genau dann einen beschränkten H∞–Kalkül, wenn
H = HA gilt (siehe [46, Bemerkung nach Thm. 5]). Hier ist, wie wir im Beweis
von Satz 2.1.6 gesehen haben, die Resolventenabschätzung an C äquivalent zur
Existenz einer gleichmäßig beschränkten Fortsetzung von CA−1/2f(tA) von X
nach Y für derartige Funktionen f. Diese Aussage läßt sich mit reellen Inter-
polationsräumen in Verbindung bringen. Dazu benötigen wir den folgenden
Begriff aus der Arbeit [24] von M. HAASE:
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2.5 L2–Zulässigkeit und Interpolation

DEFINITION 2.5.4 Es sei A ein injektiver, sektorieller Operator und Zahlen
θ ∈ R und p ∈ [1,∞] gegeben. Ist ψ ∈ H∞

0 (Sω)\{0} für ein ω > 0, so sei

Xθ,ψ,p := {x ∈ X : t−θψ(tA)x ∈ Lp(R+,
dt
t
, X)}

der zu θ,ψ und p gehörige McIntosh-Yagi Raum.

Mit der natürlichem Norm

‖x‖θ,ψ,p :=
∥∥t−θψ(tA)x

∥∥
Lp(R+,

dt
t
,X)

wird Xθ,ψ,p zu einem normierten Raum. Nach Satz 2.3.1 sind die Normen
‖ · ‖θ,ψ,p und ‖ · ‖θ,ϕ,p für zwei von Null verschiedene Funktionen ϕ,ψ ∈ H∞

0

äquivalent. Wir schreiben deshalb kurz Xθ,p anstelle von Xθ,ψ,p. Zu reellen
Interpolationsräumen stehen die McIntosh-Yagi Räume dabei in folgender Be-
ziehung (siehe [24, Theorem 3.39]):

SATZ 2.5.5 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator mit dichtem
Bild auf dem Banachraum X. Bezeichnen wir mit DA den Definitionsbereich
D(A) von A mit der homogenen Norm ‖A · ‖ und versehen wir analog den
Bildraum RA mit der Norm ‖A−1 · ‖, so gilt für alle θ ∈ (0, 1) und p ∈ [1,∞]

die Beziehung
(RA,DA)θ,p = X2θ−1,p.

Nun können wir die Verbindung zu Interpolationsräumen aufzeigen. Als Mo-
tivation dient die folgende, formale Betrachtung:

Es sei X als reflexiv vorausgesetzt. Dies dient dazu, problemlos dualisieren zu
können. Zum Schluß hin werden wir diese Voraussetzung wieder fallen lassen
können und einen allgemeingültigen Satz erhalten. Um die Beschränktheit von
{λ
1/2C(λ+A)−1 : λ > 0} zu beschreiben, setzen wir K := CA−1/2 . Die Operatoren

λ
1/2C(λ+A)−1 = Kϕ(tA) mit ϕ(z) = z

1/2(1+z)−1 sind genau dann gleichmäßig
beschränkt, wenn dies für ihre adjungierten Operatoren (Kϕ(tA)) ′ gilt. Wir
schreiben dies mit Hilfe der oben eingeführten McIntosh-Yagi Räume formal
wie folgend um:

R(K ′) ⊆ (X ′)0,∞ =
(
RA ′,DA ′

)
1/2,∞ ⊆

(
(X ′)̇−1,A ′, (X ′)̇1,A ′

)
1/2,∞.

Nun schreiben wir formal weiter K ′ = (A−1/2) ′C ′, und erhalten

R(C ′) ⊆
(
(X ′)̇−3/2,A ′, (X ′)̇1/2,A ′

)
1/2,∞.
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Durch Reiteration ([67, 1.10.2]) erhalten wir hieraus

R(C ′) ⊆
(
(X ′)̇−1,A ′, X ′

)
1/2,∞.

Schließlich kommen wir mittels (formalem!) Zurückdualisieren auf die Bedin-
gung C : (X, Ẋ1)1/2,1 → Y. Diese letzte Bedingung ist eine Modifikation des
Ergebnisses [24, Prop. 3.45]. Wir zeigen nun, daß sie in der Tat die Resolven-
tenbedingung an C zu charakterisieren vermag; ein von der obigen Motivation
unabhängiger Beweis sichert dabei die allgemeine Gültigkeit der Aussage:

SATZ 2.5.6 Es sei A ein sektorieller Operator auf dem Banachraum X, Y ein
weiterer Banachraum, C ∈ B(X1, Y) und α ∈ (0, 1). Dann sind äquivalent:

(a) Die Menge {λαC(λ+A)−1 : λ > 0} ist in B(X, Y) beschränkt.

(b) Es gilt C ∈ B
(
(X, Ẋ1)1−α,1, Y

)
.

Um zwischen X und Ẋ1 interpolieren zu können, stellen wir zunächst fest, daß
beide in den Raum X := (X, ‖A(I+A)−2 · ‖)∼ stetig einbetten. Wir können also
Schnitt und Summe von X und Ẋ1 in X betrachten. Zunächst sieht man, daß
X∩ Ẋ1 = X1 gilt. Als nächstes betrachten wir den Summenraum X+ Ẋ1. Er ist
mit der natürlichen Norm

‖x‖X+Ẋ1
:= inf{‖y‖X + ‖z‖Ẋ1 : x = y+ z}

versehen. Wir erinnern, daß Ẋ1 = (D(A), ‖A · ‖X)∼ ist, es existiert also ein ka-
nonischer isometrischer Isomorphismus Ã : Ẋ1 → X. Wir können also ‖z‖Ẋ1 =

‖Ãz‖X schreiben. Wir wollen die Darstellung

X+ Ẋ1 = Y mit Y := (X, ‖A(1+A)−1 · ‖)∼

zeigen. Zunächst gilt wegen der Beschränktheit von A(1+A)−1 und (1+A)−1

sowohl X ↪→ Y als auch Ẋ1 ↪→ Y. Hieraus folgt X+ Ẋ1 ↪→ Y. Zur umgekehrten
Inklusion sei x ∈ X gewählt. Mit der Zerlegung x = w+ z für w = A(1+A)−1x

und z = (1+A)−1x mit w ∈ X und z ∈ Ẋ1 gilt offenbar ‖w‖X = ‖A(1+A)−1x‖X
und ‖z‖Ẋ1 = ‖A(1+A)−1x‖X. Damit ist dann auch ‖x‖X+Ẋ1

≤ ‖x‖Y und die
gewünschte Darstellung bewiesen.

Als nächstes wollen wir (X, Ẋ1) als quasilinearisierbares Paar im Sinne von
[67, 1.8.4] nachweisen. Dazu setzen wir V0(t)x := tA(1+tA)−1 und V1(t) =

(1+tA)−1. Wegen der Sektorialität von A existiert ein c > 0 dergestalt, daß für
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alle t > 0 die Abschätzungen ‖t(t+A)−1‖ ≤ c und ‖A(t+A)−1‖ ≤ c gelten.
Dann folgt

∀x ∈ X : ‖V0(t)x‖X = ‖tA(1+tA)−1x‖X ≤ c‖x‖X
∀x ∈ X : ‖V1(t)x‖Ẋ1 = ‖At−1(t−1+A)−1‖X ≤ ct−1‖x‖X
∀x ∈ Ẋ1 : ‖V0(t)x‖X = t‖t−1(t−1+A)−1x‖Ẋ1 ≤ ct‖x‖Ẋ1
∀x ∈ Ẋ1 : ‖V1(t)x‖Ẋ1 = ‖t−1(t−1+A)−1x‖Ẋ1 ≤ c‖x‖Ẋ1.

Damit ist (X, Ẋ1) quasilinearisierbar. Wegen t1−θ‖V1(t)x‖X = t−θ‖V0(t)x‖X ist
auf (X, Ẋ1)θ,p eine äquivalente Norm durch

‖x‖θ,p ∼
∥∥t 7→ t−θ‖V0(t)x‖X

∥∥
Lp(R+,

dt
t

)
= ‖t1−θA(1+tA)−1x‖

Lp(R+,
dt
t
,X)

gegeben. Wir werden dies für p = 1 verwenden.

Beweis von Satz 2.5.6. Es gelte (b), und M sei die Norm von C in (b). Dann ist
für λ > 0

‖λαC(λ+A)−1x‖ ≤ M‖λα(λ+A)−1x‖(X,Ẋ1)1−α,1

= M

∫∞
0

tα−1
∥∥tA(1+tA)−1λα(λ+A)−1x

∥∥
X
dt
t

= M

∫∞
0

∥∥tαAα(1+tA)−1 λα−1A1−α(1+λ−1A)−1x
∥∥
X
dt
t

= M

∫∞
0

∥∥ϕ1
λ

(A)ψ1
t

(A)x
∥∥
X
dt
t

mit ϕ(z) = z1−α(1+z)−1 und ψ(z) = zα(1+z)−1. Dieses Integral ist wegen der
Abschätzung (2.3.2) (für ϕ = 1) in λ > 0 gleichmäßig beschränkt.

Es gelte (a). Wir setzen r(z) := z(1+z)−2 und c :=
∫∞
0
r(λ) dλ

λ
. Dann ist c > 0

und die Funktion f(z) := c−1
∫∞
0
r(λ−1z) dλ

λ
offenbar die Einsfunktion, also gilt

f(A) = Id. Wir zeigen nun, daß für x = A(I+A)−2x0 gilt:

f(A)x = c−1

(
z 7→

∫∞
0

r(λ−1z)dλ
λ

)
(A)x = c−1

∫∞
0

r(λ−1A)xdλ
λ
.

Zunächst existiert das zweite Integral, da der Integrand wegen r(λ−1A)x =

λ−1A2(I+λ−1A)−2(I+A)−2x0 für große λ wie |λ|−1 und im Nullpunkt wegen
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r(λ−1A)x = (I+λ−1A)−2A2(I+A)−2x0 wie |λ|2 abfällt. Damit bleiben die Inte-
grale

∫n
1/n
r(λ−1A)xdλ

λ
für n ∈ N gleichmäßig beschränkt. Integriert man auf

kompakten Trägern, so ist die Gültigkeit des Einsetzens

(z 7→
∫
K

r(λ−1z) dλ
λ

)(A) =

∫
K

r(λ−1A) dλ
λ

in [17, Satz 4.1.5] gezeigt worden. Nun können wir mittels des Konvergenz-
satzes 1.3.3 dies auch auf unseren Fall erweitern. Für x ∈ R(A(I+A)−2) folgt

‖Cx‖Y ≤ c−1

∫∞
0

∥∥Cr(λ−1A)x
∥∥
Y
dλ
λ

= c−1

∫∞
0

∥∥λαC(λ+A)−1λ−αA(1+λ−1A)−1x
∥∥
Y
dλ
λ

≤ c−1M

∫∞
0

∥∥λ−αA(1+λ−1A)−1x
∥∥
X
dλ
λ

∼ c−1M‖x‖1−α,1.

Damit ist die zweite Implikation gezeigt, wenn die Dichtheit des Bildbereichs
R(A(I+A)−2) in (X, Ẋ1)1−α,1 nachgewiesen wird.

Zunächst ist R(A(I+A)−2) = R(A)∩D(A). Während die Inklusion „⊆“ klar ist,
sieht man die umgekehrte Inklusion ein, wenn man ein z = Ax = (I+A)−1y

betrachtet. Es ist z ∈ D(A), also x ∈ D(A2), also x = (I+A)−2x̃. Hieraus
folgt „⊇“. Da R(A(I+A)−2) in X ∩ Ẋ1 = X1 dicht liegt, gilt dies auch für
(X, Ẋ1)1−α,1.
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3 Quadratische Abschätzungen auf
Banachräumen

3.1 Etwas Banachraumtheorie

Im folgenden verwende ich den Begriff einer Zufallsvariablen, obgleich dieses
Wort nicht wesentlich kürzer ist, als seine Definition: meßbare Funktion auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum. Aber oft kommt es auf diesen zugrundeliegen-
den Wahrscheinlichkeitsraum nicht an, und die Notation wird etwas kürzer. Es
sei (χk)k≤n eine unabhängige Folge symmetrischer, reellwertiger Zufallsvaria-
blen. Unter einer Summe von Zufallselementen wollen wir eine Summe der Form∑
k≤n χkxk verstehen, wobei die Elemente xk aus einem Banachraum X ge-

wählt sind. Als Bernoullische Zufallsvariablen möchte ich {1,−1}–gleichverteilte
Zufallsvariablen bezeichnen. Wenn die χk nun Bernoullische Zufallsvariablen
sind, sprechen wir auch von einer Bernoullischen Summe; sind die χk normal-
verteilt, so sprechen wir von einer Gaußschen Summe. Doch zunächst einmal
der skalare Fall.

SATZ 3.1.1 (CHINČIN–UNGLEICHUNG)
Es sei p ∈ [1,∞) und (rk) sei eine unabhängige Folge von Bernoullischen Zu-
fallsvariablen. Dann existieren Zahlen Ap, Bp > 0 so, daß für beliebige kom-
plexe Zahlen a1, . . . , an die folgende Ungleichung erfüllt ist:

Ap

( n∑
k=1

|ak|
2

)1/2
≤
(

E
∣∣∣∣ n∑
k=1

anrn

∣∣∣∣p)1/p ≤ Bp( n∑
k=1

|ak|
2

)1/2
.

Ein Beweis des Satzes findet sich etwa in [10, Satz 1.10], genauso wie die
interessante Bemerkung, daß im Falle von Gaußschen Zufallsvariablen sogar
die Wahl Ap = Bp möglich ist, die Chinčin–Ungleichung also eine Chinčin–
Gleichung ist ([10, Abschnitt „Gaussian Variables“ im Kapitel 12]). Wenn wir
diese Abschätzungen nicht für Skalaren sondern für Elemente allgemeiner
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

Banachräume betrachten, gilt nicht mehr eine beliebige Äquivalenz; vielmehr
kommen wir zu dem folgenden Begriff:

DEFINITION 3.1.2 Wir sagen, ein Banachraum X habe Typ p, falls eine Zahl
Mp existiert, bezüglich der die Abschätzung

(
E
∥∥∥∥ n∑
k=1

rkxk

∥∥∥∥2)1/2 ≤Mp

( n∑
k=1

‖x‖p
)1/p

für beliebige Folgen x1, . . . , xn in X und eine Folge von unabhängigen Bernoul-
lischen Zufallsvariablen (rk) gilt. Umgekehrt sagen wir, X habe Kotyp q, falls
wir unter gleicher Voraussetzung die Abschätzung( n∑

k=1

‖x‖q
)1/q

≤ Kq
(
E
∥∥∥∥ n∑
k=1

rkxk

∥∥∥∥2)1/2
für eine Zahl Kp haben. Der Fall q = ∞ sei hierbei zugelassen, dann ist die
linke Seite durch maxk≤n ‖xk‖ zu ersetzen. Das Infimum aller Zahlen Mp bzw.
Kq, bezüglich derer obige Abschätzungen richtig sind, heißt die Typkonstante
von X zu p bzw. die Kotypkonstante von X zu q.

BEMERKUNG 3.1.3 Aus [10, Remarks 11.5] entnehmen wir zusammenfassend
die folgenden Ergebnisse: Der Typ eines Banachraums liegt stets im Intervall
[1, 2], der Kotyp stets in [2,∞]. Jeder Banachraum hat Typ 1 und Kotyp un-
endlich. Diese beiden Grenzfälle nennen wir trivial. Hat ein Banachraum Typ
p, so hat er auch Typ p̃ für 1 ≤ p̃ ≤ p. Umgekehrt hat ein Banachraum mit
Kotyp q auch Kotyp q̃ für q ≤ q̃ ≤ ∞. Schließlich haben Banachräume mit
nichttrivialem Typ auch nichttrivialen Kotyp (siehe etwa [56, Theorem 4.6.20]).

Anstelle die l2(X)–Normen mit den Lp–Normen zu vergleichen, wie dies beim
Typ- und Kotypbegriff geschieht, können wir auch Lp–Normen untereinander
vergleichen. Es gilt hierfür die bekannte

SATZ 3.1.4 (KAHANE–UNGLEICHUNG)
Es seien p, q ∈ (0,∞) gewählt. Dann existiert ein Kp,q > 0 so, daß für belie-
bige Elemente x1, . . . , xn ∈ X und unabhängige Bernoullische Zufallsvariablen
r1, . . . , rn gilt: (

E
∥∥∥∥ n∑
k=1

rkxk

∥∥∥∥q)1/q ≤ Kp,q(E
∥∥∥∥ n∑
k=1

rkxk

∥∥∥∥p)1/p. (3.1.1)
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Ein Beweis findet sich beispielsweise in [10, Satz 11.1]. Die Aussage bleibt übri-
gens richtig, wenn wir die rj durch unabhängige Gaußsche Zufallsvariablen gj
ersetzen. Dies wurde in [16] und [41] gezeigt. Die Konstante Kp,q kann dabei
wie im Falle Bernoullischer Zufallsvariablen gewählt werden.

Der folgende Satz wird in englischsprachiger Literatur auch als Contraction
principle bezeichnet. Er findet sich ebenfalls in [10] (Satz 12.2).

SATZ 3.1.5 Es sei 1 ≤ p < ∞. Wenn wir zu einer Summe von Zufallselemen-
ten

∑
k≤n χkxk auf einem Banachraum X komplexe Zahlen ak mit |ak| ≤ 1

betrachten, so gilt stets(
E
∥∥∥∥∑
k≤n

ak χkxk

∥∥∥∥p)1/p ≤ 2(E
∥∥∥∥∑
k≤n

χkxk

∥∥∥∥p)1/p (3.1.2)

Wenn wir nun nicht eine, sondern zwei unabhängige Folgen von unabhängigen
symmetrischen, reellwertigen Zufallsvariablen, (χi), (χ

′
j) betrachten, so sind ih-

re Produkte χi(·)χ ′j(·) zwar noch symmetrisch, aber im allgemeinen nicht mehr
unabhängig. Als Beispiel hierfür betrachten wir zuerst unabhängige Bernoul-
lische Zufallsvariablen r1, r2, r ′1, r

′
2. Dann ist das Ereignis{

r1r
′
1 = 1, r1r

′
2 = 1, r2r

′
1 = 1, r2r

′
2 = −1

}
unmöglich, aber es gilt P(rir ′j=±1) = 1/2. Sind die Zufallsvariablen (χi) und (χ ′j)

nicht degeneriert, so läßt sich obiger Gedanke auf die Ereignisse χiχ ′j größer
Null bzw. kleiner Null erweitern.

Wenn auf einem Banachraum X dennoch eine Abschätzung der Form (3.1.2) für
Produkte unabhängiger Zufallsvariablen existiert, so verdient diese Eigenschaft
einen Namen:

DEFINITION 3.1.6 (PISIER [57]) Wir sagen, daß ein Banachraum X die (α)–
Eigenschaft hat, wenn eine Zahl C derart existiert, daß für zwei unabhängige
Folgen (rn), (r ′n) von unabhängigen Bernoullischen Zufallsvariablen und eine
Folge (xij) in X und Zahlen |aij| 6 1 stets gilt:(

E E ′
∥∥∥∥ n∑
i,j=1

rir
′
jaijxij

∥∥∥∥2)1/2 6 C

(
E E ′

∥∥∥∥ n∑
i,j=1

rir
′
jxij

∥∥∥∥2)1/2. (3.1.3)
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BEMERKUNG 3.1.7 Ist (χk) eine unabhängige Folge reellwertiger, symmetri-
scher Zufallsvariablen, so haben nach [10, Lemma 11.2] die Summen∥∥∥∥∑

k≤n

χkxk

∥∥∥∥ und
∥∥∥∥∑
k≤n

rk|χk|xk

∥∥∥∥
die gleiche Verteilung. Folglich impliziert die (α)–Eigenschaft die Abschät-
zung (3.1.3) etwa für Gaußsche Zufallsvariablen anstelle der Bernoullischen.
Die Gauß–(α) Eigenschaft impliziert ebenfalls endliche Kotyp (siehe [49, Prop.
2.2]), sodaß wegen der Äquivalenz von Gaußschen und Bernoullischen ran-
domisierten Summen (siehe Satz 3.5.3 weiter unten) die Gauß–(α) Eigenschaft
und die (Bernoulli–)(α)–Eigenschaft äquivalent sind.

BEMERKUNG 3.1.8 Wenn ein Banachraum X die (α)–Eigenschaft hat, so hat er
auch endlichen Kotyp: in [57, Remark 2.2] finden wir, daß Banachräume X mit
der (α)–Eigenschaft die Räume ln∞ := (Cn, ‖ · ‖∞) nicht gleichmäßig enthalten
können. Hieraus wiederum folgt nach [10, Theorem 14.1], daß X endlichen
Kotyp haben muß.

3.2 Quadratische Abschätzungen auf X = Lp

Bei ihren Untersuchungen über den beschränkten H∞–Kalkül eines sektoriel-
len Operators A haben COWLING, DOUST, MCINTOSH und YAGI [7] erkannt,
daß eine zu Satz 2.1.9 analoge Beschreibung auf Lp–Räumen quadratische Ab-
schätzungen der Form∥∥∥∥(∫∞

0

∣∣(ψ(tA)f)(·)
∣∣2 dt

t

)1/2∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ const. ‖f‖Lp(Ω) (3.2.1)

benötigt. Hierbei sei Ω ein σ–endlicher Maßraum. In der Tat stimmt dieser
Begriff im Falle eines Hilbertraumes, also im Falle p = 2 mit dem der qua-
dratischen L2–Abschätzung überein, wie man mit dem Satz von Fubini leicht
sieht.
Es sei also A ein dicht definierter, sektorieller Operator mit dichtem Bild. Wäh-
rend im Hilbertraum Satz 2.1.9 gilt, klaffen die Eigenschaften eines H∞–Kalküls
auf der einen Seite und quadratischer L2–Abschätzungen für A und A ′ auf
der anderen im Banachraumfalle auseinander. Zwar sind quadratische L2–
Abschätzungen auf einer gewissen Klasse von Funktionen noch hinreichend,
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3.2 Quadratische Abschätzungen auf X = Lp

es kann aber durchaus sein, daß trotz eines beschränkten H∞–Kalküls die in
der Abschätzung vorkommenden Integrale divergieren! Präzise formuliert:

BEISPIEL 3.2.1 Es sei A sektoriell vom Typ ωl < π/2 und genüge einer qua-
dratischen L2–Abschätzung für zαe−z, α > 0. Für eine natürliche Zahl m mit
α < m und x ∈ D(Am−α) folgt:∫∞

0

∥∥tαAmT(t)x∥∥2
X
dt
t
≤ const.

∥∥Am−αx
∥∥2
X
< ∞.

Es ist also stets D(Am−α) ⊆
(
X,D(Am)

)
1−α/m,2

, dem reellen Interpolationsraum
zwischen X und dem Definitionsbereich D(Am) von Am. Betrachten wir den
Fall A = −∆ auf Lp(Rn), so gilt

F2m−2α
p,2

(1)
= H

2(m−α)
p,2

(2)
= D(Am−α) ⊆

(
X,D(Am)

)
1−α/m,2

(3)
= B2m−2α

p,2 . (3.2.2)

Die Gleichungen (1) und (2) findet man in [67, 2.3.1/6 und 2.3.3/1], Gleichung
(3) beispielsweise in [2, (5.9)]. Nun kann die Inklusion (3.2.2) aber nur für p ≤ 2
erfüllt sein. Mit anderen Worten: quadratische L2–Abschätzungen für A und
A ′ können nur im Hilbertraumfall p = 2 gelten.

Ein ähnliches Beispiel finden wir in [7]: hier ist ebenfalls A = −∆ der negative
Laplaceoperator in Lp(Rn) und p > 2. Wählt manψ(z) := z(1+z)−2 und u ∈ Lp,
so folgt ∫∞

0

∥∥ψ(tA)u(·)
∥∥2
p
dt
t

= ∞.
Betrachten wir dagegen quadratische Abschätzungen von der Bauart (3.2.1),
so ergibt sich ein anderes Bild: Für eine Funktion der Klasse H∞

0 sei die Inte-
graltransformation M durch

(Mf)(λ) := F(f ◦ exp)(λ) =

∫∞
0

t−iλf(t) dt
t

gegeben. Sie kann als Variante der Mellintransformation betrachtet werden
(nämlich bezüglich des Maßes dt/t). Nun sei für 0 < ν < π die Funktionen-
klasse Ψν(Sµ) durch

Ψν(Sµ) :=
{
ψ ∈ H∞

0 (Sµ) : e−ν|·||Mf|−1 ∈ L∞(R)
}

gegeben. Es gilt dann der Satz [7, Theorem 6.8]
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

SATZ 3.2.2 Es sei 0 ≤ ω < ν < µ < π und A ein dicht definierter, sektorieller
Operator von Typ ω auf Lp(Ω), der dichtes Bild habe. Dann gelten

(a) Hat A einen beschränkten H∞(Sν)–Kalkül, so gilt für alle ψ ∈ H∞
0 (Sµ)

die Abschätzung (3.2.1).

(b) Gilt die Abschätzung (3.2.1) sowohl für A als auch A ′ bezüglich einer
Funktion ψ ∈ H∞

0 (Sν)\{0} für die ψ2 ∈ Ψν(Sν) gilt, so hat A einen be-
schränkten H∞

0 (Sµ)–Kalkül.

BEISPIEL 3.2.3 In ihrer Arbeit zeigen die Autoren einige Funktionen auf, die
in dieser Klasse liegen. So zum Beispiel die Funktionen g(z) := z(1+z)−2 und
f(z) := ze−z (jeweils mit ν = π/2). Dies gilt übrigens für alle Funktionen
fα(z) := zαe−z mit α > 0:

Es sei α > 0 und fα(z) := zαe−z. Dann ist Mf(t) = Γ(α − ir). Wir wollen ein
ν ∈ (0, π) so finden, daß für alle r ∈ R gilt: |Γ(α−ir)|−1e−ν|r| ≤M. Da der Kon-
vergenzexponent der Nullstellen von 1/Γ(z) offenbar eins ist (die Nullstellen
sind ja gerade die negativen ganzen Zahlen), ist es klar, daß es irgendein ν > 0
geben muß, welches das Gewünschte leistet. Nun ist die Gammafunktion gut
untersucht, und beispielsweise in KNESERS Buch [39] findet sich eine Wachs-
tumsabschätzung, die die Wahl ν = π/2 erlaubt, falls α ∈ [1/2, 1] gilt (siehe [39,
3.09, Formel 41]). Nach der Ergänzungsformel Γ(1− z)Γ(z) = π(sin(πz))−1, läßt
sich damit auch der Fall α ∈ (0, 1/2] behandeln.

Es sei angemerkt daß im Falle eines R–sektoriellen Operators A (siehe unten)
die Bedingung ψ2 ∈ Ψν(Sν) hinfällig ist: in [43, Theorem 1.1] zeigt LE MERDY

daß quadratische Abschätzungen vom Typ (3.2.1) nicht von der zugrundelie-
genden Funktion ψ ∈ H∞

0 \{0} abhängen.

Sind Ω1,Ω2 zwei positive Maßräume und 1 < p, q < ∞, so gilt die folgende
Inklusion:

Ist q ≤ p, so ist Lp(Ω1, L
q(Ω2)) ⊇ Lq(Ω2, Lp(Ω1)).

Als Faustregel gilt: Hat die innere Norm den höheren Exponenten, so ist sie
größer als diejenige, bei der außen der höhere Exponent steht. Dies folgt direkt
aus der kontinuierlichen Minkowski–Ungleichung, also der Abschätzung (für
r ≥ 1) (∫

T

(∫
S

∣∣f(s, t)∣∣dµ(s)

)r
dν(t)

)1/r
≤

∫
T

(∫
S

∣∣f(s, t)∣∣r dµ(s)

)1/r
dν(t)
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3.3 Verallgemeinerung für beliebige Banachräume

für µ ⊗ ν integrierbare Funktionen auf S × T durch die Wahl r = p/q bzw.
r = q/p (siehe etwa [12, VI.11.14]).

3.3 Verallgemeinerung für beliebige Banachräume

Wir wollen zur Norm ‖ · ‖Lp(Ω,L2(I)) nun eine äquivalente Norm finden, die ei-
ne Verallgemeinerung auf allgemeine Banachräume erlaubt. Grundlage hierzu
sind die Arbeiten [37] und [38] von KALTON und WEIS. Um den Normbegriff
von der Lp–Struktur unabhängig zu machen, werden zwei grundlegende Ideen
verwendet:

BEMERKUNG 3.3.1 Sind g1, . . . , gn unabhängige standardisierte normalver-
teilte (kurz: N(0, 1)–verteilte) Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω,Σ, µ), so gilt für komplexe Zahlen α1, . . . , αn stets:

E
∣∣∣∣ n∑
k=1

gkαk

∣∣∣∣2 =

n∑
k=1

|αk|
2.

BEMERKUNG 3.3.2 Es seien X und Y zwei unabhängige Zufallselemente auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,Σ, µ), X sei symmetrisch. Dann gilt für alle
p ≥ 1 die Ungleichung ‖Y‖Lp(Ω) ≤ ‖X + Y‖Lp(Ω). Zum Beweis schreiben wir
Y als Y = 1/2(Y+X) + 1/2(Y−X), und erhalten wegen der Symmetrie von X und
der Unabhängigkeit von X und Y

‖Y‖Lp(Ω) ≤ 1/2
(
‖Y+X‖Lp(Ω) + ‖Y−X‖Lp(Ω)

)
= 1/2

(
‖Y+X‖Lp(Ω) + ‖Y+X‖Lp(Ω)

)
= ‖X+ Y‖Lp(Ω).

Wir betrachten nun allgemeine σ–endlichen MaßräumeΩ und I. Es seien f eine
Funktion aus Lp(Ω), (en) ein Orthonormalsystem von L2(I) und die Bilinear-
form 〈g, h〉 =

∫
I
g(t)h(t)dt auf L2(I) gegeben. Dann ist für f ∈ Lp(Ω,L2(I))

für fast alle ω ∈ Ω ∫
I

|f(ω, t)|2dt =
∑
n∈N

|〈f(ω), ēn〉|2.
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

Mit Bemerkung 3.3.1 folgt also:

‖f‖Lp(L2) =

(∫
Ω

(∫
I

∣∣f(t)(ω)
∣∣2dt)p/2dω)1/p

=

(∫
Ω

(
lim
N→∞ E

∣∣∣∣ N∑
n=1

gn〈f(·)(ω), ēn〉︸ ︷︷ ︸
=:uf(ēn)(ω)

∣∣∣∣2)p/2dω)1/p

Die Chinčin–Gleichung (siehe hierzu die Bemerkung nach Satz 3.1.1) zeigt nun

= Cp

(∫
Ω

lim
N→∞ E

∣∣∣∣ N∑
n=1

gnuf(ēn)(ω)

∣∣∣∣pdω)1/p.
Mit dem Satz über monotone Konvergenz, den wir wegen Bemerkung 3.3.2
anwenden können, erhalten wir

= Cp lim
N→∞

(
E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnuf(ēn)

∥∥∥∥p
Lp(Ω)

)1/p
Schließlich gibt uns die Ungleichung von Kahane (3.1.1)

∼ lim
N→∞

(
E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnuf(ēn)

∥∥∥∥2
Lp(Ω)

)1/2
.

Der Trick an der obigen Rechnung besteht in der Tatsache, daß in der letzten
Äquivalenz die spezielle Struktur von Lp(Ω) nicht mehr benutzt, und so wie
folgt verallgemeinert werden kann ([37, Definition 4.1]):

DEFINITION 3.3.3 Es sei H ein Hilbertraum und X ein Banachraum. Die Ab-
kürzung ONS stehe für Orthonormalsystem. Dann bezeichne l+(H,X) den Vek-
torraum der linearen Operatoren u : H→ X, für die gilt:

‖u‖l = sup
{(

E
∥∥∥∥∑gnu(en)

∥∥∥∥2
X

)1/2
: (en) ist ein endliches ONS in H

}
< ∞.

l(H,X) bezeichne den Abschluß der Operatoren mit endlichdimensionalem
Bild in l+(H,X).
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3.4 l–Funktionen

Die Elemente von l+(H,X) sind stetige Operatoren von H nach X, da für be-
liebiges e ∈ H mit ‖e‖ = 1 die Betrachtung des Orthonormalsystems {e} auf H
zeigt:

‖u(e)‖ =
(
E
∥∥g1u(e)

∥∥2)1/2 ≤ ‖u‖l.

Weiterhin ist (l+(H,X), ‖ · ‖l) und damit auch sein abgeschlossener Teilraum
l(H,X) ein Banachraum ([18, Satz 5.3.4]). Weiterhin gilt (siehe [37, Remark
4.2]): ist c0 nicht in X enthalten, so gilt l+(H,X) = l(H,X). Die folgenden
beiden Ergebnisse entstammen [37, Proposition 4.3 und 4.4]:

SATZ 3.3.4 Sind X1 und X2 Banachräume, H1 und H2 Hilberträume so gilt für
T ∈ B(X1, X2), u ∈ l(H1, X1) und S ∈ B(H2, H1): TuS ∈ l(H2, X2) und∥∥TuS∥∥

l
≤
∥∥T∥∥∥∥S∥∥‖u‖l.

SATZ UND DEFINITION 3.3.5 Es sei S ∈ B(H1, H2) und X ein Banachraum. Sind
ι1 : H1 → H ′

1 und ι2 : H2 → H ′
2 die kanonischen Isomorphismen, so kann man

einen stetigen Operator S⊗ : l(H1, X) → l(H2, X) über S⊗(u) := u ◦ ι−11 ◦ S ′ ◦ ι2
erklären. Es gilt ‖S⊗‖ ≤ ‖S‖.

3.4 l–Funktionen

Wir wollen nun den wichtigen Spezialfall H = L2(I) betrachten, wobei (I, Σ, µ)

ein σ–endlicher Maßraum ist. Dann nämlich lassen sich gewisse Operatoren
aus l(H,X) durch Funktionen f : I→ X darstellen.

SATZ UND DEFINITION 3.4.1 Wir bezeichnen mit P2(I, X) den Vektorraum
aller Äquivalenzklassen stark meßbarer Funktionen f : I → X, die schwach in
L2(I, X) liegen, für die also stets gilt: Ist x ′ eine stetige Linearform auf X, so ist
x ′(f) ∈ L2(I). Er wird mit der Norm

‖f‖P2 := sup
{
‖x ′(f)‖L2 : ‖x ′‖ ≤ 1

}
versehen.

Beweis. Die oben aufgestellte Behauptung, bei ‖ · ‖P2 handle es sich um eine
Norm verdient eine Begründung: während Positivität und die Dreiecksunglei-
chung klar sind, gilt es die Endlichkeit von ‖f‖P2 für alle f ∈ P2(I, X) und die
Definitheit nachzuweisen.
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

Wir betrachten für festes f die Abbildung Φf : X ′ → L2, x ′ 7→ x ′(f). Nach dem
Graphensatz reicht es nachzuweisen, daß Φf abgeschlossen ist. Da Φf überall
definiert ist, genügt es, seine Abschließbarkeit zu zeigen. Dazu sei (x ′n) eine
Folge in X ′ mit x ′n → 0 und x ′n(f) → g ∈ L2. Wir wollen zeigen, daß g = 0 fast
überall gilt. Wir können ohne Einschränkung I als endlich annehmen, da im
allgemeinen Fall für eine Folge In endlicher meßbarer Mengen mit I =

⋃
In es

hinreicht, g|In = 0 fast überall zu zeigen, um g = 0 fast überall auf I zu erhalten.
Es sei hk eine Folge von Treppenfunktionen, die fast überall punktweise gegen
f konvergiere. Zu m ∈ N wählen wir nach dem Satz von Egorow eine meßbare
Menge Jm mit µ(I − Jm) < 1/m derart, daß ‖hk − f‖L∞(Jm) → 0 für k → ∞ gilt.
Da Jm endlich ist, folgt ‖hk − f‖L2(Jm) → 0. Wir schreiben

‖x ′n(f)‖L2(Jm) ≤ ‖x ′n(hk) − x ′n(f)‖L2(Jm) + ‖x ′n(hk)‖L2(Jm).

Für jedes ε > 0 existiert nun ein k ∈ N, für das der erste Summand kleiner
als ε/2 wird. Für dieses k existiert dann ein N0 derart, daß für alle n ≥ N0 der
zweite Summand ebenfalls kleiner als ε/2 wird. Insgesamt sehen wir hieraus:
‖x ′n(f)‖L2(Jm) → 0 für n → ∞. Dies zeigt zunächst g|Jm = 0 fast überall für
jedes m, also folgt g = 0 durch Grenzübergang m→ ∞ fast überall. Dies war
für die Endlichkeit von ‖ · ‖P2 zu zeigen.

Wir zeigen nun: Ist X ein separable Raum, so existiert eine abzählbare Menge
{x ′k : k ∈ N} mit der Eigenschaft: istx ′k(x) = 0 für alle k ∈ N, so folgt x = 0.
Beweis: Es gelte x ′k(x) = 0 für ein x ∈ X und alle k ∈ N. Zu einer abzählbaren
dichten Teilmenge E := {x1, x2, . . .} von X können wir nach dem Satz von Hahn-
Banach eine Folge (x ′k) ⊆ X ′ derart bilden, daß x ′k(xk) = ‖xk‖ und ‖x ′k‖ = 1

gelten. Ist (xkn) eine Teilfolge aus E, die gegen x konvergiert, so konvergieren
auch die Normen von xkn gegen die Norm von x, es folgt

sup{x ′k(xkn) − x ′k(x) : k ∈ N}
n→∞→ 0.

Da für alle k ∈ N x ′k(x) = 0 gilt, gibt es also für jedes ε > 0 einen IndexN derart,
daß für n ≥ N und k ∈ N gilt: |x ′k(xkn)| < ε. Da aber x ′kn(xkn) = ‖xkn‖ → ‖x‖,
folgt hieraus ‖x‖ = 0. Also ist die Menge {x ′1, x

′
2, . . .} normierend für X.

Ist nun f ∈ P2 mit ‖f‖P2 = 0 gegeben, so ist also x ′(f) = 0 für alle x ′ ∈ X ′. Da
f wesentlich separabelwertig ist, können wir ohne Einschränkung zu einem
festen Vertreter übergehen und X als separabel annehmen. Dann existiert wir
eine Menge {x ′k : k ∈ N} in X ′ mit der oben genannten Eigenschaft. Wegen
x ′k(f) = 0 für alle k ∈ N ist jede der Mengen Mk := {t ∈ I : [x ′k(f)](t) 6= 0}, k ∈ N
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3.4 l–Funktionen

eine Nullmenge; folglich gilt dies auch für ihre Vereinigung. Dies bedeutet aber
f = 0 fast überall.

Mit dem Raum P2(I, X) lassen sich erzeugende Funktionen von gewissen Ope-
ratoren aus l(L2, X) wie folgt gewinnen (siehe [37, Remark 4.7][18, Satz 5.5.4]):

SATZ 3.4.2 Ist f ∈ P2(I, X), so wird durch

〈uf(h), x ′〉X,X ′ :=

∫
I

〈f(t), x ′〉X,X ′h(t)dt

für x ′ ∈ X ′ und h ∈ L2(I) ein stetiger Operator uf : L2(I) → X definiert.

Der obige Satz besagt insbesondere, daß die Abbildung f 7→ uf isometrisch
von P2(I, X) nach B(L2(I), X) abbildet: zunächst ist nämlich für h ∈ L2(I)

sup
‖x ′‖X ′≤1

|〈uf(h), x ′〉| = sup
‖x ′‖X ′≤1

|

∫
I

〈f(t), x ′〉h(t)|dt ≤ ‖h‖L2‖f‖P2,

andererseits zeigt die Wahl h(t) := 〈f, x ′〉 für ein x ′ 6= 0, daß ‖uf(h)‖ ≥ ‖h‖2L2
und damit durch Supremumsbildung über alle x ′ mit Norm höchstens eins
auch ‖uf‖ ≥ ‖f‖P2 . Da wir P2(I, X) also als Teilraum von B(L2(I), X) auffassen
können, ist P2(I, X) genau dann vollständig, wenn er, als Teilraum aufgefaßt,
abgeschlossen ist. Zur Vollständigkeit von P2(I, X) zwei Beispiele:

BEISPIEL 3.4.3 Es sei I = [0, 1] und (en) das Haar–System L2([0, 1]). Wir wählen
X = c0 und setzen xn := (δkn)k ∈ X. Die Abbildung u : L2(I) → X, die
durch u(en) = xn gegeben ist, ist stetig und linear. Gäbe es eine Funktion
f = (fk) von I nach X, für die uf = u gälte, so hätten wir uf(en) = (xn),
also

∫1
0
fk(t)en(t)dt = δkn, und damit fk=ek für alle k. Aber f : I → l∞,

t 7→ (ek(t))k ist gar keine Abbildung nach X = c0, denn für fast alle t ∈ I

sind unendliche viele Koordinaten von f(t) betragsmäßig größer als eins. Nun
können wir u aber leicht durch Operatoren ufn approximieren, etwa indem
wir fn(t) := (e1(t), . . . , en(t), 0, . . .) setzen, was zu ufn(ek) := xk für k ≤ n und
ufn(ek) = 0 für k > n führt.

BEISPIEL 3.4.4 Ist I = N mit Zählmaß, so ist

P2(N, X) = {(xn) ⊆ X : ∀x ′ ∈ X ′ : x ′(xn) ∈ l2},= schwach–l2(X)

sodaß P2(N, X) nach [10, Kap. 2] ein Banachraum ist.
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

Wir sehen also, daß P2(I, X) vollständig sein kann, dies im allgemeinen jedoch
nicht ist. Nun verknüpfen wir den obigen Satz mit den l–Räumen (siehe [37,
Definition 4.5]):

DEFINITION 3.4.5 Mit der Norm ‖f‖l := ‖uf‖l können wir den Vektorraum
l+(I, X) bzw. l(I, X) all derjenigen f ∈ P2(I, X) bilden, für die uf ∈ l+(L2(I), X)

bzw. für die uf ∈ l(L2(I), X) gilt. Wir nennen solche Funktionen f auch l–
Funktionen und sagen, daß der Operator uf von f repräsentiert wird.

LEMMA 3.4.6 Ist f ∈ L2(I) und x ∈ X, so definiert f⊗ x ein Element aus l(I, X)

und es ist ‖f⊗ x‖ = ‖f‖L2‖x‖.

Beweis. Es sei (en) ein festes Orthonormalsystem in L2(I). Nach Definition der
Norm von uf⊗x ist

(
E
∥∥∥∥ n∑
k=1

gk(f⊗ x)(ek)
∥∥∥∥2
X

)1/2
=

(
E
∥∥∥∥ n∑
k=1

gk(ek|f)x

∥∥∥∥2
X

)1/2
=

(
E
∣∣∣∣ n∑
k=1

gk(ek|f)

∣∣∣∣2)1/2‖x‖X
=

( n∑
k=1

∣∣(ek|f)∣∣2)1/2‖x‖X ≤ ‖f‖L2‖x‖X.

Durch Grenzübergang n→ ∞ erhalten wir schließlich ‖f⊗x‖l = ‖f‖L2‖x‖X.

BEMERKUNG 3.4.7 Die von Funktionen des Typs f ⊗ x repräsentierten Ope-
ratoren aus l(L2(I), X) liegen nach [18, Satz 5.5.7] dicht in l(L2(I), X). Damit
liegt offenbar die Menge der Operatoren uf für f ∈ l(I, X) ebenfalls dicht in
l(L2(I), X). Ist I = Rn, so bleibt dies für Funktionen f aus der Schwartzklasse
S (Rn) richtig. Es stellt sich die Frage, ob jeder Operator in l(L2(I), X) von
einer l–Funktion repräsentiert wird. Das folgende Beispiel für I = [0, 1] zeigt,
daß die Voraussetzung an X, Kotyp 2 zu haben, notwendig ist:

BEISPIEL 3.4.8 Es sei I = Ω = [0, 1] und g(x, y) := |x − y|−α auf I×Ω . Dann
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3.4 l–Funktionen

ist für α < 1/2

∥∥y 7→ g(x, y)
∥∥
L2(I)

=

(∫1
0

|y− x|−2α dy

)1/2
η=y−x

=

(∫1−x
−x

|η|−2α dη)

)1/2
≤

(∫1
−1

|η|−2α dη)

)1/2
=: cα < ∞.

Betrachten wir dagegen die Lp–Norm von x 7→ g(x, y), so ist diese Unendlich
falls pα > 1 gilt, oder anders gesagt, falls α > 1/p gilt. Ist p > 2 und α ∈
(1/p,

1/2), so ist g ∈ Lp(I, L2(I)) = l(L2(I), Lp(I)) und g 6∈ L2(I, Lp(I)). In der
Tat charakterisiert die Repräsentationseigenschaft für I = [0, 1] Banachräume X
vom Kotyp 2 [44, Remark 7.4.6]

Wir betrachten im Gegensatz zu Ω = [0, 1] den Fall Ω = N. Funktionen von
N nach X sind genau die Folgen in X. Wir können aufgrund der Separabilität
von l2 := l2(N) ein festes Orthonormalsystem verwenden, etwa das Standard-
system der en = (δnk)k. Eine Folge (xn) liegt nun genau dann in l(N, X), wenn
gilt

sup
N∈N

E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnxn

∥∥∥∥2 < ∞.
Betrachten wir dahingegen Operatoren u ∈ l(l2, X), so werden diese natürlich
durch ihre Bilder auf der Standardbasis eindeutig festgelegt. Schreiben wir
u(en) := xn, so ist definitionsgemäß ‖u‖l(l2,X) = ‖(xn)‖l(N,X); es wird also jeder
l–Operator u ∈ l(l2, X) durch die l–Funktion (u(en))n ∈ l(N, X) repräsentiert.

Um nun konkret Funktionen als Elemente von l(I, X) zu erkennen, ist das
folgende Ergebnis ist von KALTON und WEIS [37, Example 4.6] von Nutzen:

LEMMA 3.4.9 Es sei f : [0, b] → X absolutstetig. Dann ist f ∈ l([0, b], X) und es
gilt

‖f‖l([0,b],X) ≤
∫b
0

s
1/2‖f ′(s)‖X ds+ b

1/2‖f(b)‖X.

Beweis. Es ist f(t) = f(b) −
∫b
t
f ′(s)ds fast überall. Wir wollen dies nun etwas
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

anders schreiben:

f(·) = 1[0,b](·)⊗ f(b) −

∫b
0

1[·,b](s)f
′(s)ds

= 1[0,b](·)⊗ f(b) −

∫b
0

1[0,s](·)⊗ f ′(s)ds.

Damit ist nach Lemma 3.4.6

‖f‖l ≤ ‖1[0,b]‖L2‖f(b)‖+

∫b
0

‖1[0,s]‖L2‖f ′(s)‖ds

= b
1/2‖f(b)‖X +

∫b
0

s
1/2‖f ′(s)‖X ds,

was nachzuweisen war.

Es gelten die folgenden Konvergenzaussagen (siehe [37, Lemma 4.10])

LEMMA 3.4.10

(a) Sind die Operatoren Tn, n ∈ N in B(H,X) gleichmäßig beschränkt und
gilt lim Tnh = Th für alle h ∈ H, so ist ‖T‖l(H,X) ≤ lim inf ‖Tn‖l(H,X).

(b) Es seien (fn), f ∈ P2(I, X) und es gelte fn → f µ–fast überall. Dann ist
‖f‖l(I,X) ≤ lim inf ‖fn‖l(I,X).

Ist f eine Funktion des Typs f = h⊗x und T ∈ B(L2(I1), L
2(I2)), so gilt T⊗uh =

uTh⊗x ([18, Bemerkung 5.5.11]). Damit wird in derselben Arbeit gezeigt (Satz
5.5.13):

SATZ 3.4.11 Es sei X ein Banachraum. Für jeden isometrischen Isomorphismus
T : L2(I1) → L2(I2) ist die Fortsetzung T⊗ : l(L2(I1), X) → l(L2(I2), X) ebenfalls
ein isometrischer Isomorphismus für den gilt: Ist f = h⊗x, so wird T⊗uf durch
die Funktion Tf⊗ x repräsentiert.

BEMERKUNG 3.4.12 Nun zusammenfassend einige Folgerungen:

(a) Sind zwei Intervalle I ⊆ J gegeben, so haben der Fortsetzungsoperator
von L2(I) nach L2(J) sowie der Einschränkungsoperator von Funktionen
aus L2(J) auf das Teilintervall I jeweils Norm eins. Damit sind auch die
Einschränkungen l(J, X) → l(I, X) und Fortsetzungen l(I, X) → l(J, X)

beschränkt mit einer Norm von (höchstens) eins.
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3.4 l–Funktionen

(b) Sind Funktionen f ∈ L2(I) und h ∈ L∞(I) gegeben, so ist Sh : L2(I) →
L2(I), Sh(f) = hf offenbar stetig mit Norm ‖h‖∞. Es ist uf ◦ S ′h = uShf,
sodaß ‖hf‖l ≤ ‖h‖∞ ‖f‖l folgt. Ist umgekehrt h 6= 0 fast überall so gilt
eine entsprechende Abschätzung nach unten: ‖hf‖l ≥ ‖h−1‖−1∞ ‖f‖l.

(c) Ist f ∈ l(R+, X), so existiert die Laplacetransformierte von f

f̂(λ) =

∫∞
0

e−λtf(t)dt

auf der offenen rechten Halbebene C0. In der Tat gilt für e−λ := exp(−λ·)
nach Definition die Beziehung f̂(λ) = uf(e−λ) und daher ‖f̂(λ)‖X ≤
‖e−λ‖L2‖f‖l = (2Re(λ))−1/2‖f‖l.

(d) Es sei f aus l(Rn, X)∩L1(Rn, X). Dann gilt für die fortgesetze Fouriertrans-
formation: F⊗f ∈ l(Rn, X) und ‖F⊗f‖l(Rn,X) = ‖f‖l(Rn,X) ([37, Examples
4.9]).

(e) Es sei k eine meßbare Funktion auf I1×I2, für die k(t2, ·)f(·) für f ∈ L2(I1)
für fast alle t2 ∈ I2 auf I1 integrierbar ist. Definiert

(Kf)(t2) :=

∫
I1

k(t2, t1)f(t1)dµ1(t1), t2 ∈ I2

einen beschränkten Operator K : L2(I1) → L2(I2), so genügt seine Fortset-
zung K⊗ : l(I1, X) → l(I2, X) für alle f ∈ l(I2, X)∩L2(I, X) der Abschätzung
‖K⊗f‖l(I2,X) ≤ ‖K‖ ‖f‖l(I1,X) ([37, Examples 4.9]).

Wenden wir Bemerkung 3.4.12 (e) für ein g ∈ L1(R+) auf k(t2, t1) := g(t2− t1)

an, so erhalten wir

KOROLLAR 3.4.13 Ist f ∈ l(R+, X) und g ∈ L1(R+), so ist

‖g ∗ f‖l(R+,X) ≤ ‖g‖L1 ‖f‖l(R+,X).

Die Betrachtund beschränkter Operatoren auf l(H,X) wird in Satz 3.5.8 den
folgenden Begriff motivieren:
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

3.5 l–Beschränktheit

DEFINITION 3.5.1 Es seien X, Y Banachräume und T ⊆ B(X, Y).

(a) Die Menge T heiße R–beschränkt, wenn eine Zahl C derart existiert, daß
für alle T1, . . . , Tm ∈ T und x1, . . . , xm ∈ X gilt:(

E
∥∥∥∥ m∑
n=1

rnTnxn

∥∥∥∥2
Y

)1/2
6 C

(
E
∥∥∥∥ m∑
n=1

rnxn

∥∥∥∥2
X

)1/2
, (3.5.1)

dabei sei (rn) eine Folge unabhängiger Bernoullischer Zufallsvariablen.

(b) Die Menge T heiße l–beschränkt, falls eine Zahl C existiert, für die obige
Ungleichung gilt, wenn man die Folge (rn) durch eine Folge (gn) unab-
hängiger Gaußscher Zufallsvariablen ersetzt.

Das Infimum der Zahlen C, für die obige Abschätzung gilt, heiße die R–
Schranke (bzw. l–Schranke) der Menge T.

BEMERKUNG 3.5.2 Eine R–beschränkte Menge von Operatoren ist stets l–
beschränkt (siehe auch [50, 2.2]). Dies folgt direkt aus der Tatsache, daß für be-
liebige Vorzeichen εn die randomisierten Summen ‖

∑
gnxn‖ und ‖

∑
εngnxn‖

dieselbe Verteilung haben ([10, Lemma 11.2]): punktweise auf unabhängige
Bernoullische Zufallsvariablen angewandt, ergibt sich mit dem Satz von Fubi-
ni

E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnTnxn

∥∥∥∥2 = E ′ E
∥∥∥∥ N∑
n=1

rngnTnxn

∥∥∥∥2 = E E ′
∥∥∥∥ N∑
n=1

rngnTnxn

∥∥∥∥2
≤ M2E E ′

∥∥∥∥ N∑
n=1

rngnxn

∥∥∥∥2 = M2E ′ E
∥∥∥∥ N∑
n=1

rngnxn

∥∥∥∥2
= M2E

∥∥∥∥ N∑
n=1

gnxn

∥∥∥∥2

Dabei bezeichne M die R–Schranke der {Tn : n ∈ N}. Um die umgekehrte
Richtung zu erhalten benötigen wir die folgenden für uns wichtigen Zusam-
menhänge von Bernoullischen und Gaußschen Summen [10, Proposition 12.11
und Theorem 12.27]:
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3.5 l–Beschränktheit

SATZ 3.5.3 Es sei X ein Banachraum. Dann existiert eine Zahl c > 0 so, daß
für beliebiges n ∈ N und x1, . . . , xn ∈ X gilt:

E
∥∥∥∥ n∑
k=1

rkxk

∥∥∥∥2 ≤ c2E∥∥∥∥ n∑
k=1

gkxk

∥∥∥∥2.
Hat X endlichen Kotyp, so gilt für einm > 0 auch die umgekehrte Abschätzung

E
∥∥∥∥ n∑
k=1

gkxk

∥∥∥∥2 ≤ m2E∥∥∥∥ n∑
k=1

rkxk

∥∥∥∥2,
insbesondere fallen bei endlichem Kotyp die Begriffe von R–Beschränktheit
und l–Beschränktheit zusammen.

BEMERKUNG 3.5.4 Es seien X, Y Banachräume und T ⊆ B(X, Y) sei beschränkt.
Hat X Kotyp 2 und Y Typ 2, so ist T sogar l–beschränkt. Zum Beweis seien
T1, . . . , Tn ∈ T und x1, . . . , xn ∈ X gegeben. Dann ist(

E
∥∥∥∥ n∑
k=1

rkTkxk

∥∥∥∥2
Y

)1/2 Typ 2
≤

( n∑
k=1

∥∥Tkxk∥∥2Y)1/2
≤ M

( n∑
k=1

∥∥xk∥∥2X)1/2 Kotyp 2
≤

(
E
∥∥∥∥ n∑
k=1

rkxk

∥∥∥∥2
X

)1/2
,

sodaß T zunächst R–beschränkt ist. Nun hat X und Y endlichen Kotyp (für X
ist dies vorausgesetzt, bei Y folgt es aus der Voraussetzung des nichttrivialen
Typs). Nach der obigen Bemerkung ist T damit schließlich l–beschränkt.

SATZ 3.5.5 ([4, LEMMA 3.3]) Es seien X und Y Banachräume und eine Menge
T ⊂ B(X, Y) gegeben. Wenn T in B(X, Y) mit Schranke M l–beschränkt bzw.
R–beschränkt ist, so ist auch der Abschluß ihrer absolutkonvexen Hülle bezüg-
lich der starken Operatortopologie l–beschränkt bzw. R–beschränkt mit einer
Schranke von höchstens 2M.

Beweis. Nach dem Lemma von Fatou genügt es, die Aussage für die absolut-
konvexe Hülle von T zu zeigen. Daher genügt es, die Aussage für die reelle
absolutkonvexe Hülle mit Schranke M nachzuweisen. Da T ∪ (−T) und T die-
selbe l–Schranke (R–Schranke) haben, ist es sogar ausreichend, die Aussage
für die reelle konvexe Hülle von T zu zeigen. Dazu benutzen wir die Identität

conv(T)× · · · × conv(T) = conv(T × · · · × T). (3.5.2)
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

Wenn nun T̃1, . . . , T̃n in conv(T) gegeben sind, existieren demnach eine Menge
{(T j1, . . . , T

j
n) : j = 1, . . . ,m} und nicht-negative Zahlen λj, für die

∑
j λj = 1 und

T̃k =
∑
j λjT

j
k für alle k = 1, . . . , n gelten. Dann ist

E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

gkT̃kxk

∥∥∥∥∥
2

Y

= E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

gk

m∑
j=1

λjT
j
k

∥∥∥∥∥
2

Y

≤ E
( m∑
j=1

λj

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

gkT
j
kxk

∥∥∥∥∥
Y

)2

≤ M2E
( m∑
j=1

λj

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

gkxk

∥∥∥∥∥
X

)2
= M2E

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

gkxk

∥∥∥∥∥
2

X

.

Wir zeigen noch die verwendete Gleichung (3.5.2). Sie gilt in beliebigen Vektor-
räumen. Wir zeigen conv(A)×conv(B) ⊆ conv(A×B), da die andere Inklusion
klar ist. Es sei ein Element (x, y) ∈ conv(A) × conv(B) gewählt, das sich aus
ai ∈ A,bj ∈ B als Konvexkombination darstellen lasse. Wegen

(x, y) =
( n∑
i=1

λiai,

m∑
j=1

µjbj
)

=
( n∑
i=1

m∑
j=1

λiµjai,

n∑
i=1

m∑
j=1

λiµjbj
)

=

n∑
i=1

m∑
j=1

λiµj(ai, bj)

ist (x, y) dann auch ein Element von conv(A× B), was zu zeigen war.

Es gelten die folgenden Lemmata (die aus [37, Lemma 5.8, 5.9] entnommen
sind). Sie sind Folgerungen aus dem obigen Satz.

LEMMA 3.5.6 Es sei (I, ν) ein σ–endlicher Maßraum und N(·) eine stark meß-
bare Abbildung von I nach B(X, Y). Wir nehmen an, {N(ω) : ω ∈ I} sei l–
beschränkt mit Schranke C. Für Funktionen h ∈ L1(I) und x ∈ X setze

Nh(x) :=

∫
I

h(t)N(t)xdt

Dann ist die Menge {Nh : ‖h‖L1(I) ≤ 1} l–beschränkt in B(X, Y) mit einer Schran-
ke von höchstens 2C.

LEMMA 3.5.7 Es sei (I, ν) ein σ–endlicher Maßraum und N(·) sei stark inte-
grierbar. Wenn eine Zahl C existiert, für die für x ∈ X gilt:∫

I

‖N(t)x‖dt ≤ C‖x‖,
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3.6 Eine Darstellung des Dualraums

dann ist (mit den Bezeichnungen des obigen Lemmas 3.5.6) die Menge {Nh |

h ∈ L∞(I), ‖h‖ ≤ 1} l–beschränkt mit einer Schranke von höchstens 2C.

Die Beziehung zwischen l–Räumen und l–Beschränktheit zeigt der folgende
Satz [37, Proposition 4.11]:

SATZ 3.5.8 Es sei I ein lokalkompakter metrischer Raum ohne isolierte Punkte
und ν ein positives Borelmaß auf I, für nichtleere offene Mengen U gelte also
µ(U) > 0. Ist die Abbildung t 7→ N(t) ∈ B(X, Y) stark stetig, so ist die Menge
T = {N(t) : t ∈ I} genau dann mit Schranke C l–beschränkt, wenn für alle
f ∈ l(I, X) gilt:

‖N(·)f(·)‖l(I,Y) ≤ C‖f‖l(I,X).

3.6 Eine Darstellung des Dualraums

Dualitätsargumente sind bei Beweisführungen oft enorm hilfreich. Wir haben
dies in Kapitel 2 bereits gesehen und wollen auch bei l–Räumen nicht auf dieses
wichtige Hilfsmittel verzichten. In der Arbeit [37, Abschnitt 5] findet sich eine
Darstellung des Dualraums mit Hilfe der Spurdualität. Dazu benötigen wir
den folgenden Begriff:

DEFINITION 3.6.1 Es sei H ein Hilbertraum. Ein Operator T ∈ B(H) heißt
nuklear, falls er eine Darstellung der Form

T =

∞∑
n=1

(·, hn)yn mit
∞∑
n=1

‖hn‖ · ‖yn‖ < ∞
mit (yn), (hn) ⊆ H hat. Die Spur von T ist gegeben als

tr(T) :=

∞∑
n=1

(yn, hn).

BEMERKUNG 3.6.2 Die Spur hängt nicht von der Wahl der darstellenden Fol-
gen (yn), (hn) ab, ist also wohldefiniert. Die geforderte absolute Konvergenz
der Reihe stellt sicher, daß ein nuklearer Operator stets stetig ist. Weitere Ei-
genschaften von nuklearen Operatoren finden sich etwa in [73, Kapitel VI.5].
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

DEFINITION 3.6.3 Es sei H ein Hilbertraum und X ein Banachraum. Es be-
zeichne l ′+(H,X ′) den Vektorraum aller Operatoren v ∈ B(H,X ′), für die gilt
‖v‖l ′ < ∞, dabei bezeichne

‖v‖l ′ := sup
{

|tr(v ′u)| : u ∈ l(H,X), dimu(H) < ∞ und ‖u‖l ≤ 1
}
.

Der Vektorraum l(H,X ′) ⊆ l ′+(H,X ′) sei durch den Abschluß der endlichdi-
mensionalen Operatoren in l ′+(H,X ′) gegeben. Mit v ′ wird hier der Operator
v ′ : X ′′ → H bezeichnet, der durch die Dualität

〈v ′x ′′, h〉H,H = 〈x ′′, vh〉X ′′,X ′

gegeben ist. Um v ′u bilden zu können, betten wir X auf kanonische Weise in
X ′′ ein.

BEMERKUNG 3.6.4 Bei den Räumen l ′+(H,X) und l ′(H,X ′) handelt es sich um
Banachräume [18, Satz 5.4.6], es bestehen die Inklusionen l+(H,X ′) ⊆ l ′+(H,X ′)

und l(H,X ′) ⊆ l ′(H,X ′) sowie die Abschätzung ‖v‖l ′ ≤ ‖v‖l für v ∈ l+(H,X ′)

[18, Lemma 5.4.7]. Bezüglich der Spur–Dualität ist l ′+(H,X ′) der Dualraum von
l(H,X) [37, Proposition 5.1].

LEMMA 3.6.5 Ist h ∈ H := L2(I) und x ′ ∈ X ′, so ist h⊗ x ′ ∈ l(I, X) ′ und es ist
‖h⊗ x ′‖ = ‖h‖L2‖x ′‖.

Beweis. Zunächst gilt nach Bemerkung 3.6.4 und Lemma 3.4.6 die Abschätzung
‖h⊗x ′‖l(H,X) ′ ≤ ‖h⊗x ′‖l(H,X ′) ≤ ‖h‖L2‖x ′‖. Wir schreiben v := h⊗x ′ und u :=

f⊗x ∈ l(H,X) für f ∈ L2(I) und x ∈ X. Für g ∈ L2(I) gilt (v ′u)(g) = v ′((f, g)x) =

(f, g)〈x, x ′〉h. Es sei (en)n∈N ein Orthonormalsystem in L2(I). Dann ist

h =

∞∑
n=1

(h, en)en und daher v ′u =

∞∑
n=1

(
·, f〈x, x ′〉(h, en)

)
en.

Hieraus folgt definitionsgemäß

tr(v ′u) =
∑
n∈N

(h, en)(f, en)〈x, x ′〉 = (h, f)〈x, x ′〉.

Es ist klar, daß für geeignete Wahl von f und x nun tr(v ′u) = ‖h‖L2‖x ′‖ gilt,
sodaß wie behauptet ‖h⊗ x ′‖l ′ = ‖h‖L2‖x ′‖ folgt.
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3.6 Eine Darstellung des Dualraums

Das folgende Lemma entstammt [37, Corollary 5.5]. Wir erkennen in der er-
sten Aussage etwas allgemeiner die im obigen Beweis ausgeführte Idee zur
konkreten Berechnung der Spurnorm:

LEMMA 3.6.6 Es sei f ∈ l(I, X) und g ∈ l ′+(I, X ′). Dann gelten

tr(u ′g ◦ uf) =

∫
I

〈f(t), g(t)〉 dt

und ∫
I

|〈f(t), g(t)〉|dt ≤ ‖f‖l(I,X) · ‖g‖l ′(I,X ′) ≤ ‖f‖l(I,X) · ‖g‖l(I,X ′).

BEMERKUNG 3.6.7 Während Mengen M in B(X, Y) genau dann beschränkt
sind, wenn dies für die Menge M ′ der adjungierten Operatoren gilt, ist ein
Analogon für l–Beschränktheit nur auf Banachräumen X, Y nichttrivialen Typs
(bzw. äquivalent auf B– bzw. K–konvexen Banachräumen) richtig: durch Rück-
griff auf die Definition sehen wir, daß die l–Beschränktheit einer Menge M =

{Aλ : λ ∈ Λ} in B(X, Y) nichts anderes heißt, als die gleichmäßige Beschränkt-
heit beliebiger Diagonaloperatoren (Aλ1, . . . , Aλn) von l(ln2 , X) nach l(ln2 , Y) für
n ∈ N. Es sei also die Menge M als l-beschränkt vorausgesetzt, etwa mit Kon-
stante K. Es bezeichne K(X) die K–Konvexitätskonstante von X (siehe etwa [10,
Kap. 13] oder [58, Kap. 2] zum Begriff der K–Konvexität). Dann ist nach [58,
Lemma 3.10]

K(X)−1
∥∥(A ′

λj
y ′j
)∥∥
l(ln2 ,X

′)

≤ sup
{ n∑
j=1

〈
A ′
λj
y ′j, xj

〉
: E

∥∥∥∥ n∑
j=1

gjxj

∥∥∥∥2
X

≤ 1
}

= sup
{ n∑
j=1

〈
y ′j, Aλjxj

〉
: E

∥∥∥∥ n∑
j=1

gjxj

∥∥∥∥2
X

≤ 1
}
.

Mit dem obigen Lemma 3.6.6 schätzen wir weiter ab:

≤
∥∥(y ′j)∥∥l(ln2 ,Y ′) sup

{∥∥(Aλjxj)∥∥l(ln2 ,Y)
:
∥∥(xj)∥∥l(ln2 ,X)

≤ 1
}

≤ K
∥∥(y ′j)∥∥l(ln2 ,Y ′).

Damit ist die eine Richtung nachgewiesen. Ist umgekehrt die Menge M ′ l–
beschränkt, so auch M ′′ (hier verwenden wir, daß Y bzw. Y ′ K–konvex sind).
Die l–Beschränktheit von M folgt nun aus der isometrischen Einbettung von
X in seinen Bidualraum.
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3.7 Ein Fortsetzungssatz

Wir betrachten einen Banachraum Y mit der (α)–Eigenschaft und zwei sepa-
rable Hilberträume H1, H2. Wir werden sehen, daß dann die aus einer Folge
beschränkter Operatoren (Ak)k ⊆ B(H1, H2) gebilteten Erweiterungen A⊗k ∈
B(l(H1, Y), l(H2, Y)) sogar eine l–beschränkte Menge {A⊗k : k ∈ N} bilden. Um
diesen Satz zu beweisen, benötigen wir zwei Hilfslemmata. Das erste ist [10,
Corollary 12.17] entnommen.

LEMMA 3.7.1 Es sei A ∈ B(lm2 , l
n
2 ) durch die Matrix A = (αij) dargestellt.

Es sei (gn) eine Folge unabhängiger Gaußscher Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum Ω. Dann gilt für beliebige Elemente y1, . . . , yn eines
Banachraums Y die Ungleichung(

E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gj

m∑
i=1

αijyi

∥∥∥∥2
Y

)1/2
≤ ‖A‖ ·

(
E
∥∥∥∥ m∑
i=1

giyi

∥∥∥∥2
Y

)1/2
.

LEMMA 3.7.2 Es sei Y ein Banachraum mit der (α)–Eigenschaft. Dann exi-
stiert ein c > 0 so, daß für beliebige Zahlen J, K,N ∈ N, unabhängige Folgen
unabhängiger Gaußscher Zufallsvariablen (gn) und (g ′k) und komplexe Zahlen
(αnjk) die folgende Abschätzung gilt:(

E E ′
∥∥∥∥ K∑
k=1

N∑
n=1

g ′kgn

J∑
j=1

αnjkynj

∥∥∥∥2
Y

)1/2
≤ const. max

n=1,...,N

∥∥(αnjk)jk∥∥lK2→lJ2
(

E E ′
∥∥∥∥ K∑
k=1

N∑
n=1

g ′kgnynk

∥∥∥∥2
Y

)1/2
.

Beweis. Der Beweis nutzt zwei Ideen: Nach Bemerkung 3.1.8 impliziert die
(α)–Eigenschaft endlichen Kotyp, nach Satz 3.5.3 sind Gaußsche und Bernoul-
lische Summen also äquivalent. Es gilt also mit einer Zahl C > 0 (die von der
Kotypkonstanten abhängt) für alle K ∈ N:

1

C

(
E
∥∥ K∑
k=1

rkyk
∥∥2)1/2 ≤(E

∥∥ K∑
k=1

gkyk
∥∥2)1/2 ≤ C(E

∥∥ K∑
k=1

rkyk
∥∥2)1/2.

Zum anderen erlaubt die (α)–Eigenschaft nach [57, Remark 2.1] bei doppelten
zufälligen Summen mit zwei unabhängigen Folgen von Bernoullischen Zufalls-
variablen äquivalent zu einer gemeinsamen unabhängigen Folge Bernoullischer
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3.7 Ein Fortsetzungssatz

Zufallsvariablen überzugehen (siehe auch [21, II, Lemma 4.11]). Es existiert
also ein CY derart, daß gilt:

1

CY
E
∥∥∥∥∑

(k,j)

r(k,j)ykj

∥∥∥∥2 ≤ E E ′
∥∥∥∥K,J∑
k,j

rkr
′
jykj

∥∥∥∥2 ≤ CYE
∥∥∥∥∑

(k,j)

r(k,j)ykj

∥∥∥∥2.
Dieses CY hängt nur von der (α)–Konstanten ab. Nun also zum Beweis: Wir
blasen die Folge von Matrizen Mn := (αnjk)j,k künstlich zu einer Diagonal-
matrix von J×K–Matrizen auf: β(j,m),(n,k) := δnmαnjk, m = 1, . . . ,N. Damit
ist (

E E ′
∥∥∥∥ K∑
k=1

N∑
n=1

g ′kgn

J∑
j=1

αnjkynj

∥∥∥∥2
Y

)1/2
≤ C2

(
E E ′

∥∥∥∥ K∑
k=1

N∑
n=1

r ′krn

J∑
j=1

αnjkynj

∥∥∥∥2
Y

)1/2
≤ C2CY

(
E
∥∥∥∥∑

(k,n)

r(k,n)

∑
(j,m)

β(j,m),(n,k)y(j,m)

∥∥∥∥2
Y

)1/2

≤ C3CY

(
E
∥∥∥∥∑

(k,n)

g(k,n)

∑
(j,m)

β(j,m),(n,k)y(j,m)

∥∥∥∥2
Y

)1/2
.

Jetzt sind wir genau in der Situation, um Lemma 3.7.1 anzuwenden. Wir er-
halten

≤ C3CY
∥∥(β(j,m),(n,k)

)∥∥
lJ×N2 →lN×K2

(
E
∥∥∥∥∑

(j,m)

g(j,m)y(j,m)

∥∥∥∥2
Y

)1/2
.

Die Norm der Matrix (β(j,m),(n,k)) läßt sich wegen ihrer Diagonalblockgestalt
wie folgt vereinfachen:

= C3CY max
n=1,...,N

{∥∥(αnjk)∥∥lK2→lJ2}
(

E
∥∥∥∥∑

(j,m)

g(j,m)y(j,m)

∥∥∥∥2
Y

)1/2

≤ C5C2Y max
n=1,...,N

{∥∥(αnjk)∥∥lK2→lJ2}
(

E E ′
∥∥∥∥ J,N∑
j,n=1

gjg
′
nyjn

∥∥∥∥2
Y

)1/2
.

Dies ist die behauptete Abschätzung.
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

SATZ 3.7.3 (FORTSETZUNGSSATZ) Es seien zwei separable Hilberträume H1
und H2 und ein Banachraum Y mit der (α)–Eigenschaft. Wenn für k ∈ N
gleichmäßig beschränkte lineare Operatoren Ak : H1 → H2 gegeben sind, und
A die Menge A := {Ak : k ∈ N} bezeichnet, so ist die Menge

A⊗ :=
{
A⊗k : l(H1, Y) → l(H2, Y) : k ∈ N

}
l–beschränkt.

Beweis. Die l–Beschränktheit von A⊗ ist äquivalent zur gleichmäßigen Be-
schränktheit (in N ∈ N) der Diagonaloperatoren

(A⊗ν ) : l
(
lN2 (Z), l(H1, Y)

)
→ l

(
lN2 (Z), l(H2, Y)

)
.

Es sei also N ∈ N und ein Operator v : lN2 (Z) → l(H1, Y) fixiert. Es bezeichne
(en) die kanonische Basis in lN2 und (fk) ein abzählbares Orthonormalsystem
in H2. Dann ist

∥∥(A⊗ν )v
∥∥
l(lN2 (Z),l(H2,Y))

=

(
E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gn(A⊗ν )v(en)

∥∥∥∥2
l(H2,Y)

)1/2
=

(
E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnA
⊗
nv(en)

∥∥∥∥2
l(H2,Y)

)1/2
=

(
E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnv(en)A ′
n

∥∥∥∥2
l(H2,Y)

)1/2
=

(
E lim
K→∞ E ′

∥∥∥∥ K∑
k=1

g ′k

( N∑
n=1

gnv(en)A ′
n

)
(fk)

∥∥∥∥2
Y

)1/2

und wegen des Satzes über majorisierte Konvergenz

= lim
K→∞

(
E E ′

∥∥∥∥N,K∑
n,k

g ′kgnv(en)(A ′
nfk)

∥∥∥∥2
Y

)1/2
Für festes K ist span {A ′

n(fk) : n = 1, . . . ,N, k = 1, . . . , K} ein endlichdimensio-
naler Teilraum, seine Dimension sei J. Es bezeichne (hj) eine Orthonormalbasis
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3.7 Ein Fortsetzungssatz

dieses Teilraums; wir können also schreiben A ′
n(fk) =:

∑
j αnjkhj. Dann ist(

E E ′
∥∥∥∥N,K∑
n,k

g ′kgnv(en)(A ′
nfk)

∥∥∥∥2
Y

)1/2
=

(
E E ′

∥∥∥∥N,K∑
n,k

g ′kgn
∑
j

αnjkv(en)(hj)

∥∥∥∥2
Y

)1/2
.

Nach Lemma 3.7.2 haben wir die Abschätzung

≤ C ′ max
n=1,...,N

∥∥(αnjk)jk∥∥lK2→lJ2
(

EE ′
∥∥∥∥ K∑
k=1

N∑
n=1

g ′kgnv(en)(hk)

∥∥∥∥2
Y

)1/2
.

Die Normen
∥∥(αnjk)jk∥∥lK2→lJ2 sind gleichmäßig beschränkt. Um dies einzuse-

hen, betrachten wir∥∥(αnjk)∥∥lK2→lJ2 = sup
‖(λk)‖lK

2
≤1

∥∥∥∥(∑
k

αnjkλk)

∥∥∥∥
lJ2

= sup
(λk)

∥∥∥∥∑
j,k

αnjkλkhj

∥∥∥∥
H1

= sup
(λk)

∥∥∥∥A ′
n(

K∑
k=1

λkfk)

∥∥∥∥
H1

≤
∥∥A ′

n

∥∥
H2→H1

≤M.

Nachdem diese Norm unabhängig von N,K, J beschränkt bleibt, können wir
die obigen Überlegungen wieder zurück gehen und erhalten so das gewünsch-
te Resultat.

BEMERKUNG 3.7.4 Die Voraussetzung an Y, der (α)–Eigenschaft zu genügen
ist im obigen Satz im allgemeinen notwendig. Es sei etwa H1 = H2 = l2(N). Es
seien N,K beliebige natürliche Zahlen und Zahlen βkn, 1 ≤ k ≤ K, 1 ≤ n ≤ N
mit |βkn| ≤ 1 gegeben. Wir definieren die K× K Diagonalmatrix An als

An :=
(
α

(n)
jk

)
j,k

:=
(
δjkβkn

)
j,k
.

Die Diagonalmatrizen An mit den Diagonaleinträgen β1n, . . . , βKn sind als
Endomorphismen von l2 offenbar gleichmäßig mit Norm eins beschränkt. Gilt
der Fortsetzungssatz 3.7.3, so müssen die Fortsetzungen A⊗n eine l–beschränkte
Menge bilden. Die l–Schranke hängt dabei nicht von N,K bzw. der genauen
Wahl der βnk ab. Es gibt also ein M > 0, für das die Abschätzung

E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnA
⊗
nun

∥∥∥∥
l(l2,Y)

≤ME
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnun

∥∥∥∥
l(l2,Y)
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

für beliebige N ∈ N, (βnk) mit |βnk| ≤ 1 und u1, . . . , uN ∈ l(l2, Y) erfüllt ist.
Schreiben wir die l–Normen aus, so ergibt sich für ein Orthonormalsystem (ej)

von l2 die Abschätzung

E E ′
∥∥∥∥ N∑
n=1

K∑
k=1

gng
′
k

K∑
j=1

α
(n)
kj un(ej)

∥∥∥∥
Y

≤ME E ′
∥∥∥∥ N∑
n=1

K∑
k=1

gng
′
kun(ek)

∥∥∥∥
Y

Setzen wir hier die Definition der α(n)
jk ein, so zeigt sich, daß Y die (α)–

Eigenschaft hat (man beachte Bemerkung 3.1.7).

BEMERKUNG 3.7.5 Mit Hilfe des folgenden Lemmas von Kaiser und Weis
[35] kann man für den Fall H1 = C in Satz 3.7.3 die Voraussetzung der (α)–
Eigenschaft an Y zu endlichem Kotyp abschwächen, indem man im Beweis
anstelle von Lemma 3.7.2 nun Lemma 3.7.6 verwendet.

LEMMA 3.7.6 Es sei Y ein Banachraum endlichen Kotyps. Dann existiert eine
Zahl C > 0 so, daß für alle N,K ∈ N, Elemente y1, . . . , yN ∈ Y und komplexe
Zahlen αnk (n = 1, . . . ,N;k = 1, . . . . , K) gilt:(

E E ′
∥∥∥∥ K∑
k=1

N∑
n=1

gng
′
kαnkyn

∥∥∥∥2
Y

)1/2
≤ Cmax

n

∥∥(αnk)k∥∥lK2
(

E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnyn

∥∥∥∥2
Y

)1/2
.

In der Tat gilt hier auch eine umgekehrte Abschätzung auf beliebigen Ba-
nachräumen, wie eine Diskussion mit C. Kaiser ergab:

LEMMA 3.7.7 Es sei Y ein Banachraum. Dann existiert eine Konstante c > 0
so, daß für alle N,K ∈ N, Elemente y1, . . . , yN ∈ Y und von Null verschiedene
Elemente (α1·), . . . , (αN·) des CK gilt:

min
n

∥∥(αnk)k∥∥lK2
(

E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnyn

∥∥∥∥2
Y

)1/2
≤ c
(

E E ′
∥∥∥∥ K∑
k=1

N∑
n=1

gng
′
kαnkyn

∥∥∥∥2
Y

)1/2
.

Beweis. Es sei (g ′k) eine von (gn) unabhängige Folge unabhängiger Gaußscher
Zufallsvariablen. Es bezeichne gn :=

∑K
k=1 αkng

′
k. Zunächst betrachten wir

reelle αnk. Dann sind die Zufallsvariablen gn im allgemeinen nicht mehr un-
abhängig, aber weiterhin normalverteilt mit Varianz σ2n := ‖(αnk)k‖2lK2 . Für das
erste Moment von gn gilt nach [10, Abschnitt Gaussian variables, Kap. 12]

E ′
∣∣∣∣ K∑
k=1

αkng
′
k

∣∣∣∣ = σnm1,

76



3.7 Ein Fortsetzungssatz

wobei m1 das erste Moment der Standardnormalverteilung sei. Für komplexe
αnk müssen wir die αnk in Real– und Imaginärteil zerlegen. Wir setzen σn,R :=

‖(Re(αnk))k‖2lK2 und σn,I := ‖(Im(αnk))k‖2lK2 . Dann ist σ2n,R + σ2n,I = σ2n. Wir
erhalten für das erste Moment von gn hieraus die Abschätzung

E
∣∣gn∣∣ ≥ m1max(σn,R, σn,I) ≥

√
1/2m1σn.

Die zweite Abschätzung ist hier die Normäquivalenz der euklidischen Norm
zur Supremumsnorm. Folglich ist nach dem Kontraktionsprinzip (Ungleichung
(3.1.2))(

E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnyn

∥∥∥∥2)1/2
Y

≤
√
2max

n

[
m1σn

]−1(E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnE ′
∣∣∣∣ K∑
k=1

αkng
′
k

∣∣∣∣yn∥∥∥∥2)1/2.
Mit der kontinuierlichen Minkowski–Ungleichung erhalten wir

≤
√
2max

n

[
m1σn

]−1E ′
(

E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gn

∣∣∣∣ K∑
k=1

αkng
′
k

∣∣∣∣yn∥∥∥∥2)1/2.
Wir schätzen den äußeren Erwartungswert mit der Hölder–Ungleichung ab:

≤
√
2max

n

[
m1σn

]−1(E ′E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gn

∣∣∣∣ K∑
k=1

αkng
′
k

∣∣∣∣yn∥∥∥∥2)1/2.
Die Betragsbildung im Innern können wir (für festes Argument des äußeren
Integrals) nun zunächst als Multiplikation mit geeigneten µn ∈ S1 auffassen,
und daher wiederum mit dem Kontraktionsprinzip abschätzen:

=
√
8max

n

[
m1σn

]−1(E ′E
∥∥∥∥ N∑
n=1

K∑
k=1

gng
′
kαknyn

∥∥∥∥2)1/2.
Mit maxn σ−1

n = [minn σn]−1 folgt hieraus die Behauptung.

3.7.1 Folgerungen

Wir haben bereits gesehen, daß für L2–Funktionen h und Elemente y eines
Banachraums stets ‖h ⊗ y‖ = ‖h‖2 ‖y‖Y gilt. Die Lemmata 3.7.6 und 3.7.7
erlauben nun, diese Idee in Form einer Äquivalenz für randomisierte Summen
wie folgt fortzusetzen:
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

LEMMA 3.7.8 Es sei Y ein Banachraum und (gn) eine Folge unabhängiger
Gaußscher Zufallsvariablen. Dann existiert ein c > 0 dergestalt, daß für alle
N ∈ N und Elemente y1, . . . , yN ∈ Y sowie h1, . . . , hN ∈ L2(R+)\{0} gilt:

(a) Es gilt stets

E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnyn

∥∥∥∥2
Y

≤ c
(
min
n
‖hn‖2

)
E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnhn⊗yn
∥∥∥∥2
l(R+,Y)

.

(b) Hat Y endlichen Kotyp, so gilt

E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnhn⊗yn
∥∥∥∥2
l(R+,Y)

≤ c
(
max
n
‖hn‖2

)
E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gnyn

∥∥∥∥2
Y

.

Beweis. Es seien N ∈ N, y1, . . . , yN ∈ Y und h1, . . . , hN ∈ L2(R+)\{0} fixiert. Zu-
nächst finden wir ein Orthonormalsystem (ek)k von L2(R+) für das nur endlich
viele der Skalarprodukte αkn := (hn|ek), n = 1, . . . ,N von Null verschieden
sind. Es existiert also ein K ∈ N so, daß hn =

∑K
k=1 αknek gilt. Wir schreiben

E
∥∥∥∥ N∑
n=1

gn hn ⊗ yn
∥∥∥∥2
l(R+,Y)

= E E ′
∥∥∥∥ N∑
n=1

K∑
k=1

gng
′
k

∫∞
0

hn(t)ek(t)dt yn

∥∥∥∥2
Y

= E ′E
∥∥∥∥ N∑
n=1

K∑
k=1

gng
′
kαknyn

∥∥∥∥2
Y

.

Beachten wir
∥∥(αkn)k

∥∥
l2

= ‖hn‖L2 , so folgen unmittelbar die Behauptungen
(a) aus Lemma 3.7.7 und (b) aus Lemma 3.7.6.

Wir kommen nun zu einer allgemeineren Folgerung aus dem Fortsetzungssatz,
die einen Satz von Le Merdy [43, Proposition 3.3] verallgemeinert. Sie ist mit
einem anderen Beweis in [49] enthalten.

KOROLLAR 3.7.9 Es seien X und Y Banachräume und Y habe endlichen Kotyp.
Ist ϕ : I → B(X, Y) stark meßbare Abbildung und gilt ϕ(·)x ∈ l(I, Y) mit einer
Abschätzung der Form ‖ϕ(·)x‖l(I,Y) ≤M‖x‖X für alle x ∈ X, so ist die Menge{∫

I

a(t)ϕ(t)dt : a ∈ L2(I), ‖a‖2 ≤ 1
}

l–beschränkt in B(X, Y).
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3.7 Ein Fortsetzungssatz

Beweis. Es sei (ak) eine dichte abzählbare Folge in der Einheitskugel U von
L2(I). Wenn wir Satz 3.7.3 und Bemerkung 3.7.5 auf H1 = L2(I) und H2 = C
anwenden, erhalten wir mit

a⊗ :

{
l(I, Y) → Y

f 7→
∫
I
a(t)f(t)dt

die l–Beschränktheit der Menge {a⊗ : a ∈ U} in B(l(I, Y), Y). Also ist {a⊗ ◦ϕ :

a ∈ U} in B(X, Y) l–beschränkt.

Wenden wir dieses Ergebnis auf eine spezielle Teilklasse in L2(R+), nämlich
Funktionen der Form aλ(t) := λ

1/2 exp(−λt) an, so erhalten wir den folgenden
Satz, der sogar ohne die Voraussetzung endlichen Kotyps an Y gültig ist, wie
WEIS [69] zeigen konnte:

SATZ 3.7.10 Es seien X, Y Banachräume. Ist N : R+ → B(X, Y) stark meßbar,
und gilt N(·)x ∈ l(R+, Y) mit einer Abschätzung der Form ‖N(·)x‖l ≤ M‖x‖
für alle x ∈ X, so ist für jedes ω < π/2 die Menge {λ

1/2N̂(λ) : λ ∈ Sω} in B(X, Y)

l–beschränkt. Dabei bezeichne N̂ die Laplacetransformation von N.

Beweis. Wir schreiben für ein beliebiges, aber festes x ∈ X kurz f(t) := N(t)x.
Es sei ein beliebiges ω ∈ (0, π/2) vorgelegt. Wir wählen hierzu ein σ ∈ (ω, π/2)

und betrachten Zahlen |θ| ≤ σ. Dann ist für λ > 0

λ−1f̂(eiθλ−1) =

∫∞
0

λ−1e−eiθλ−1tf(t)dt,

wir integrieren also f gegen den Integralkern Kθ(λ, t) := λ−1 exp(−eiθλ−1t).
Dieser ist homogen vom Grad −1 und es gilt∫∞

0

t−
1/2
∣∣K(1, t)

∣∣dt =

∫∞
0

t−
1/2e− cos(θ)t dt ≤Mσ für alle |θ| ≤ σ.

Nach Lemma 4.1.3 ist daher durch die Abbildung Kθ : f 7→ λ−1f̂(eiθλ−1), |θ| ≤ σ
eine gleichmäßig beschränkte Familie von Operatoren auf L2(R+) gegeben. Wir
haben also die Abschätzung∫

Sσ

∣∣z−1/2 f̂(z)
∣∣2 dz z=r−1eiθ

=

∫σ
−σ

∫∞
0

∣∣r−1f̂(eiθr−1)∣∣2 drdθ
≤ 2σMσ

∫∞
0

∣∣f(t)|2 dt.
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Diese Abschätzung zeigt, daß durch Φ : f 7→ λ−1/2 f̂(λ) eine stetige Abbildung
von L2(R+) nach L2(Sσ) gegeben ist. Diese setzen wir als Φ⊗ von l(R+, Y) nach
l(Sσ, Y) fort. Hiermit können wir nun die Behauptung zeigen: es bezeichne
K(x, r) die Kugel um xmit Radius r in der komplexen Zahlenebene. Wir wählen
ein beliebiges, aber festes a ∈ [1, 2]. Dann sind für beliebiges |θ| < ω die Kugeln
K(aeiθ2n, δ2n), für n ∈ Z sowohl in Sσ enthalten als auch disjunkt, wenn δ > 0
nur hinreichend klein gewählt wird. Setzen wir λn := aeiθ2n, n ∈ Z, so gilt
für die Funktionen

en := 1√
πδ2n

1K(λn,δ2n)

außerdem ‖en‖L2(Sσ) = 1, es handelt sich also um ein Orthonormalsystem in
L2(Sσ). Nach der Cauchyschen Integralformel gilt für Funktionen g, die auf
einer Umgebung der Kreisscheibe K(a, r) holomorph sind, die Beziehung

g(a) = 1
2π

∫2π
0

g(a+ seiθ)dθ

für alle s ∈ (0, r). Integrieren wir nun über s, so erhalten wir

g(a) = 1
πr2

∫ r
0

s

∫2π
0

g(a+ seiθ)dθds = 1
πr2

∫
B(a,r)

g(z)dz.

Dies wenden wir für a = λn und r = δ2n auf g(z) = z−1/2 f̂(z) an:

λ
1/2
n N̂(λn)x = λnλ

−1/2
n f̂(λn) = λn

πδ222n

∫
B(λn,δ2n)

z−1/2 f̂(z)dz

= aeiθ√
πδ

∫
Sσ

en(z) z−1/2 f̂(z)dz.

Aus der Definition der l–Norm erhalten wir hieraus unmittelbar die Abschät-
zung

E
∥∥∥∥∑
n∈Z

gnλ
1/2
n N̂(λn)x

∥∥∥∥ ≤ a√
πδ

∥∥λ 7→ λ−1/2N̂(λ)x
∥∥
l(Sσ,Y)

= a√
πδ

∥∥Φ⊗N(·)x
∥∥
l(Sσ,Y)

≤ a√
πδ
‖Φ‖

∥∥N(·)x
∥∥
l(R+,Y)

Vor.

≤ aM√
πδ
‖Φ‖ ‖x‖X

Nach [50, Prop. 2.3] impliziert dies bereits die l–Beschränktheit der Mengen
{λ
1/2
n N̂(λn) : n ∈ Z} mit einer l–Schranke von höchstens

√
2a
δ
M‖Φ‖. Die obige
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3.7 Ein Fortsetzungssatz

Konstruktion zeigt, daß diese Konstante für a ∈ [1, 2] gleichmäßig beschränkt
ist. Wir können also [21, Ex. 2.16] anwenden, und erhalten die l–Beschränktheit
der Menge {λ

1/2N̂(λ) : λ ∈ Sω}, was zu zeigen war.

Das obige Korollar 3.7.9 haben wir aus dem Fortsetzungssatz für den Fall
H1=L

2(I) und H2=C erhalten. Vertauschen wir die Räume H1 und H2, setzen
wir also H1=C und H2=L2(I) so können wir die folgende Aussage gewinnen:

KOROLLAR 3.7.11 Es seienU,X Banachräume, undU habe die (α)–Eigenschaft.
Ist ϕ : I→ B(U,X) stark meßbar und gilt

∫
I
ϕ(t)u(t)dt ∈ X für alle u ∈ l(I,U)

mit einer Abschätzung der Form ‖
∫
I
ϕ(t)u(t)dt‖X ≤ K‖u‖l, so ist die Menge{∫

I

a(t)ϕ(t)dt : a ∈ L2(I), ‖a‖2 ≤ 1
}

l–beschränkt in B(U,X).

Beweis. Es sei ak eine abzählbare dichte Teilmenge der Einheitskugel U von
L2(I). Wir betrachten dann für ein n ∈ N und u1, . . . , un ∈ U(

E
∥∥∥∥ n∑
k=1

gk

∫
I

ak(t)ϕ(t)uk dt

∥∥∥∥2
X

)1/2
=

(
E
∥∥∥∥∫
I

ϕ(t)

( n∑
k=1

gk(ak(t)⊗ uk)
)
dt

∥∥∥∥2
X

)1/2
≤ M

(
E
∥∥∥∥ n∑
k=1

gk(ak ⊗ uk)
∥∥∥∥2
l(R+,U)

)1/2
= M

(
E
∥∥∥∥ n∑
k=1

gkuak⊗uk

∥∥∥∥2
l(L2(R+),U)

)1/2
.

Die Opertoren Tk : λ 7→ λak sind beschränkt von C nach L2(I), also ist die
Menge {T⊗k : k ∈ N} gemäß Satz 3.7.3 l–beschränkt von l(C, U) nach l(L2(I), U).
Für h ∈ L2(I) und uk ∈ U ' l(C, U) ist (T⊗k uk)(h) = (ak|h)uk, also T⊗k =

uak⊗uk . Es folgt(
E
∥∥∥∥ n∑
k=1

gk

∫
I

ak(t)ϕ(t)uk dt

∥∥∥∥2
X

)1/2
≤M ′

(
E
∥∥∥∥ n∑
k=1

gkuk

∥∥∥∥2
U

)1/2
.

Mit Satz 3.5.5 folgt dann die Behauptung.
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

3.8 Translationsinvariante Operatoren auf l(R+, X)

Es sei mit C+ die rechte Halbebene, also die Menge C+ = {z ∈ C : Re(z) > 0}
bezeichnet. Mit Sτ sei der „Rechtsshift“, auf L2(R+) bezeichnet, also (Sτf)(t) =

f(t−τ) für t ≥ τ und Null sonst. Der entsprechende „Linksshift“ ist der ad-
jungierte Operator: (S ′τf)(t) = f(t+ τ). Wir haben dann für einen Banachraum
X die erweiterten Shiftoperatoren S⊗τ und (S ′τ)

⊗, die l–Funktionen f ∈ l(R+, X)

in der gleichen Weise nach rechts bzw. links verschieben: Es ist nämlich

(S⊗τ uf)h = (uf ◦ S ′τ)(h) =

∫∞
0

f(t)S ′τ(h)(t)dt =

∫∞
0

Sτ(f)(t)h(t)dt = uSτfh,

und entsprechendes gilt für den Linksshift.

In diesem Abschnitt wollen wir translationsinvariante Operatoren auf dem
Raum l(R+, X) untersuchen, also Operatoren F ∈ B(l(R+, X)) für die S⊗τ F = FS⊗τ
gilt. Analog zu dem von G. WEISS in [70] betrachteten Fall L2(R+, X) stellt sich
heraus, daß translationsinvariante Operatoren auf l(R+, X) notwendigerweise
Faltungsoperatoren sein müssen. Es sei im folgenden es := exp(s·).

LEMMA 3.8.1 Es sei f ∈ L2(R+) und s ∈ C+ so, daß f der folgenden, als
Translationseigenschaft bezeichneten Eigenschaft genügt:

Für alle τ ≥ 0 : S ′τf = e−sτf. (T)

Dann existiert eine komplexe Zahl α, für die fast überall f = αe−s gilt.

Beweis. Es ist f ∈ L1([0, 1]). Da für t ∈ [n,n+1] die Beziehung f(t) = f(t−n)e−sn

fast überall gilt, ist f ∈ L1(R+). Wir setzen F(t) :=
∫∞
t
f(r)dr. Auch F ge-

nügt der Translationseigenschaft (T) und ist stetig. Daher ist die Funktion
W(t) := estF(t) konstant, und mit α := sW(t) ist F(t) = α/se

−st. Durch Ab-
leiten erhalten wir schließlich f(t) = −F ′(t) = αe−st fast überall.

LEMMA 3.8.2 Es sei U ein Banachraum und s ∈ C+. Erfüllt eine stetige Line-
arform f ∈ l(R+, U) ′ für alle g ∈ l(R+, U) die Translationseigenschaft〈

Sτg, f
〉

=
〈
g, S ′τf

〉
=
〈
g, e−sτf

〉
,

so gilt f = e−s ⊗ v ′ für ein eindeutig bestimmtes v ′ ∈ U ′.

82



3.8 Translationsinvariante Operatoren auf l(R+, X)

Beweis. Wir definieren zunächst den bilinearen Operator ϕ : U× l(R+, U) ′ →
L2(R+) ′ durch〈

h,ϕ(u, y)
〉
L2(R+),L2(R+) ′

:=
〈
h⊗ u, y

〉
l(R+,U),l(R+,U) ′

.

Offenbar ist ϕ beschränkt. Ist h ∈ L2(R+) gegeben, so ist〈
h,ϕ(u, S ′τy)

〉
=

〈
h⊗ u, S ′τy

〉
=
〈
(Sτh)⊗ u, y

〉
=

〈
Sτh,ϕ(u, y)

〉
=
〈
h, S ′τϕ(u, y)

〉
.

Demnach gilt ϕ(u, S ′τy) = S ′τϕ(u, y). Setzen wir hier y := f, so erhalten wir
S ′τϕ(u, f) = ϕ(u, S ′τf) = e−sτϕ(u, f). Für festes u ∈ U erfüllt also auch ϕ(u, f) ∈
L2(R+) die Translationseigenschaft (T). Also existiert nach Lemma 3.8.1 ein αu
für das ϕ(u, f) = αue−s gilt. Die Abbildung v ′ : u 7→ αu ist linear und wegen
der Beschränktheit von ϕ selbst beschränkt, sie ist also ein Element von U ′. Ist
y ∈ l(R+, U

′), so ist ϕ(u, y) nach Lemma 3.6.6 durch t 7→ 〈u, y(t)〉U,U ′ gegeben.
Es folgt für alle u ∈ U:

ϕ(u, f) = e−s〈u, v ′〉U,U ′ = ϕ(u, e−s ⊗ v ′).

Wir zeigen nun, daß hieraus die Behauptung folgt. Dazu beginnen wir mit
einem beschränkten Intervall I ⊆ R+ und setzen g := 1I ⊗ u für ein u ∈ U.
Dann ist 〈

g, f
〉
l(R+,U),l(R+,U) ′

=
〈
1I, ϕ(u, f)

〉
L2(R+),L2(R+) ′

=
〈
1I, ϕ(u, e−s ⊗ v ′)

〉
L2(R+),L2(R+) ′

=
〈
1I ⊗ u, e−s ⊗ v ′

〉
l(R+,U),l(R+,U) ′

=
〈
g, e−s ⊗ v ′

〉
l(R+,U),l(R+,U) ′

.

Es ist unmittelbar klar, daß diese Gleichheit auch für Treppenfunktionen gilt,
und vermöge deren Dichtheit in l(R+, U) folgt die Behauptung.

SATZ 3.8.3 Es seien U, Y zwei Banachräume, und F : l(R+, U) → l(R+, Y) sei
ein stetiger linearer und translationsinvarianter Operator in dem Sinne, daß für
alle τ ≥ 0 gilt: S⊗τ F = FS⊗τ . Dann existiert eine eindeutig bestimmte holomorphe
Funktion H : C+ → B(U, Y) derart, daß für y := Fu gilt:

ŷ(s) = H(s)û(s).
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

Dabei bezeichnen ŷ und û die Laplacetransformierten der jeweiligen Funktio-
nen y und u. Weiterhin ist H auf der offenen rechten Halbebene analytisch
und beschränkt, und es gilt ‖H‖∞ ≤ ‖F‖. Haben U und Y nichttrivialen Typ,
so ist H auf der offenen rechten Halbebene sogar l–beschränkt.

Beweis. Es seien s ∈ C+ und w ′ ∈ Y ′. Dann ist e−s⊗w ′ ∈ l(R+, Y
′) ⊆ l(R+, Y) ′

und daher gilt für den adjungierten Operator F ′: F ′(e−s ⊗ w ′) ∈ l(R+, U) ′.
Wegen der vorausgesetzten Translationsinvarianz ist

(S ′τ)
⊗F ′(e−s ⊗w ′) = F ′(S ′τ)

⊗(e−s ⊗w ′) = e−sτ F ′(e−s ⊗w ′).

Nach Lemma 3.8.2 existiert also ein eindeutig bestimmtes v ′ ∈ U ′ für das
gilt: F ′(e−s ⊗ w ′) = e−s ⊗ v ′. Die durch G(s)w ′ := v ′ gegebene Abbildung
G(s) : Y ′ → U ′ ist konstruktionsgemäß linear und beschränkt. Also ist auch
G(s) ′ : U ′′ → Y ′′ beschränkt. Es sei ιU die kanonische Einbettung von U in
seinen Bidualraum. Wir setzen H(s) := G(s) ′ ◦ ιU und zeigen zunächst ŷ(s) =

H(s)û(s): Für beliebiges w ′ ∈ Y ′ ist F ′(e−s ⊗w ′) = e−s ⊗G(s)w ′. Somit ist

〈
ŷ(s), w ′〉

Y,Y ′
=

〈∫∞
0

e−st(Fu)(t)dt,w ′〉
Y,Y ′

=

∫∞
0

〈
u(t), F ′(e−s ⊗w ′)(t)

〉
U,U ′ dt

=

∫∞
0

〈
u(t), e−stG(s)w ′〉

U,U ′ dt

=
〈
û(s), G(s)w ′〉

U,U ′ =
〈
H(s)û(s), w ′〉

Y ′′,Y ′
.

Da also für alle s und u das Element H(s)û(s) durch ŷ(s) ∈ Y gegeben ist,
können wir H(s) auch als Abbildung nach Y betrachten. Damit ist H stetig
von U nach Y. Die Betrachtung der speziellen Funktion u = e−1⊗ v zeigt, daß
wegen der Analytizität von F̂u(s) = H(s)û(s) = (1+s)−1H(s)v auf der rechten
Halbebene auch die Funktion s 7→ H(s)v für jedes v ∈ U auf der rechten
Halbebene analytisch ist. Nach [9, Lemma 1.45] ist H dann auch analytisch als
Abbildung nach B(U, Y).

Nun zur Normabschätzung: Es sei w ′ ∈ Y ′\{0} gegeben. Dann ist nach Lem-
ma 3.6.5∥∥G(s)w ′∥∥

U ′ =
√
2s
∥∥e−s ⊗G(s)w ′∥∥

l(R+,U) ′
=
√
2s
∥∥F ′(e−s ⊗w ′)

∥∥
l(R+,U) ′

≤
√
2s
∥∥F ′∥∥∥∥e−s ⊗w ′∥∥

l(R+,Y) ′
=
∥∥F ′∥∥∥∥w∥∥

Y ′
,

84



3.8 Translationsinvariante Operatoren auf l(R+, X)

also ‖G(s)‖ ≤ ‖F ′‖ = ‖F‖.

Es seien nun U und Y Banachräume mit nichttrivialen Typ. Nach [37, Cor. 5.5]
sind die Normen ‖ · ‖l(R+,U ′) und ‖ · ‖l ′(R+,U ′) äquivalent. Damit können wir
l(R+, U

′) als Teilraum von l(R+, U) ′ auffassen. Wir wählenw ′
1, . . . , w

′
n ∈ Y ′\{0}

und s1, . . . , sn ∈ C+ und setzen hj := e−sj , es ist also ‖hj‖2 = |2sj|
−1/2 . Nun

wenden wir Lemma 3.7.8 an:

E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjG(sj)w
′
j

∥∥∥∥
U ′

≤ cE
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjhj ⊗G(sj)w
′
j

∥∥∥∥
l(R+,U ′)

≤ cmE
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjhj ⊗G(sj)w
′
j

∥∥∥∥
l(R+,U) ′

= cmE
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjF
′(hj⊗w ′

j)

∥∥∥∥
l(R+,U) ′

≤ cm
∥∥F ′∥∥ E

∥∥∥∥ n∑
j=1

gj hj⊗w ′
j

∥∥∥∥
l(R+,Y) ′

.

Die Dualraumelemente im letzten Ausdruck sind als Funktionen hj⊗w ′ in
l(R+, Y

′) gegeben, liegen also stets im (offenbar endlichdimensionalen) Teil-
raum span{w ′

1, . . . , w
′
n}. Damit liegt die Summe nicht nur im Raum l(R+, Y) ′ =

l ′+(R+, Y
′) sondern sogar in seinem Teilraum l ′(R+, Y

′). Dessen Norm aber ist
nach [37, Cor. 5.5] zur Funktionennorm ‖ · ‖l ′(R+,Y ′) äquivalent. Wir erhalten
daher eine Abschätzung gegen

≤ cm2
∥∥F ′∥∥ E

∥∥∥∥ n∑
j=1

gjhj⊗w ′
∥∥∥∥
l(R+,Y ′)

.

Schließlich erhalten wir die gesuchte Abschätzung mit Lemma 3.7.8, da Y end-
lichen Kotyp hat

≤ c2m2
∥∥F ′∥∥ E

∥∥∥∥ n∑
j=1

gjw
′
j

∥∥∥∥
Y ′
.

Wir wissen also, daß die Menge {G(s) : s ∈ C+} in B(Y ′, U ′) l–beschränkt ist.
Da U und Y nichttrivialen Typ haben, ist auch {H(s) : s ∈ C+} l–beschränkt.
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

3.9 l–Sektorialität, quadratische l–Abschätzungen

DEFINITION 3.9.1 Ein Operator A auf X heiße l–sektoriell vom Typ ωl < π, falls
gelten:

(a) Es ist σ(A) ⊆ Sωl .

(b) Für alle θ ∈ (ωl, π) ist {λ(λ+A)−1 : λ 6∈ Sθ ∪ {0}} l–beschränkt.

LEMMA 3.9.2 Ist A ein l-sektorieller Operatoren auf dem Banachraum X und
0 ≤ s ≤ r, so ist die Menge {λsAr−s(λ+A)r : λ > 0} l–beschränkt.

Beweis. Bei genauer Betrachtung ist der Beweis eine Variante des Beweises von
Lemma 1.3.4 unter Verwendung von Lemma 3.5.6. Wir geben ihn kurz an: Ist
s ∈ (0, r) und Γ der Integrationsweg aus Lemma 1.3.4, so gilt

As(λ+A)−rx = 1
2πi

∫
Γ

zs

(λ+ z)r
R(z,A)xdz

= 1
2πi

∫
Γ

zs

(λ+ z)r
zR(z,A)x dz

z

Nun haben wir im Beweis von Lemma 1.3.4 gesehen, daß die Funktionen
hλ(z) := zs(λ + z)−r gleichmäßig in L1(Γ, dz

z
) beschränkt sind. Damit folgt die

Behauptung aus Lemma 3.5.6.

Im Fall s=0, r > 0 gehen wir ähnlich vor: wir betrachten wieder die Abbildung
ψ(z) := (1+z)−r − (1+z)−1 ∈ H∞

0 . Es ist ψ(λ−1A) = λr(λ+A)−r − λ(λ+A)−1.
Wegen

ψ(λ−1A) = 1
2π

∫
Γ

ψ(z/λ) zR(z,A) dz
z

und der für λ > 0 offensichtlich gleichmäßigen Beschränktheit der Funktionen
gλ(z) := ψ(z/λ) in L1(Γ, dz

z
) folgt die Behauptung für s=0 aus Lemma 3.5.6.

Den Fall s=r > 0 schließlich zeigt man analog zum Fall s = 0, r > 0 mittels
ϕ(z) := ψ(1/z).

SATZ UND DEFINITION 3.9.3 Eine beschränkte analytische Halbgruppe T(·)
heiße l–analytisch, falls sie auf einem kleinen (nicht degenerierten) Sektor Sθ l–
beschränkt ist. Bezeichnet −A den Erzeuger von T(·), so ist dies ist äquivalent
dazu, daß A dicht definiert und l–sektoriell vom Typ ωl < π/2 ist.
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3.9 l–Sektorialität, quadratische l–Abschätzungen

Beweis. In [68, Theorem 2.10] hat L. WEIS gezeigt, daß die R–Beschränktheit
von T(z) auf Sektoren Sθ für θ < θ0 äquivalent dazu ist, daß für alle θ < θ0
die Menge {µR(µ,A) : −µ ∈ Sπ/2+θ} R–beschränkt ist.

-
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−Sπ/2+θ

θ

Abbildung 3.1: Die Sektoren Sθ und −Sπ/2+θ

Sein Beweis benutzt neben der Beschränktheit und Analytizität der Halbgrup-
pe nur Satz 3.5.5. Da dieser, wie gezeigt, für R–beschränkte Mengen wie für
l–beschränkte Mengen gilt, folgt die Behauptung wie in [68, Theorem 2.10].

DEFINITION 3.9.4 Es seiA ein l–sektorieller Operator vom Typωl < π auf dem
Banachraum X. Zu σ > ωl sei eine Funktion ϕ 6= 0 der Klasse H∞

0 (Sσ) gegeben.
Wir sagen, daß A einer quadratischen l–Abschätzung bezüglich ϕ genügt, wenn
für eine Zahl M > 0 die Abschätzung

∀x ∈ X : ‖ϕ(·A)x‖
l(R+,

dt
t
,X)

≤M‖x‖X

besteht.

Analog zu Satz 2.1.5 gelten die folgenden Aussagen (siehe N. KALTON und L.
WEIS [37, Proposition 7.7, Theorem 7.2]:

SATZ 3.9.5 Es sei A ein dicht definierter l–sektorieller Operator vom Typ
ωl < π mit dichtem Bild auf dem Banachraum X. Weiter seien zu θ ∈ (ωl, π)

zwei von Null verschiedene Funktionen ϕ und ψ der Klasse H∞
0 (Sθ) gegeben.

Dann existiert eine Zahl C > 0, für die jede Funktion f der Klasse H∞(Sθ) der
Abschätzung

‖f(A)ϕ(tA)x‖l(R+,
dt
t ,X) ≤ C‖f‖∞ ‖ψ(tA)x‖l(R+,

dt
t ,X)

für x ∈ D(A) ∩ R(A) genügt. Insbesondere zeigt die Wahl f ≡ 1, daß die
Eigenschaft von A, quadratischen l–Abschätzungen zu genügen, nicht von der
gewählten Funktion ϕ 6= 0 abhängt.
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

SATZ 3.9.6 Es sei A ein dicht definierter l–sektorieller Operator vom Typ ωl <
π mit dichtem Bild auf dem Banachraum X. Dann gelten:

(a) Genügen A und A ′ quadratischen l–Abschätzungen, so hat A einen be-
schränkten H∞(Sθ)–Kalkül für alle θ ∈ (ωl, π).

(b) Hat X endlichen Kotyp und A einen beschränkten H∞(Sθ)–Kalkül für ein
θ ∈ (ωl, π), so genügen A und A ′ quadratischen l–Abschätzungen.

3.10 Spurräume für das Cauchyproblem

SATZ UND DEFINITION 3.10.1 Es sei −A Erzeuger einer l–beschränkten ana-
lytischen Halbgruppe T(·) und α ∈ (0, 1). Dann sei der Raum DlA(α) definiert
als

DlA(α) = {x ∈ X : [x]α := ‖t1−αAT(t)x‖
l(R+,

dt
t
,X)
< ∞}.

Versieht man den Raum DlA(α) mit der Norm ‖x‖α := ‖x‖X + [x]α, so wird er
zu einem Banachraum der D(A) enthält.

LEMMA 3.10.2 Für f ∈ l(I, X) seiΦf : X ′ → L2(I) durchΦf(x ′) = x ′(f) gegeben.
Dann gilt die Abschätzung ‖Φf‖ ≤ ‖f‖l(I,X).

Beweis. Setzen wir h(t) := x ′(f(t)) · ‖x ′(f)‖−1
L2

, so ist nach Lemma 3.6.6 und
Lemma 3.6.5

‖〈x ′, f〉‖ =

∫
I

|〈f(t), h(t)⊗ x ′〉|dt ≤ ‖f‖l(I,X) · ‖h⊗ x ′‖l(I,X ′)

≤ ‖x ′‖X ′ ‖f‖l(I,X).

Nun kommen wir zum

Beweis von Satz 3.10.1. Zunächst zeigen wir, daß DlA(α) stets D(A) umfaßt. Es
sei M die l–Schranke von {T(t) : t > 0}. Wegen der Darstellung

tAT(t) = 1
2πi

∫
Γ

te−tzzR(z,A)dz
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und der l–Sektorialität von A ist nach Lemma 3.5.6 auch {tAT(t) : t > 0}

l–beschränkt, etwa mit Konstante K. Ist x ∈ D(A), so gilt:

‖t1−αAT(t)x‖
l(R+,

dt
t
,X)

= ‖t1/2−αT(t)Ax‖l(R+,X)

≤ ‖t1/2−αT(t)Ax‖l((0,1),X) + ‖t1/2−αT(t)Ax‖l([1,∞),X)

≤ M‖t1/2−α‖L2(0,1)‖Ax‖X + K‖t−1/2−α‖L2[1,∞)‖x‖X,

also ist x ∈ DlA(α). Als nächstes wollen wir zeigen, daß DlA(α) ein Banach-
raum ist. Dazu sei (xn) eine Folge in X, die Cauchyfolge bezüglich ‖ · ‖α ist.
Offenbar konvergiert (xn) gegen ein x0 ∈ X und wegen der Stetigkeit der
Operatoren AT(t), t > 0, konvergiert die durch fn(t) := t1−αAT(t)xn gege-
bene Funktionenfolge (fn) auf (0,∞) lokal gleichmäßig gegen die Funktion
f(t) := t1−αAT(t)x0. Diese ist stetig auf (0,∞), also Bochner–meßbar. Wir wol-
len f ∈ P2(R+,

dt
t
, X) nachweisen. Wir betrachten nun stets die Dualität 〈X,X ′〉.

Nach dem Lemma von Fatou genügt es zu zeigen, daß für jedes x ′ ∈ X ′ mit
‖x ′‖ ≤ 1 die Funktionen 〈fn, x ′〉 in L2(R+,

dt
t

) gleichmäßig beschränkt sind.
Dies ist aber nach Lemma 3.10.2 der Fall. Wegen ‖f‖l ≤ lim inf ‖fn‖l (siehe
Lemma 3.4.10) ist schließlich x0 ∈ DlA(α).

SATZ 3.10.3 Es sei A ein dicht definierter l–sektorieller Operator vom Typ
ωl <

π/2, T(·) die von −A erzeugte l–beschränkte analytische Halbgruppe,
x ∈ X und u(t) := T(t)x. Dann sind äquivalent:

(a) x ∈ DlA(1/2).

(b) Au ∈ l(R+, X).

(c) u, u ′ ∈ l((0, 1), X).

Beweis. Es sei x ∈ DlA(1/2). Wegen der Analytizität von T(·) gilt für alle t ≥ 0:
u(t) ∈ D(A). Definitionsgemäß ist t1/2Au(t) ∈ l(R+,

dt
t
, X), also Au ∈ l(R+, X).

Also gilt (b). Aus (b) folgt seinerseits sofort u ′ ∈ l((0, 1), X). Weiterhin gilt
‖u ′(t)‖X ≤ M

t
, sodaß Lemma 3.4.9 zeigt:

‖u‖l((0,1),X) ≤
∫1
0

t
1/2‖u ′(t)‖X dt+ ‖u(1)‖X ≤ 2M+ const. ‖x‖X.
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3 Quadratische Abschätzungen auf Banachräumen

Es gilt also (c). Schließlich sei (c) erfüllt. Es ist Au = −u ′ ∈ l((0, 1), X), und
damit

[x]α

= ‖t1/2Au‖
l(R+,

dt
t
,X)

= ‖Au‖l(R+,X)

≤ ‖u ′‖l((0,1),X) + ‖t−1tAT(t)x‖l([1,∞),X) ≤ ‖u ′‖l((0,1),X) + K‖x‖X

Im letzten Schritt haben wir die l–Beschränktheit von {tAT(t) : t ≥ 0} sowie
‖t−1‖L2([1,∞)) = 1 ausgenutzt.

BEMERKUNG 3.10.4 Eine Idee im letzten Beweis ist eine separate Bemerkung
wert: Ist T(·) analytisch, so ist für alle x ∈ X und b > 0 wegen Lemma 3.4.9
T(·)x ∈ l([0, b], X). Ist T(·) exponentiell stabil (oder skaliert man entsprechend),
so gilt dies auch auf R+:

∥∥T(·)x∥∥
l(R+,X)

=
∥∥ ∞∑
n=0

T(n)[T(·− n)x1[n,n+1](·)]
∥∥
l(R+,X)

≤
∞∑
n=0

Me−an
∥∥T(·− n)1[n,n+1](·)x

∥∥
l(R+,X)

≤ M(1− e−a)−1‖T(·)x‖l([0,1],X).

DEFINITION 3.10.5 Wir bezeichnen als Spurraum (X,X1)α,l für α ∈ (0, 1) den
Vektorraum aller x ∈ X für die eine Funktion

w ∈ C([0, 1], X) ∩ C((0, 1], X1) ∩ C1((0, 1], X) (3.10.1)

derart existiert, daß w(0) = x sowie

[[w]]α,l :=
∥∥t1−αw ′(t)

∥∥
l((0,1),

dt
t
,X)

+
∥∥t1−αAw(t)

∥∥
l((0,1),

dt
t
,X)
< ∞

gelten. Auf (X,X1)α,l wird die Norm ‖x‖(X,X1)α,l := ‖x‖X + infw[[wx]]α,l erklärt
(das Infimum werde hier über all diejenigen wx genommen, die die obigen
Voraussetzungen erfüllen).

SATZ 3.10.6 A sei ein dicht definierter l–sektorieller Operator vom Typω < π/2
auf X und T(·) die von −A erzeugte l–analytische Halbgruppe. Für α ∈ (0, 1)

und x ∈ X sind dann die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) x ∈ DlA(α).
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(b) [x] ′α :=
∥∥t 7→ t−α(T(t)x− x)

∥∥
l(R+,

dt
t
,X)
< ∞.

(c) [x] ′′α :=
∥∥λ 7→ λαA(λ+A)−1x

∥∥
l(R+,

dλ
λ
,X)
< ∞.

(d) x ∈ (X,X1)α,l.

Die drei Normen ‖ · ‖α, ‖ · ‖ ′α := ‖ · ‖X + [·] ′α und ‖ · ‖ ′′α := ‖ · ‖X + [·] ′′α sind
äquivalent, insbesondere ist (X,X1)α,l also ein Banachraum.

Beweis. (a) ⇒ (b). Es sei x ∈ DlA(α). Dann ist∥∥r−α(T(r)x− x)
∥∥
l(R+,

dr
r
,X)

=
∥∥r−α ∫ r

0

AT(u)xdu
∥∥
l(R+,

dr
r
,X)
,

und mit den Substitutionen r = et, u = es erhalten wir

=
∥∥∫et
0

e−αtAT(u)xdu
∥∥
l(R,X)

=
∥∥∫ t

−∞ e
−α(t−s) · es(1−α)AT(es)xds

∥∥
l(R,X)

=
∥∥∫∞

−∞ 1[0,∞)(t−s)e
−α(t−s) · es(1−α)AT(es)xds

∥∥
l(R,X)

.

Nun können wir Korollar 3.4.13 anwenden und erhalten

≤
∥∥e−α·∥∥

L1(R+)

∥∥t 7→ et(1−α)AT(et)x
∥∥
l(R,X)

= 1
α

∥∥t(1−α)AT(t)x
∥∥
l(R+,

dt
t
,X)

mittels Rücksubstitution.
(b) ⇒ (c). Die Resolventendarstellung als Laplacetransformierte der Halb-
gruppe zeigt, daß für λ > 0 gilt:

A(λ+A)−1x = x− λ(λ+A)−1x =

∫∞
0

λe−λt(x− T(t)x)dt.
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Damit erhalten wir ∥∥λαA(λ+A)−1x
∥∥
l(R+,

dλ
λ
,X)

=

∥∥∥∥λα ∫∞
0

λe−λt(x−T(t)x)dt

∥∥∥∥
l(R+,

dλ
λ
,X)

=

∥∥∥∥∫∞
0

(λt)α+1e−λt︸ ︷︷ ︸
=:hλ(t)

t−α(x−T(t)x)︸ ︷︷ ︸
=:F(t)x

dt
t

∥∥∥∥
l(R+,

dλ
λ
,X)

λt=s
=

∥∥∥∥∫∞
0

h1(s)F(
s/λ)x

ds
s

∥∥∥∥
l(R+,

dλ
λ
,X)

≤
∫∞
0

∣∣h1(s)∣∣ ∥∥F(s/λ)x∥∥
l(R+,

dλ
λ
,X)

ds
s

≤ ‖h1‖
L1(

dt
t

)
sup
s>0

∥∥F(s/λ)x∥∥
l(R+,

dλ
λ
,X)

≤ M ‖h1‖
L1(

dt
t

)
‖x‖ = MΓ(α+1) ‖x‖ nach (b).

(c) ⇒ (d). Es sei [x] ′′α < ∞ und u(t) := (1+tA)−1x. Dann gelten u(0) = x

und u ∈ C([0, 1], X) ∩ C((0, 1], X1) ∩ C1((0, 1], X). Wegen der l–Sektorialität von
A und der Gleichheit (1+tA)−1 = 1

t
(1
t
+A)−1 lassen sich die beiden Summan-

den in [[u]]α,l wie nachfolgend zusammenfassen:

[[u]]α,l =
∥∥t 7→ t1−αA(1+tA)−2x

∥∥
l((0,1),

dt
t
,X)

+
∥∥t 7→ t1−αA(1+tA)−1x

∥∥
l((0,1),

dt
t
,X)

≤ C
∥∥t 7→ t1−αA(1+tA)−1x

∥∥
l((0,1),

dt
t
,X)

λ=
1
t=
∥∥λ 7→ λαA(λ+A)−1x

∥∥
l([1,∞),

dλ
λ
,X)

≤ [x] ′′α.

Also ist x ∈ (X,XA)α,l und ‖x‖(X,XA)α,l ≤ [x] ′′α.
(d) ⇒ (a). Es sei x ∈ (X,XA)l,α und w eine Funktion, die der Bedingung
(3.10.1), w(0) = x und [[w]]α,l < ∞ genüge. Dann zeigt die Gleichung x =

w(t) −
∫t
0
w ′(s)ds, daß

‖t 7→ t1−αAT(t)x‖
l((0,1),

dt
t
,X)

≤ ‖t 7→ t1−αAT(t)w(t)‖
l((0,1),

dt
t
,X)

+‖t 7→ t−αtAT(t)

∫ t
0

w ′(s)ds‖
l((0,1),

dt
t
,X)
.
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Die l–Beschränktheit von {T(t), tAT(t) : t > 0} erlaubt nun eine Abschätzung
gegen

≤ const.
(
‖t 7→ t1−αAw(t)‖

l((0,1),
dt
t
,X)

+ ‖t 7→ t−α
∫ t
0

w ′(s)ds‖
l((0,1),

dt
t
,X)

)
.

Hiervon wird der zweite Term weiter abgeschätzt:

‖t 7→ t−α
∫ t
0

w ′(s)ds‖
l((0,1),

dt
t
,X)

s=er
=
t=eu

‖u 7→ e−αu

∫u
−∞w

′(er)er dr‖l((−∞,0],X)

= ‖u 7→
∫u
−∞w

′(er)er(1−α)e−α(u−r) dr‖l((−∞,0],X)

s=u−r
= ‖u 7→

∫∞
0

w ′(eu−s)e(1−α)(u−s)e−αs ds‖l((−∞,0],X)

Mit der kontinuierlichen Minkowski-Ungleichung ergibt sich nun

≤
∫∞
0

e−αs‖u 7→ w ′(eu−s)e(1−α)(u−s)‖l((−∞,0],X) ds

t=u−s
=

∫∞
0

e−αs‖t 7→ w ′(et)e(1−α)t‖l((−∞,−s],X) ds

≤
∫∞
0

e−αs‖t 7→ w ′(et)e(1−α)t‖l((−∞,0],X) ds

et=s
= 1

α
‖s 7→ s1−αw ′(s)‖

l[0,1],
ds
s
,X)
.

Insgesamt folgt (a) also aus (d), was zu zeigen war.

Für den Fall, daß X endlichen Kotyp und A einen beschränkten H∞–Kalkül
besitzen, können wir DlA(α) mit Hilfe von Satz 3.9.6 leicht bestimmen: ist
etwa x ∈ D(A), so gilt

‖t1−αAT(t)x‖l(R+,
dt
t ,X) = ‖t1−αA1−αT(t)Aαx‖l(R+,

dt
t ,X) ∼ ‖Aαx‖X,

sodaß wir wegen der Dichtheit von D(A) die Gleichheit DlA(α) = D(Aα) haben.
Allgemein erhalten wir in diesem Fall aus Satz 3.9.5 für Funktionen ϕ(z) ∈
H∞
0 \{0} die Darstellung

x ∈ DlA(α) ⇔
∥∥t 7→ tαϕ(tA)x

∥∥
l(R+,

dt
t
,X)
< ∞
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Insbesondere die Äquivalenzen (b) und (c) aus Satz 3.10.6 erkennen wir dann
als Spezialfälle: die Funktion f(z) := zα(exp(−z) − 1) etwa liefert die aus (b)

bekannte Darstellung via

f(tA)Aαx = (tA)−α(T(t)x− x)Aαx = t−α(T(t)x− x),

die Funktion g(z) := z1−α(1+z)−1 dagegen liefert die aus (c) bekannte Darstel-
lung via

g(tA)Aαx = (λ−1A)1−α(1+λ−1A)−1Aαx = λαA(λ+A)−1x.

Die Räume (X,X1)α,l erhält man aus der in [38] eingeführten allgemeinen α–
Interpolationsmethode, wenn man sie auf die Interpolationsskala der Räume
Xα anwendet.

SATZ 3.10.7 Wir betrachten das abstrakte Cauchyproblem u ′(t) + Au(t) =

f(t), u(0) = u0 auf einem Banachraum X. Es sei A ein dicht definierter stetig
invertierbarer l–sektorieller Operator vom Typ ω < π/2 und u sei die milde
Lösung des Cauchyproblems. Dann sind äquivalent:

(a) u ∈ l(R+, X1) ∩ l(R+, X) und u ′ ∈ l(R+, X).

(b) u0 ∈ DlA(1/2) und f ∈ l(R+, X).

Wenn eine (beide) Bedingungen erfüllt sind, gilt weiterhin∥∥u ′∥∥
l(R+,X)

+
∥∥Au∥∥

l(R+,X)
≤ const.

∥∥f∥∥
l(R+,X)

. (3.10.2)

Beweis. Es gelte (a). Dann ist

‖u ′ +Au‖l(R+,X)

= ‖t 7→ t
1/2(u ′(t) +Au(t))‖

l(R+,
dt
t
,X)

≤ ‖t 7→ t1−
1/2u ′(t)‖

l(R+,
dt
t
,X)

+ ‖t 7→ t1−
1/2Au(t)‖

l(R+,
dt
t
,X)

beschränkt, also u0 ∈ DlA(1/2) und f ∈ l(R+, X). Wir nehmen nun an, daß
(b) gilt. Dann liegen die homogene Lösung uh(t) = T(t)u0 wie ihre Ablei-
tung u ′h(t) = AT(t)u0 nach Satz 3.10.3 in l((0, 1), X). Da T(t) analytisch und
wegen 0 ∈ ρ(A) exponentiell stabil ist, liegen uh und u ′h sogar in l(R+, X):
Wie in 3.10.4 können wir AT(t)x = T(n)AT(n− t)x auf dem Intervall [n,n+1]
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3.10 Spurräume für das Cauchyproblem

schreiben und so die l–Norm auf R+ gegen diejenige auf [0, 1] abschätzen. Wir
können also ohne Einschränkung u0 = 0 annehmen.

Ist f ∈ C∞
c (R+, X), so hat die Differentialgleichung eine eindeutige klassische

Lösung u (siehe etwa [54, Cor. 4.2.5]). Nach der Youngschen Ungleichung ist
u ∈ L1(R+); wir können also die erweiterte Fouriertransformation anwenden
und erhalten

û(s) = (is+A)−1f̂(s), s ∈ R.

Die l–Beschränktheit der Mengen
{
λ(λ+A)−1 : λ 6∈ Sν

}
und

{
A(λ+A)−1 : λ 6∈

Sν
}

für ν ∈ (ω, π/2) zeigt dann, daß∥∥sû(s)
∥∥
l(R,X)

+
∥∥Aû(s)

∥∥
l(R,X)

≤M
∥∥f̂∥∥

l(R,X)

wobei M > 0 nur von der l–Sektorialitätskonstante abhängt. Dann bekommen
wir die gewünschte Abschätzung (3.10.2) mittels erweiterter inverser Fourier-
transformation. Da C∞

c (R+, X) dicht in l(R+, X) liegt, erhalten wir schließlich
die in (a) geforderte Abschätzung.
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4.1 l–Zulässigkeit

DEFINITION 4.1.1 Es sei −A Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe T(·) auf
dem Banachraum X. Dann heiße ein stetiger Beobachtungsoperator C von X1
nach dem Banachraum Y l–zulässig für A (oder T(·)), falls es eine Zahl M > 0

gibt, bezüglich der für alle x ∈ X1 die Abschätzung

‖CT(·)x‖l(R+,Y) ≤M‖x‖X

gilt. Entsprechend heiße ein stetiger Kontrolloperator B von dem Banachraum
U nach X−1 l–zulässig, falls das Integral

∫∞
0
T−1(t)Bu(t)dt in X−1 existiert, Wer-

te in X annimmt und für eine Zahl K > 0 die Abschätzung∥∥∫∞
0

T−1(t)Bu(t)dt
∥∥
X
≤ K‖u‖l(R+,U)

erfüllt ist.

Wie im Kapitel über die L2–Zulässigkeit, wollen wir auch diesen Begriff für be-
schränkte analytische Halbgruppen charakterisieren. Es zeigt sich, daß unsere
Beweise im klassischen L2–Falle so formuliert sind, daß sie sich ohne große
Mühe übertragen lassen. Erstaunlicherweise stellt die im L2–Fall leicht nach-
zuweisende notwendige Bedingung der Resolventenabschätzung an C hier das
Hauptproblem dar, für das der im vorangestellten Kapitel dargestellte Fortset-
zungssatz erdacht wurde.

SATZ 4.1.2 Es sei A ein dicht definierter l–sektorieller Operator vom Typ
ωl <

π/2 der dichtes Bild habe. Die von −A erzeugte Halbgruppe sei mit
T(·) bezeichnet. Es sei C ein stetiger Beobachtungsoperator von X1 nach dem
Banachraum Y und es sei WC := {λ

1/2C(λ+A)−1 : λ > 0}. Dann gelten:

(a) Notwendig für die l–Zulässigkeit von C ist die l–Beschränktheit der Men-
ge WC in B(X, Y).
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(b) Genügt A quadratischen l–Abschätzungen so ist die l–Beschränktheit der
Menge WC in B(X, Y) hinreichend für die l–Zulässigkeit von C.

Beweis. Zunächst können wir völlig analog zum Beweis von Satz 2.1.6 CT(t)
als CA−1/2A

1/2T(t) schreiben und mit ϕ0(z) = z
1/2e−z dies weiter zu CT(t) =

CA−1/2ϕ0(tA)t−
1/2 umformulieren. Wir wählen die bewährte Darstellung ϕ0 =

ϕψ mit den Funktionen

ϕ(z) := zα(1+z)−1, ψ(z) := z
1/2−α(1+ z)e−z

für ein α ∈ (0, 1/2). Wie im Beweis von Satz 2.1.6 zeigt man, daß die Operatoren
CA−1/2ϕ(tA) für t > 0 stetige Fortsetzungen K(t) von X nach Y haben, die durch

K(t)x := 1
2πi

∫
Γ

ϕ(tz) z
1/2CR(z,A)x dz

z

gegeben sind. Nun zeigen wir die l–Beschränktheit von {K(t) : t > 0} und
nutzen dann die vorausgesetzte quadratische Abschätzung für ψ(tA) aus:

Wenn wir in Lemma 2.1.7 sektoriell durch l–sektoriell ersetzen, erhalten wir
die l–Beschränktheit der Menge {z

1/2CR(z,A) : z ∈ Γ }. Die Funktionen ϕt(z)
liegen wegen der Invarianz von Γ sowie des Maßes dz

z
gegenüber Streckungen

mit t > 0 gleichmäßig in L1(Γ, dz
z

). Nach Lemma 3.5.6 ist damit auch {K(t) :

t > 0} l–beschränkt, wie behauptet. Wir schließen damit unter Verwendung
der quadratischen l–Abschätzungen für ψ für geeignete c1, c2 > 0∥∥CT(t)x∥∥

l(R+,Y)
=

∥∥CA−1/2ϕ(tA)ψ(tA)t−
1/2x
∥∥
l(R+,Y)

=
∥∥K(t)ψ(tA)x

∥∥
l(R+,

dt
t ,Y)

≤ c1
∥∥ψ(tA)x

∥∥
l(R+,

dt
t ,X)

≤ c2
∥∥x∥∥.

Umgekehrt sei C ein l–zulässiger Beobachtungsoperator für A. Dann ist

λ
1/2C(λ+A)−1 =

∫∞
0

λ
1/2e−λtCT(t)dt.

Die Funktionen hλ : t 7→ λ
1/2e−λt sind in L2(R+) gleichmäßig beschränkt, sodaß

die Behauptung aus Satz 3.7.10 folgt.

Wir geben für diesen Satz einen weiteren Beweis an, der seine Reize aus der
Verwendung von Mitteln zieht (wie etwa der Fouriertransformation, bzw. de-
ren Erweiterung auf l–Räume), die im banachraumwertigen L2–Falle verwehrt
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bleiben. Doch zunächst ein einfaches Lemma aus [64, Appendix A] von E.
STEIN:

LEMMA 4.1.3 Es sei 1 < p < ∞. Es sei k eine meßbare, homogene Funktion
vom Grad −1 von R2+ nach R, es gelte also k(λx, λy) = λ−1k(x, y) für λ > 0.
Wenn

∫∞
0

|k(1, y)|y−1/pdy =: Ap endlich ist, so ist der Operator T auf Lp(R+),
gegeben durch

(Tf)(x) :=

∫∞
0

k(x, y)f(y)dy,

stetig und seine Norm ist höchstens Ap.

Ein weiterer Beweis von Satz 4.1.2. Wegen des dichten Bildes ist A injektiv ([7,
Theorem 3.8]). Die Menge WC sei l–beschränkt. Wir wenden die in Bemer-
kung 3.4.12 (d) erklärte Erweiterung der Fouriertransformation F⊗ an und er-
halten

‖CT(·)x‖l(R+,Y) = ‖F⊗(CT(·)x)‖l(L2(R),Y) = ‖C(i ·+A)−1x‖l(R,Y).

Für β ∈ (0, 1/2) wollen wir die Darstellung

C(is+A)−1x =
1

2πi

∫
Γσ

z−β

is+z
CAβR(z,A)xdz (4.1.1)

auf dem dichten Teilraum Z := R(Aα(I+A)−1) nachweisen. Dazu sei ein α > 0
mit α + β < 1 gewählt. Es sei also x0 ∈ X und x = Aα(I+A)−1x0. Dann ist
C(is+A)−1x = CAα(is+A)−1(I+A)−1x0. Nach Satz 3.9.3 ist A l–sektoriell vom
Typ ωl <

π/2. Wir wählen ein σ ∈ (ωl,
π/2). Dann können wir mittels des

Funktionalkalküls für s > 0 schreiben:

C(is+A)−1x = C
1

2πi

∫
Γσ

zα

is+z
R(z,A)(I+A)−1x0 dz

= C(I+A)−1 1

2πi

∫
Γσ

zα

is+z
R(z,A)x0 dz

Mit Lemma 1.3.5 ergibt sich

= C(I+A)−1 1

2πi

∫
Γσ

z−β

is+z
Aα+βR(z,A)x0 dz

=
1

2πi

∫
Γσ

z−β

is+z
CAβR(z,A)Aα(I+A)−1x0︸ ︷︷ ︸

=x

dz. (4.1.2)
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Damit ist der erste Abschnitt gezeigt. Als nächstes betrachten wir

K(z)x :=

∫
γz

CAβR(λ,A)2xdλ, (4.1.3)

wobei γz der durch den Halbstrahl von z gegen Unendlich auf dem Sektorrand
Γ gegebene Weg ist. Ist x = A1−β(I+A)−2x0, so gilt nach Korollar 1.3.7

CAβR(z,A)x = CR(z,A)A(I+A)−2x0

= C(I+A)−1

∫
γz

R(λ,A)2A(I+A)−1x0 dλ

=

∫
γz

CAβR(λ,A)2xdλ,

Wegen der Abschätzung

‖CAβR(λ,A)2‖ = ‖λβ−3/2 · λ1−βAβR(λ,A) · λ1/2CR(λ,A)‖ ≤ const. |λ|β−3/2

und unter Beachtung von β < 1/2 konvergiert das Integral in (4.1.3) für alle
x ∈ X. K(z) ist also wegen der Dichtheit von R(A1−β(I+A)−2) eine stetige
Fortsetzung von CAβR(z,A) auf B(X, Y). Integrieren wir nun, so folgt zudem
die Abschätzung ‖K(z)‖ ≤ const. |z|β−1/2 . Diese zeigt, daß die zunächst nur auf
dem dichten Teilraum Z = R(Aα(I+A)−1) gültige Gleichheit

CR(is,−A)x

=
1

2πi

∫
Γσ

1

is+z
z−βCAβR(z,A)xdz =

1

2πi

∫
Γσ

1

is+z
z−βK(z)xdz

auf ganz X fortgesetzt werden kann. Wir schreiben dies um als

=
1

2πi

∫
Γσ

1

is+z
z−β

∫
γz

λβ−1 [λ
1/2CR(λ,A)]︸ ︷︷ ︸

=:R(λ)

[λ
1/2−βAβR(λ,A)]︸ ︷︷ ︸

=:S(λ)

xdλdz.

Wir schätzen nun in zwei Schritten ab:
a. Wenn wir die Parametrisierungen der beiden Wegintegrale einsetzen, ergibt
sich ∥∥C(is+A)−1x

∥∥ (4.1.4)

≤
∥∥∥∥∫∞
0

1

is+re−iσ

{
r−β

∫∞
r

tβ−1R(e−iσt)S(e−iσt)xdt

}
dr

∥∥∥∥ (4.1.5)

+

∥∥∥∥∫0
−∞

1

is+reiσ

{
r−β

∫∞
r

tβ−1R(eiσt)S(eiσt)xdt

}
dr

∥∥∥∥. (4.1.6)
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Der Integralkern

K1(s, r) =
1

±is+re±iσ
ist homogen vom Grad −1, sodaß nach Lemma 4.1.3 die ersten Integrale in
den beiden Zeilen (4.1.5) und (4.1.6) einen beschränkten Integraloperator K1
auf L2(R+) definieren. Das jeweilige zweite Integral wollen wir sehr ähnlich
abschätzen: Der Integralkern lautet

K2(r, t) = r−βtβ−11[r,∞)(t).

Er ist ebenfalls homogen vom Grad −1, und wegen β ∈ (0, 1/2) definiert auch er
einen beschränkten Operator K2 auf L2(R+). Mit K1 und K2 sind auch ihre Er-
weiterungen auf l(R+, X) beschränkt. Wir schreiben dies der Übersichtlichkeit
halber aus: für u = e±iσ, h ∈ L2(R+) und f(t) := R(ut)S(ut)x gilt:(∫∞

0

ki(t, s)f(t)dt
)
(h) =

∫∞
0

h(s)

∫∞
0

ki(t, s)f(t)dtds

=

∫∞
0

f(t)

∫∞
0

h(s)ki(t, s)dsdt

=

∫∞
0

f(t)(K ′
ih)(t)dt

= uf(K
′
ih) = K⊗

i (f).

b. Wie im ersten Beweis erkennen wir {R(λ) : λ ∈ Γσ} als l–beschränkt. Schließ-
lich müssen wir noch zeigen, daß S(·)x sich mittels einer quadratische l–
Abschätzung gegen die Norm von x abschätzen läßt; dazu sei u := e±iσ. Dann
ist ∥∥S(ut)x∥∥

l(R+,X)
=

∥∥t 7→ Aβt
1/2−βR(tu,A)x

∥∥
l(R+,X)

≤ K
∥∥t 7→ Aβt1−β(t+A)−1x

∥∥
l(R+,

dt
t ,X)

s=1/t
= K

∥∥(sA)β(I+sA)−1x
∥∥
l(R+,

ds
s ,X)

.

Im letzten Schritt haben wir benutzt, daß die Menge der Orthonormalsysteme
auf L2(R+,

dt
t

) invariant unter der Substitution s = 1/t ist, die l–Norm sich also
nicht ändert. Die beiden Teile zusammen ergeben:

‖C(is+A)−1x‖l(R,Y)

≤ ‖C(is+A)−1x‖l(R+,Y) + ‖C(−is+A)−1x‖l(R+,Y)

Wegen der Darstellung von C(±is+A)−1x = K⊗
1K⊗

2 R(e±iσ·)S(e±iσ·)x gibt es
nach (a) eine Zahl M > 0, für die gilt:
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≤ M‖R(eiσs)S(eiσ)x‖l(R+,Y) +M‖R(e−iσs)S(e−iσ)x‖l(R+,Y).

Nach (b) ist die Menge {R(e±iσs) : s > 0} l–beschränkt sodaß wir gegen die
Norm ‖S(e±iσs)x‖l(R+,X) und die weiter gegen die Norm von x abschätzen
können. Insgesamt ist C also l–zulässig. Die umgekehrte Richtung haben wir
im ersten Beweis schon aufgeschrieben.

Wir merken auch hier an, daß für die Gültigkeit des obigen Satzes die Vor-
aussetztund an A, quadratische l–Abschätzungen zu besitzen, notwendig ist:
nach Lemma 3.9.2 ist die Menge {λ

1/2A
1/2(λ+A)−1 : λ > 0} l–beschränkt; gilt

Satz 4.1.2, so ist A also l–zulässig, und dies ist äquivalent zu quadratischen
l–Abschätzungen für A.

SATZ 4.1.4 Es seien X und U Banachräume und A ein dicht definierter l–
sektorieller Operator vom Typ ωl < π/2 mit dichtem Bild. Die von −A erzeugte
Halbgruppe auf X sei mit T(·) bezeichnet. Wir betrachten einen stetigen Kon-
trolloperator B von U nach X−1 und setzen WB := {λ

1/2(λ+A−1)
−1B : λ > 0}.

Dann gelten:

(a) Hat U die (α)–Eigenschaft, so impliziert die l-Zulässigkeit von B die l–
Beschränktheit von WB in B(U,X).

(b) Genügt A ′ einer quadratischen l–Abschätzung auf X ′, so impliziert die
l–Beschränktheit von WB die l–Zulässigkeit von B.

Beweis. A ist l–sektoriell vom Typ ωl <
π/2. Wir wählen ein σ ∈ (ωl,

π/2).
Wieder sei Γ := ∂Sσ der bekannte Sektorrand mit geeigneter Parametrisierung.
Nach Lemma 2.1.11 gilt für α ∈ (0, 1/2) die Darstellung

T−1(t)Bu(t) = 1
2πi

∫
Γ

z−αe−λtAα−1(λ+A−1)
−1Bu(t)dλ.

Wir wählen ein x ′ aus D(A ′) und haben∣∣〈∫∞
0

T−1(t)Bu(t)dt, x ′〉
∣∣

= 1
2π

∣∣〈∫∞
0

T−1(t/2)

∫
Γ

λ−αe−λ/2t(A−1)
α(λ+A−1)

−1Bu(t)dλ dt, x ′〉
∣∣

Mit der Funktionenfamilie ht(λ) := t
1/2−αe−λ/2tλ−α−1/2 und der Operatorenfa-

milie R(λ) := λ
1/2(λ+A−1)

−1B läßt sich dies folgendermaßen umschreiben:
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≤ 1
2π

∫∞
0

∣∣〈∫
Γ

ht(λ) R(λ)dλ u(t), tα−1/2
(
(A−1)

αT−1(t/2)
) ′
x ′
〉∣∣dt

Nun wenden wir Lemma 3.6.6 an:

≤ 1
2π

∥∥t 7→ ∫
γ

ht(λ) R(λ)dλ u(t)
∥∥
l(R+,X)

(4.1.7)∥∥t 7→ tα−1/2
(
(A−1)

αT−1(t/2)
) ′
x ′
∥∥
l(R+,X ′)

.

Wir wenden die quadratische l–Abschätzung für A ′ nun auf die Funktion
φα(z) = zαe−z/2 an und erhalten

≤ Mα

∥∥x ′∥∥∥∥t 7→ (∫
γ

ht(λ)R(λ)dλ
)
u(t)

∥∥
l(R+,X)

. (4.1.8)

Wie im Beweis von 2.1.12 bereits gesehen, ist die Funktionenfamilie {ht: t > 0}

in L1(Γ) gleichmäßig beschränkt. Nach Lemma 3.5.6 bilden die Operatoren in-
nerhalb der l–Norm in Gleichung (4.1.8) also eine l–beschränkte Menge, wor-
aus mit Satz 3.5.8 die Behauptung folgt.

Es habe nun also U die (α)–Eigenschaft und B sei l–zulässig. Da

λ
1/2(λ+A−1)

−1B =

∫∞
0

λ
1/2e−λt · T−1(t)Bdt

und die Funktionen hλ(t) := λ
1/2e−λt in L2(R+) gleichmäßig beschränkt sind,

folgt die l–Beschränktheit der Menge WB ⊆ B(U,X) aus Korollar 3.7.11.

Die Voraussetzung anA ′, quadratischen l–Abschätzungen zu genügen, ist auch
in diesem Falle notwendig.

4.2 l–Zulässigkeit auf endlichen Zeitintervallen

DEFINITION 4.2.1 Es sei −A Erzeuger der beschränkten stark stetigen Halb-
gruppe T(·). Ein Beobachtungsoperator C ∈ B(X1, Y) heiße l–zulässig auf [0, b],
falls für alle x ∈ X1 die Abschätzung∥∥CT(·)x∥∥

l([0,b],Y)
≤ const. ‖x‖X
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gilt. Ein Kontrolloperator B ∈ B(U,X−1) heiße l–zulässig auf [0, b], falls für alle
u ∈ l([0, b], U) das Integral

∫b
0
T−1(t)Bu(t) in X−1 existiert, Werte in X annimmt

und die Abschätzung

∥∥∫b
0

T−1(t)Bu(t)dt
∥∥
X
≤ const. ‖u‖l([0,b],U)

gilt.

LEMMA 4.2.2 Ist der Beobachtungsoperator C stetig von X nach Y, so ist er
auf jedem endlichem Zeitintervall [0, b] l–zulässig. Entsprechend gilt: Ist der
Beobachtungsoperator B stetig von U nach X, so ist er auf jedem endlichen
Zeitintervall [0, b] l–zulässig.

Beweis. Es gilt ‖ d
dt
CT(t)x‖ = ‖CAT(t)x‖ ≤ const. ‖C‖ ‖x‖1

t
. Also folgt die l–

Zulässigkeit von C auf endlichen Intervallen aus Lemma 3.4.9. Für Kontroll-
operatoren B und x ′ ∈ D(A ′) gilt:

〈x ′,
∫b
0

T−1(t)Bu(t)dt〉 =

∫b
0

〈T−1(t)
′x ′, Bu(t)〉 dt

≤
∥∥T−1(t)

′x ′
∥∥
l([0,b],X ′)

‖B‖ ‖u‖l([0,b],U).

Der vordere Ausdruck läßt sich nun nach demselben Argument gegen die
Norm ‖x ′‖ abschätzen.

Ähnlich zu den Ergebnissen aus Kapitel 2 kann man auch die l–Zulässigkeit
auf endlichen Zeitintervallen charakterisieren.

LEMMA 4.2.3 Es sei T(·) eine l–beschränkte analytische Halbgruppe mit Er-
zeuger −A. Die Operatoren B : U → X−1 und C : X1 → Y seien stetig und es
sei t0 > 0.

(a) Der Kontrolloperator B ist genau dann auf [0, t0] l–zulässig bezüglich T(·),
wenn B für alle α > 0 auf ganz R+ l–zulässig für die skalierte Halbgruppe
e−α·T(·) ist.

(b) Der Beobachtungsoperator C ist genau dann auf [0, t0] l–zulässig bezüg-
lich T(·), wenn C für alle α > 0 auf ganz R+ l–zulässig für die skalierte
Halbgruppe e−α·T(·) ist.
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Insbesondere hängt die Eigenschaft, auf [0, b] zulässig zu sein, nicht von b > 0
ab.

Beweis. (a) Ist B bezüglich der skalierten Halbgruppe l–zulässig auf R+, so
ist B auch bezüglich der skalierten Halbgruppe l–zulässig auf [0, t0]. Dies ist
aber genau dann der Fall, wenn B bezüglich der unskalierten Halbgruppe l–
zulässig ist, wie wir aus Bemerkung 3.4.12(b) (wegen e−αt0 ≤ e−αt ≤ 1 für
alle t ∈ [0, t0]) wissen. Nun sei B auf [0, t0] l–zulässig bezüglich T(·) und
α > 0. Wie in Lemma 2.2.2 können wir ohne Einschränkung annehmen, daß
‖T(t0)e−αt0‖ < 1 gilt. Dann ist∫∞

0

e−αtT−1(t)Bu(t)dt =

∞∑
n=0

∫ (n+1)t0

nt0

e−αtT−1(t)Bu(t)dt

=

∞∑
n=0

(
e−αt0T(t0)

)n ∫ t0
0

T−1(t)Bu(nt0 + t)e−αt dt.

Das Integral läßt sich wegen der vorausgesetzten l–Zulässigkeit auf [0, t0]

gleichmäßig in n ∈ N0 gegen die l–Norm von u auf R+ abschätzen (beachte
Bemerkung 3.4.12 (a)). Wegen der Abschätzung ‖hf‖l ≤ ‖h‖∞‖f‖l konvergiert
die Reihe in X absolut und genügt einer Abschätzung gegen ‖u‖l(R+,U).
(b) Ist C bezüglich der skalierten Halbgruppe l–zulässig, dann folgt die l–
Zulässigkeit bezüglich T(·) auf [0, t0] wie oben. Es sei also C auf [0, t0] l–
zulässig bezüglich T(·). Wieder können wir ohne Beschränkung der Allge-
meinheit annehmen, daß ‖T(t0)e−αt0‖ < 1 gilt. Es bezecihneIn das Intervall
In := [nt0, (n+1)t0]. Unter Verwendung der Halbgruppeneigenschaft erhalten
wir so

∥∥e−α·CT(·)x
∥∥
L2(R+,X)

=

∥∥∥∥ ∞∑
n=0

1In(·)e−α·CT(·)x
∥∥∥∥
L2(R+,X)

≤
∞∑
n=0

‖e−α·CT(·)x‖L2(In,X)

≤
∞∑
n=0

max{e−αt : t ∈ In} ‖CT(·)x‖L2(In,X)

Vor.
≤ const.

∞∑
n=0

∥∥(e−αt0T(t0)
)n
x
∥∥
X
≤ const. ‖x‖X.
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LEMMA 4.2.4 Falls B ∈ B(U,X−1) für die exponentiell stabile l–beschränkte
und analytische Halbgruppe T(·) l–zulässig ist, so ist die Abbildung u 7→ Φτu

für jedes T > 0 von l([0, T ], U) nach l([0, T ], X) beschränkt.

Beweis. Es sei I := [0, T ] und u eine Funktion aus der Schwartzklasse S (I,U);
wir bezeichnen ihre Nullfortsetzung auf R mit u0. Vermöge der erweiterten
Fouriertransformation gilt dann∥∥∥∥τ 7→ ∫τ

0

T−1(τ−s)Bu(s)ds

∥∥∥∥
l(R,X)

≤ c
∥∥(is+A−1)

−1Bû0(s)
∥∥
l(R,X)

= c
∥∥ [I+(is+A−1)

−1 − is(is+A−1)
−1
]
(I+A−1)

−1B û(s)
∥∥
l(R,X)

(4.2.1)

Es gilt für alle s 6= 0

(is+A−1)
−1 =

∫∞
0

e−istT−1(t)dt.

Da die Funktionen hs(t) := exp(−ist) in L∞(R) gleichmäßig beschränkt sind, ist
{(is+A−1)

−1 : s ∈ I} nach Lemma 3.5.7 l–beschränkt. Damit bilden die in der
eckigen Klammer stehenden Operatoren für s ∈ I eine l–beschränkte Menge
in B(X), sodaß die Behauptung wegen (I+A−1)

−1B ∈ B(U,X) mittels inver-
ser Fouriertransformation folgt. Schließlich zeigt die Dichtheit von S (I,U) in
l(I,U) die gewünschte Behauptung.

4.3 l–Zulässigkeit vom Typ α

DEFINITION 4.3.1 Es seien U,X, Y Banachräume, −A sei Erzeuger einer stark
stetigen Halbgruppe T(·) auf X und α > −1.

(a) Ein Beobachtungsoperator C ∈ B(X1, Y) heiße l–zulässig vom Typ α, falls
für eine Zahl M > 0 und alle x ∈ X1 gilt:∥∥tα2CT(t)x∥∥

l(R+,Y)
≤M‖x‖X.

(b) Entsprechend heiße ein Kontrolloperator B ∈ B(U,X−1) l–zulässig vom
Typ α, falls für alle u ∈ l(R+, U) das Integral

∫∞
0
t
α/2T−1(t)Bu(t)dt in X−1

existiert, Werte in X annimmt und für eine Zahl K > 0 gilt:∥∥∫∞
0

t
α/2T−1(t)Bu(t)dt

∥∥
X
≤ K‖u‖l(R+,U).
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SATZ 4.3.2 Es sei A ein l–sektorieller, dicht definierter Operator vom Typ
ω < π/2 auf dem Banachraum X, der dichtes Bild habe; die von −A er-
zeugte Halbgruppe sei mit T(·) bezeichnet. Es seien Zahlen α > −1 und
β ∈ (−1, 3) derart gegeben, daß k := α+β

2
eine nichtnegative ganze Zahl sei.

Wir betrachten einen stetigen Beobachtungsoperator C : Xk → Y und setzen
WC := {λ

1+β
2 C(λ+A)−k−1, λ > 0}. Dann gelten:

(a) Ist C l–zulässig vom Typ α, so ist WC in B(X, Y) l–beschränkt.

(b) Genügt A quadratischen l–Abschätzungen, und ist WC l–beschränkt, so
ist C l–zulässig vom Typ α.

Beweis. Zunächst verläuft der Beweis wie derjenige im L2–Fall (Satz 2.4.4). Wir
schreiben tα/2CT(t)x = t

α/2−kCA−kϕ0(tA)x mit ϕ0(z) := zke−z und zerlegen ϕ0
als ϕ0(z) = ϕ(z)ψ(z) mit den Funktionen

ϕ(z) = zε(1+ z)−k und ψ(z) = zk−ε(1+ z)ke−z.

Dabei lassen wir die genaue Wahl von ε ∈ (0, 1) noch offen; wir erhalten∥∥tα/2CT(t)x∥∥
l(R+,Y)

=
∥∥tα+1

2 −kCA−kϕ(tA) t−
1/2ψ(tA)x

∥∥
l(R+,Y)

.

=
∥∥tα+1

2 −kCA−kϕ(tA)ψ(tA)x
∥∥
l(R+,

dt
t ,Y)

.

Das Ziel ist, die quadratische l–Abschätzung für ψ auszunutzen; für die aus
Lemma 2.4.3 gegebene Funktion f betrachten wir wieder

K(t)x := k!
2πi

∫
Γ

t
α+1
2 f(z)CR(z, tA)k+1xdz + γt

α+1
2 C(1+ tA)−k−1x

= k!
2πi

∫
Γ

z
1−β
2 f(z)

[(
z
t

) 1+β
2 CR(z

t
, A)k+1

]
dz
z

+ γ
[
t−

1+β
2 C(1

t
+A)−k−1x

]
.

Da die Menge WC beschränkt ist, wissen wir bereits aus dem Beweis von
Satz 2.4.4, daß K(t) eine stetige Erweiterung von t

α+1
2 −kCA−kϕ(tA) ist. Es gilt

nun die l–Beschränktheit von {K(t) : t > 0} nachzuweisen.

Wie in Lemma 2.1.7 können wir die l–Beschränktheit der Operatoren aus WC

auf den Integrationsweg Γ ausdehnen. Um Lemma 3.5.6 verwenden zu kön-
nen wollen wir zeigen, daß die Funktion z 7→ z− 1+β

2 f(z) in L1(Γ) liegt. Da
ϕ ∈ O(|z|ε) für z→ 0 und ϕ ∈ O(|z|ε−1) für z→ ∞ liegt, wissen wir aus Lem-
ma 2.4.3, daß f mit denselben Abschätzungen gewählt werden kann. Damit
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liegt z 7→ z
−1−β
2 f(z) in L1(R+), falls gleichzeitig 1+β

2
−ε < 1 und 1+β

2
+(1−ε) > 1

gelten, mit anderen Worten falls

β−1
2
< ε < β+1

2
.

Wegen β ∈ (−1, 3) ist diese doppelte Ungleichung stets erfüllbar. Aus Lem-
ma 3.5.6 folgt die l–Beschränktheit von {K(t) : t > 0} und daher die Abschät-
zung ∥∥tα/2CT(t)x∥∥

l(R+,Y)
=

∥∥tα+1
2 −kCA−kϕ(tA)ψ(tA)x

∥∥
l(R+,

dt
t ,Y)

=
∥∥K(t)ψ(tA)x

∥∥
l(R+,

dt
t ,Y)

≤ Kβ
∥∥ψ(tA)x

∥∥
l(R+,

dt
t ,X)

≤MKβ‖x‖,

in der, wie angekündigt, die quadratische l–Abschätzung für A benutzt wird.
Es sei nun C l–zulässig. Es ist

λ
1+β
2 C(λ+A)−k−1 =

∫∞
0

λ
1+β
2

(−1)k

k! t
ke−λtCT(t)xdt

=

∫∞
0

( (−1)k

k! λ
1+β
2 t

β
2 e−λt) · (t

α
2CT(t)x)dt.

Im Beweis zu Satz 2.4.4 wurde bereits gezeigt, daß die Funktionenfamilie
hλ(t) := λ

1+β
2 t

β/2e−λt in L2 gleichmäßig beschränkt ist. Daher folgt die l–
Beschränktheit von WC mit Satz 3.7.10.

Die geforderte quadratische l–Abschätzung an A ist dabei für die Gültigkeit
des Satzes notwendig.

SATZ 4.3.3 Es sei A ein l–sektorieller, dicht definierter Operator vom Typ
ωl <

π/2 auf einem Banachraum X, der dichtes Bild habe. Die von −A erzeugte
Halbgruppe sei mit T(·) bezeichnet. Es seien U ein weiterer Banachraum, α >
−1 und β ∈ (−1, 3) so, daß k := α+β

2
eine nichtnegative ganze Zahl ist. Wir

betrachten einen stetigen Kontrolloperator B : U → X−k, und setzen WB :=

{λ
1+β
2 (λ+A−k)

−k−1B, λ > 0}. Dann gelten:

(a) Genügt A ′ quadratischen l–Abschätzungen auf X ′, so impliziert die l–
Beschränktheit von WB die l–Zulässigkeit vom Typ α von B.

(b) Hat U die (α)–Eigenschaft, so impliziert die l–Zulässigkeit vom Typ α

von B die l–Beschränktheit von WB in B(U,X).
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4.3 l–Zulässigkeit vom Typ α

Beweis. Wegen der l–Sektorialität von A können wir ohne Einschränkung k > 0
annehmen. Wir zeigen zunächst, daß die Beschränktheitsbedingung an WB

hinreichend ist: dabei verläuft alles in gewohnten Bahnen: wir wählen ein
θ ∈ (ωl,

π/2), und Γ sei der bekannte Integrationsweg. Als erstes wollen wir
nachweisen, daß das Integral∫∞

0

t
α/2T−k(t)Bu(t)dt (4.3.1)

als Pettis–Integral in X−1 existiert, sodann, daß es eine stetige lineare Abbil-
dung Φ von l(R+, U) nach X definiert. Es sei (X ′)k der mit der Graphennorm
von (A ′)k versehene Definitionsbereich von (A ′)k. Wir betrachten den bereits
in Satz 2.4.6 verwendeten Isomorphismus κk : (X ′)k → (X−k)

′. Es sei also
x ′ ∈ (X ′)k. Dann ist∫∞

0

∣∣〈tα2 T−k(t)Bu(t), x ′〉
∣∣dt =

∫∞
0

∣∣〈tα2−kA−k(tA)kT−k(t)Bu(t), x ′〉
∣∣dt.

Wieder zerlegen wir die Funktion ϕ0(z) = z−ke−z in ϕ0(z) = ψ(z)ϕ(z) mit

ϕ(z) = zε(1+ z)−k und ψ(z) = zk−ε(1+ z)ke−z,

wobei die Wahl von ε ∈ (0, 1) auf später verschoben wird. Es entsteht∫∞
0

∣∣〈tα2 T−k(t)Bu(t), x ′〉
∣∣dt

=

∫∞
0

∣∣〈A−k
−kϕ(tA−k)t

α
2

−kψ(tA−k)Bu(t), x ′〉
∣∣dt

Wie im Beweis von Satz 2.4.6 können wir wegen der Analytizität der Halb-
gruppe wie folgt vertauschen:

=

∫∞
0

∣∣〈tα2−kϕ(tA−k)A
−k
−kψ(tA−k)Bu(t), x ′〉

∣∣dt
=

∫∞
0

∣∣〈tα+1
2

−kA−k
−kψ(tA−k)Bu(t), t−

1/2ϕ(tA−k)
′x ′〉
∣∣dt

≤
∥∥∥∥[tα+1

2
−kA−k

−kψ(tA−k)B
]
u(t)

∥∥∥∥
l(R+,X)

∥∥ϕ(tA ′)x ′
∥∥
l(R+,

dt
t
,X ′)
.

Die l–Beschränktheit der Operatorenfamilie (t
α+1
2

−kA−k
−kψ(tA−k)B)t>0 zeigt

man völlig analog zum Beweis von Satz 4.3.2. Hierbei können wir wieder
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eine geeignete Wahl von ε treffen; die quadratische l–Abschätzung für ϕ auf
X ′ zeigt nun, daß das Integral (4.3.1) schwach existiert, also eine stetige lineare
Abbildung Φ : l(R+, U) → X ′′ definiert. Ist u eine Treppenfunktion, deren Trä-
ger kompakt ist und die Null meidet, so existiert das Integral (4.3.1) sogar als
Bochner-Integral. Wegen der Analytizität der Halbgruppe liegt sein Wert in X.
Da derartige Treppenfunktionen in l(R+, U) dicht liegen (siehe die Bemerkun-
gen nach 3.4.6), ist das Bild von Φ in X enthalten. Nach dem Graphensatz ist
Φ damit auch als Abbildung von l(R+, U) nach X stetig.

Es habe nun also U die (α)–Eigenschaft und B sei l–zulässig vom Typ α. Es
gilt

λ
1+β
2 (λ+A−1)

−k−1B = (−1)k

k!

∫∞
0

λ
1+β
2 tke−λt · T−1(t)Bdt.

Wie bereits im Beweis von Satz 2.4.6 gesehen, sind die Funktionen hλ(t) :=

λ
1+β
2 tke−λt in L2(R+) gleichmäßig beschränkt; mit folgt Korollar 3.7.11 hieraus

die l–Beschränktheit der Menge WB ⊆ B(U,X).

Die geforderte quadratische l–Abschätzung an A ′ ist für die Gültigkeit des
Satzes wiederum notwendig.

4.4 Beispiele l–zulässiger Operatoren

Wir wollen im Falle X = Lp(Ω), p ∈ (1,∞), Beispiele für l–zulässige Kontroll-
und Beobachtungsoperatoren angeben. Wir verwenden dazu eine Notation aus
der Arbeit [20] von GIRARDI und WEIS: Es bezeichne Rad(X) = l(N, X) den
Vektorraum aller Folgen (xj)j aus X, für die die Reihe

∑∞
j=1 rj(·)xj in L2([0, 1], X)

konvergiert. Auf Rad(X) haben wir für q ∈ [1,∞) nach Kahanes Ungleichung
die äquivalenten Normen ‖(xj)‖Radq(X), die durch∥∥(xj)j∥∥Radq(X)

:=
∥∥∑
j

rj(·)xj
∥∥
Lq([0,1],X)

,

gegeben sind.

BEMERKUNG 4.4.1 Mit dem Raum Rad(X) haben wir die folgende äquivalen-
te Formulierung von R–Beschränktheit: Eine Menge {Tj : j ∈ N} ⊆ B(X, Y)

ist genau dann R–beschränkt wenn der zugehörige Diagonaloperator (Tj) von
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Radp(X) nach Radp(Y) beschränkt ist. In diesem Fall ist die Operatornorm von
(Tj) genau die R–Schranke der Menge {Tj : j ∈ N}.

Wir betrachten die Abbildung

IX : Lp(Ω,Radp(X)) → Radp(Lp(Ω,X)),

die durch IXf := (fj)j∈N für f(·) =
(
fj(·)

)
j∈N ∈ Lp(Ω,Radp(X)) gegeben sei.

Nach dem Satz von Fubini ist sie eine Isometrie. Darüber hinaus gilt für Funk-
tionen f ∈ L1(Rn,Radp(X))

Fnf =
(
Fnfj

)
j∈N and F−1

n f =
(
F−1
n fj

)
j∈N.

(siehe [20, 2.4]

Im Folgenden sei A = ε − ∆n für ein ε ≥ 0 und ∆n der Laplace Operator ∆
auf X = Lp(Rn). Es sei weiterhin 1 ≤ k ≤ n, und mit (x, y) seien Variablen des
Rn bezeichnet, wobei x ∈ Rn−k und y ∈ Rk seien.

4.4.1 Beobachtungsoperatoren

Wir untersuchen Beobachtungsoperatoren C, die von X = Lp(Rn) nach Y =

Lp(Rn−k) für k < n bzw. Y = C für k = n abbilden und von der Form
(Cψf)(x) = 〈ψ, f(x, ·)〉k sind, wobei ψ ∈ S ′(Rk) gewählt sei. Die l–Zulässigkeit
solcher Operatoren läßt sich wie folgt charakterisieren:

SATZ 4.4.2 Es seien p ∈ (1,∞), n > k ≥ 1, X = Lp(Rn), Y = Lp(Rn−k),
A = ε−∆n und ε ≥ 0. Es definiert ψ ∈ S ′(Rk) ∩ H−2

p ′ (Rk) genau dann einen
l–zulässigen Beobachtungsoperator Cψ von X nach Y, wenn die Menge{

µ
〈
(µ2+ε− ∆k)

−1ψ, ·
〉

: µ > 0
}
⊂ B(Lp(Rk),C) (4.4.1)

l–beschränkt ist.

Da sowohl X als auch Y endlichen Kotyp haben, fallen die Begriffe der R–
Beschränktheit (bzw. der R–Zulässigkeit) und der l–Beschränktheit (bzw. der
l–Zulässigkeit) zusammen. Wir verlangen ψ ∈ H−2

p ′ (Rk) um sicherzustellen,
daß die Voraussetzung C ∈ B(X1, Y) von Satz 4.1.2 erfüllt ist.
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Beweis. Es sei ein ψ fest gewählt. Wir schreiben abkürzend C := Cψ. Da
A einen beschränkten H∞-Kalkül hat (und Y endlichen Kotyp hat), ist nach
Satz 4.1.2 C genau dann l–zulässig, wenn die Menge{√

λC(λ+A)−1 : λ > 0
}
⊂ B(Lp(Rn), Lp(Rn−k))

R–beschränkt ist. Zunächst wollen wir Tmλ
:=
√
λC(λ+A)−1 als Fouriermul-

tiplikator von Lp(Rn) = Lp(Rn−k, Lp(Rk)) nach Lp(Rn−k) erkennen. Für das
operatorwertige Symbol mλ : Rn−k → B(Lp(Rk),C), ξ 7→ mλ(ξ) zeigen wir also
Tmλ

f = F−1(mλF(f)). Dazu bezeichne nun Fn−k die Fouriertransformation auf
Rn−k und f̂(ξ, y) die partielle Fouriertransformation auf Rn bezüglich x → ξ.
Schließlich sei Ak := ε−∆k, also der auf Rk eingeschränkte Operator A. Dann
ist √

λC(λ+A)−1f = F−1
n−k

(
ξ 7→

√
λ
〈
ψ, (λ+|ξ|2 −Ak)

−1f̂(ξ, ·)
〉 )
,

es gilt also in der Tat Tmλ
f = F−1

n−k(ξ 7→ mλ(ξ)Fn−kf(ξ)) wobei mλ(ξ) =√
λ 〈ψ, (λ+|ξ|2−Ak)

−1 · 〉 : Lp(Rk) → C für ξ ∈ Rn−k.

Es sei (λj)j∈N eine Folge positiver Zahlen und die Operatorenfamilie {Tmλ
: λ >

0} ⊂ B(X, Y) sei R–beschränkt. Wir betrachten das folgende Diagramm

Radp(Lp(Rn−k), Lp(Rk))
(Tmλj

)
// Radp(Lp(Rn−k,C))

Lp(Rn−k,Radp(Lp(Rk)))
(T̃mλj

)
//

��
I
Lp(Rk)

OO

Lp(Rn−k,Radp(C))
��

IC

OO

Nach Bemerkung 4.4.1 gilt für Funktionen f = (fj) aus der Schwartzklasse
S(Rn−k,Radp(Lp(Rk))), daß

T̃mλj
f = F−1

n−k(ξ 7→ mλj(ξ)f̂(ξ, ·)) =
(
F−1
n−k

)[
ξ 7→

(
mλj(ξ)

)(
f̂(ξ, ·)

)]
.

Also ist auch T̃mλj
ein beschränkter Fouriermultiplikator. Dann aber folgt aus

der notwendigen Bedingung [6, Proposition 1] aus der Arbeit von CLÉMENT

und PRÜSS, daß die Menge {
(mλj(ξ))j : ξ ∈ Rn−k

}
in B(Radp(Lp(Rk)),Radp(C)) R–beschränkt sein muß.

Wir zeigen, daß dann auch die Menge der Symbole {mλ(ξ) : λ > 0, ξ ∈
Rm} in B(Lp(Rn),C) R–beschränkt ist: Dazu seien Zahlen ξ1, . . . , ξn ∈ Rn−k,

112



4.4 Beispiele l–zulässiger Operatoren

λ1, . . . , λn > 0 und Funktionen f1, . . . , fn ∈ Lp(Rk) gewählt. Um eine umständ-
liche Notation zu vermeiden, setzen wir diese Elemente mit Nullelementen
zu Folgen (ξj), (λj) und (fj) in den jeweiligen Räumen fort. Schließlich sei
fjk := fjδjk, wobei δjk das Kronecker Symbol bezeichne. Es folgt

E
∥∥∥∥∑
j

εjmλj(ξj)fj

∥∥∥∥2
C

(∗)
= E E ′

∥∥∥∥∑
j,k

εjε
′
kmλj(ξj)fjk

∥∥∥∥2
C

= E
∥∥∥∥∑
k

εk
(
mλj(ξk)

)(
fjk
)
j

∥∥∥∥2
Radp(C)

≤ M E
∥∥∥∥∑
k

εk
(
fjk
)
j

∥∥∥∥2
Radp(Lp(Rk))

= M E E ′
∥∥∥∥∑
j,k

εjε
′
kfjk

∥∥∥∥2
Lp(Rk)

(∗)
= M E

∥∥∥∥∑
j

εjfj

∥∥∥∥2
Lp(Rk)

,

in den beiden mit (∗) bezeichneten Gleichungen haben wir die folgende Aus-
sage aus [10, Lemma 11.2] verwendet: Sind (χk)k eine Folge symmetrischer
reellwertiger unabhängiger Zufallsvariablen auf Ω, (xk) ⊆ X eine Folge in X
und (r ′k) eine unabhängige Folge Bernoullischer Zufallsvariablen auf Ω ′ und
p ∈ [1,∞), so ist

E
∥∥ n∑
k=1

χkxk
∥∥p = E ′E

∥∥ n∑
k=1

r ′kχkxk
∥∥p.

Damit ist die Notwendigkeit von Gleichung (4.4.1) gezeigt.

Für die andere Richtung benutzen wir das Ergebnis [20, Thm. 3.2] von GIRARDI

und WEIS. Es besagt, daß die Menge {Tmλ
: λ > 0} R–beschränkt ist, falls

die Symbole mλ(ξ) die folgende R–Version der Voraussetzungen von Michlins
Multiplikatorsatz erfüllen: Für jeden Multiindex α ∈ Nm0 ist die Menge

{ξαm
(α)
λ (ξ) : ξ 6= 0, λ > 0}

R–beschränkt. Es wäre ausreichend, dies für alle α ≤ (1, . . . , 1) nachzuweisen,
aber den Aufwand reduziert dies nicht. Durch eine Induktion erkennt man die
nachzuweisende R–Beschränktheit als äquivalent zu der R–Beschränktheit der
Mengen

{D̂αmλ(ξ) : ξ 6= 0, λ > 0}
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wobei D̂α := D̂α11 · · · D̂αn−k

n−k und D̂j := ξj
∂
∂ξj

seien.

Mittels einer weiteren Induktion erkennt man, daß es zu jedem Multiindex α
C∞–Funktionen ϕα,ν : Rm → C, ν = 0, . . . , |α| gibt, die positiv homogen vom
Grad 2ν sind (die also ϕα,ν(ρξ) = ρ2νϕα,ν(ξ) für ξ ∈ Rm und ρ ∈ R+ erfüllen),
sodaß gilt:

D̂αmλ(ξ) =
√
λ

|α|∑
ν=0

ϕα,ν(ξ)〈ψ, (λ+|ξ|2 −Ak)
−(ν+1)·〉.

Es seien λ =: σ2 und µ2 := σ2 + |ξ|2 (wir wählen σ, µ > 0). Wegen der Ho-
mogenität und der Abschätzung σ ≤ µ genügt es, die R–Beschränktheit der
Mengen {

µ2ν+1
〈
(µ2 −Ak)

−(ν+1)ψ, ·
〉

: µ > 0
}
⊂ B(Lp(Rk),C)

für ν ∈ N0 nachzuweisen. Da aber die Menge {µ2(µ2 + Ak)
−1 : µ > 0} wegen

der R–Sektorialität von Ak eine R–beschränkte Teilmenge von B(Lp(Rk)) ist, ist
die R–Beschränktheit für ν = 1, also die R–Beschränktheit der Menge{

µ
〈
(µ2+ε− ∆k)

−1ψ, ·
〉

: µ > 0
}

bereits hinreichend, was zu zeigen war.

Nach Bemerkung 3.5.4 sind für p ≤ 2 beschränkte Mengen in B(Lp(Rk),C)

stets l–beschränkt. Es sei außerdem ε > 0 vorausgesetzt. Dann ist für ein
ψ ∈ H−2

p (Rk) = X−1 die Bedingung (4.4.1) äquivalent zur Beschränktheit der
Menge {λ

1/2A−1(λ+A−1)
−1ψ} in X−1. Nach [67, 1.14.2] ist dies nun äquivalent

zu ψ ∈ (X−1, X)1/2,∞ = B−1
p ′,∞(Rk).

BEISPIEL 4.4.3 Wir betrachten den Spezialfall ψ = δ0 ∈ S ′(Rk), den man
als Beobachtung auf einem (n−k)–dimensionalen Teilraum von Rn auffassen
kann.

In [55, Example 3.2, S. 50] zeigt PEETRE, daß δ0 ∈ Bsp,q(Rk) für s ≤ −k/p
und q=∞ gilt. Darüberhinaus wird gezeigt, daß dieses Ergebnis in dem Sinne
optimal ist, daß es für echt größere s oder im Falle s = −k/p und q < ∞ falsch
wird. Es ist also genau dann δ0 ∈ B−1

p ′,∞(Rk), wenn k ≤ p ′. Da wir p ∈ (1, 2]

voraussetzten, können wir als Ergebnis festhalten, daß δ0 für k = 1, 2 (für
A = ε−∆n) stets l–zulässige Beobachtungen definiert. Ist p ∈ (1, n

n−1
], so gilt

dies für alle k = 1, . . . , n.
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Aber auch im Falle p > 2 läßt sich R–Beschränktheit in B(Lp(Ω),C) und dual
dazu in B(C, Lp ′(Ω)) charakterisieren [69]:

SATZ 4.4.4 Es sei (Ω,Σ, µ) ein σ–endlicher Maßraum, p ∈ (2,∞) und (fj) eine
Folge von Funktionen auf Lp ′(Ω). Es seien durch Tj(g) :=

∫
Ω
gfj dµ Operatoren

Tj : Lp(Ω) → C gegeben, und durch Sj : λ 7→ λfj Operatoren C → Lp
′
(Ω)

gegeben. Dann gelten:

(a) Die Menge {Tj : j ∈ N} ist genau dann l–beschränkt, wenn eine positive

Funktion w ∈ L
p
p−2 (Ω) mit ‖w‖ p

p−2
≤ 1 existiert, für die die Funktionen

fj in L2(Ω,w−1dµ) gleichmäßig beschränkt sind.

(b) Die Menge {Sj : j ∈ N} genau dann l–beschränkt, wenn eine positive
Funktion w ∈ L

p
p−2 (Ω) mit ‖w−1‖ p

p−2
≤ 1 so existiert, daß die Funktionen

fj in L2(Ω,wdν) gleichmäßig beschränkt sind.

Beweis. (a). Die l–Beschränktheit von {Tj : j ∈ N} in B(Lp(Ω),C) bedeutet
definitionsgemäß für n ∈ N und beliebige h1, . . . , hn ∈ Lp(Ω) die Abschätzung(

E
∣∣∣∣ n∑
j=1

gjTjhj

∣∣∣∣2)1/2 ≤M(
E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjhj

∥∥∥∥2
Lp

)1/2
Nach der Chinčin–Ungleichung und der Kahane–Ungleichung ist dies äquiva-
lent zu der Abschätzung( n∑

j=1

∣∣Tjhj∣∣2)1/2 ≤ c∥∥∥∥( n∑
j=1

∣∣hj∣∣2)1/2∥∥∥∥
Lp
.

Mit den Konstanten aus den Sätzen 3.1.1 und 3.1.4 können wir c := MBpKp,2
wählen. Wir setzen 1/r := 1/2 − 1/p. Dann ist die letzte Abschätzung nach [32,

Theorem VI.4.5’] äquivalent zur Existenz einer positiven Funktionw ∈ L
p
p−2 (Ω)

mit ‖w‖ p
p−2

≤ 1 und der Abschätzung

∀j ∈ N :
∣∣Tjh∣∣ ≤ c‖h‖L2(Ω,wdµ).

Dies bedeutet aber nichts anderes als fj ∈ (L2(Ω,wdµ)) ′ = L2(Ω,w−1dµ) mit
einer gleichmäßigen Normabschätzung gegen c.
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(b). Die l–Beschränktheit von {Tj : j ∈ N} in B(C, Lp ′(Ω)) ist wie oben äquiva-
lent zu einer Abschätzung der Form∥∥∥∥( n∑

j=1

∣∣λjfj∣∣2)1/2∥∥∥∥
Lp

′
≤ c
( n∑
j=1

|λj|
2

)1/2
,

und mit 1/r := 1/p ′ − 1/2 ist dies nach [32, Theorem VI.4.2’] gleichbedeutend

zur Existenz einer postiven Funktion w ∈ L
p ′
2−p ′ (Ω) mit ‖w−1‖ p ′

2−p ′
≤ 1 die die

Abschätzung
∀j ∈ N : ‖Sjλ‖L2(Ω,wdµ) ≤ c|λ|

erfüllt. Dies war zu zeigen.

4.4.2 Kontrolloperatoren

Der adjungierte Operator C∗ψ von Cψ ist als die Abbildung g 7→ g⊗ψ gegeben.
Ist nämlich g ∈ Lp ′(Rn−k) und f ∈ Lp(Rn), so ist nach dem Satz von Fubini

〈g,Cψf〉 =

∫
Rn−k

g(x)〈ψ, f(x, ·)〉 dx = 〈ψ,
∫
g(x)f(x, ·)dx〉 = 〈g⊗ψ, f〉.

Wir erhalten mittels Dualisieren von Satz 4.4.2 das folgende Ergebnis:

SATZ 4.4.5 Es seien p ∈ (1,∞), n > k ≥ 1, X = Lp(Rn), U = Lp(Rn−k),
A = ε−∆n und ε ≥ 0. Dann erzeugt φ ∈ S ′(Rk)∩H−2

p (Rk) genau dann einen
l–zulässigen Kontrolloperator Bφ : g 7→ g⊗ φ, wenn die Menge{

µ(µ2+ε− ∆k)
−1φ : µ > 0

}
⊂ B(C, Lp(Rk)) (4.4.2)

l–beschränkt ist.

4.5 l–Beobachtbarkeit

Betrachten wir Lösungen des Kontrollsystems (KS){
x ′(t) +Ax(t) = Bu(t)

y(t) = Cx(t)
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für l–zulässige Kontroll– und Beobachtungsoperatoren B und C, so stellen sich
etwa die folgenden Fragen: welche Werte kann die Lösung x annehmen, und
kann man durch geeignete Kontrollfunktionen u einen gewünschten Zustand
in vorgegebener Zeit erreichen? Welche Rückschlüsse auf die Lösung x lassen
die Beobachtungen durch C zu? Dazu betrachten wir die folgenden Abbil-
dungen: Zu τ > 0 seien die Beobachtung und die Steuerung auf [0, τ] gegeben
durch

Ψτ :

{
X1 → l([0, τ], Y)

x 7→ CT(·)x und Φτ :


l([0, τ], U) → X

u 7→
τ∫
0

T−1(τ−s)Bu(s)ds.

Dazu betrachten wir noch die entsprechenden Abbildungen Ψ∞ : X1 → l(R+, Y)

und Φ∞ : l(R+, U) → X, die durch Ψ∞u = CT(·)u beziehungsweise Φ∞u :=∫∞
0
T−1(t)Bu(t)dt gegeben sind.

Die l–Zulässigkeitsabschätzung erlaubt es, die Abbildung Ψτ auf X fortzuset-
zen; wir erhalten so eine Abbildung Ψ+

τ : X → l(L2([0, τ]), Y); entsprechendes
gilt für Ψ∞. Ψ+

τ ist also abstrakt als stetige Fortsetzung gegeben; wir haben je-
doch für x ∈ X1 die Beziehung Ψ+

τ x = uΨτx. Ist die Halbgruppe T(·) analytisch,
so ist Ψ+

τ x stets durch die Funktion CT(·)x repräsentiert.

Desgleichen können wir Φτ sowohl als Abbildung von l([0, τ], U) nach X als
auch, durch (stetige) Fortsetzung auf den Abschluß, als Abbildung des Opera-
torraums l(L2([0, τ]), U) nach X begreifen (gleiches gilt für Φ∞). Wir schreiben
hierfür analog Φ+

τ bzw. Φ+∞.

Bei der Frage der l–Beobachtbarkeit untersuchen wir, welche Rückschlüsse die
beobachtete Lösung y(t) = Cx(t) auf x zuläßt. Im Folgenden sei −A Erzeuger
einer stark stetigen beschränkten Halbgruppe T(·) auf X und C ∈ B(X1, Y) sei
ein l–zulässiger Beobachtungsoperator.

4.5.1 Exakte l–Beobachtbarkeit

SATZ UND DEFINITION 4.5.1 Das Kontrollsystem (A,C) heiße auf [0, τ] exakt
l–beobachtbar , falls der Anfangszustand in eindeutiger Weise und stetiger Ab-
hängigkeit aus der Beobachtung hergeleitet werden kann, wenn also ein γ > 0
so existiert, daß für alle x ∈ X1 gilt: ‖Ψτx‖l([0,τ],Y) ≥ γ‖x‖X. Dies gilt genau
dann, wenn Ψ+

τ injektiv ist und einen abgeschlossenen Wertebereich besitzt.
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Beweis. Wenn (A,C) exakt l–beobachtbar ist, so gilt offenbar die Abschätzung
‖Ψ+
τ x‖l(L2([0,τ]),Y) ≥ γ‖x‖X für alle x ∈ X. Damit ist Ψ+

τ injektiv. Ist (xn) eine
Folge in X, für die (Ψ+

τ xn) in l(L2([0, τ]), Y) konvergiert, so folgt aus der ex-
akten l–Beobachtbarkeit, daß (xn) eine Cauchyfolge ist; sie konvergiert also
gegen ein x ∈ X und die Stetigkeit von Ψ+

τ impliziert die Abgeschlossenheit
des Bildes in l(L2([0, τ]), Y). Nun zur umgekehrten Richtung: als abgeschlos-
sener Unterraum von l(L2([0, τ]), Y) ist R(Ψ+

τ ) ein Banachraum. Wir können
also die Bijektion Ψ̃+

τ : X→ R(Ψ+
τ ) betrachten. Nach dem Satz von der offenen

Abbildung ist diese offen, ihre Inverse also stetig. Dies zeigt, daß (A,C) exakt
l–beobachtbar ist.

Es gilt ‖Ψ+
t x‖l ≥ ‖Ψ+

s x‖l, falls t ≥ s. Für x ∈ X1 ist dies klar, und so folgt der
allgemeine Fall wegen der Dichtheit von X1 in X. Wir sehen also, der Begriff
der exakten l–Beobachtbarkeit auf [0, τ] mit wachsendem τ schwächer wird.

Die Eigenschaft eines Beobachtungsoperators C, auf [0, τ] exakt l–beobachtbar
zu sein, hängt nicht von Skalierungen der Halbgruppe ab, denn nach Bemer-
kung 3.4.12 (b) ist für beliebiges λ ∈ C und x ∈ X1

‖CT(·) exp(λ·)x‖l ≥ min(1, eτReλ) ‖CT(·)x‖l ≥ min(1, eτReλ)γ‖x‖.

Wir können also ohne Einschränkung von exponentiell stabilen Halbgruppen
ausgehen. In diesem Falle können wir von der exakten l–Beobachtbarkeit auf
R+ stets diese auch auf einem hinreichend großen Intervall erhalten. Diese
Idee wurde in [62, Proposition 2.8] für den Hilbertraumfall ausgeführt.

BEMERKUNG 4.5.2 Es sei T(·) eine stabile Halbgruppe und x ∈ X1. Dann ist

‖CT(·)x‖l(R+,Y) = ‖1[0,τ](·)CT(·)x+ 1[τ,∞)(·)CT(·)x‖l([0,∞],Y)

≤ ‖CT(·)x‖l([0,τ],Y) + ‖CT(·)x‖l([τ,∞),Y).

Es bezeichne K die Konstante der l–Zulässigkeit von C und γ die Konstante
der exakten l–Beobachtbarkeit von (A,C) auf R+. Dann gilt

‖CT(·)x‖l([0,τ],Y) ≥ ‖CT(·)x‖l(R+,Y) − ‖CT(·)x‖l([τ,∞),Y)

= ‖CT(·)x‖l(R+,Y) − ‖CT(·)T(τ)x‖l(R+,Y)

≥ (γ− K‖T(τ)‖) ‖x‖.

Die exponentielle Stabilität sichert nun, daß die Zahl in der Klammer für hin-
reichend großes τ positiv wird. Damit folgt exakte l–Beobachtbarkeit auf [0, τ].
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SATZ 4.5.3 Ist −A Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe T(·) und ist C ∈
B(X1, Y) sowohl l–zulässig als auch das System (A,C) exakt l–beobachtbar, so
besitzt A für jedes θ > π/2 einen beschränkten H∞(Sθ)–Kalkül.

Beweis. Der Übersichtlichkeit halber identifizieren wir im folgenden erzeugen-
de Funktionen h ∈ l(Ω,Y) und die erzeugten Operatoren uh ∈ l(L2(Ω,Y). Es
sei E : L2(R+) → L2(R) die Nullfortsetzung, also (Ef)(t) := f(t) für t ≥ 0

und Null sonst. Weiter sei P der (zu E adjungierte) Einschränkungsoperator
P : L2(R) → L2(R+), Pf := f|R+ . Dann gelten für die Erweiterungen die Bezie-
hungen

P⊗ : l(L2(R+), Y) → l(L2(R), Y) und E⊗ : l(L2(R), Y) → l(L2(R+), Y),

beide mit einer Norm von höchstens eins. Es ist E⊗P⊗ = Id. Dies zeigt, daß
l(L2(R+), Y) ein komplementierter Teilraum von l(L2(R), Y) ist.

Wegen der l–Zulässigkeit und der exakten l–Beobachtbarkeit ist also Ψ+∞(X) ein
zu X isomorpher Teilraum in l(L2(R+), Y) und damit auch in l(L2(R), Y). Es sei
Ut die durch (Utu)f := u(f(·−t)) gegebene Translationsgruppe auf l(L2(R), Y).
Sie werde von −B erzeugt. Dann gilt die Dilatationsgleichung

Ψ+∞T(t)x = E⊗UtP
⊗Ψ+∞x. (4.5.1)

Grund hierfür ist, daß für x ∈ X1 gilt (P⊗Ψ+∞x)(s) = CT(s)x für s ≥ 0 und
(P⊗Ψ∞x)(s) = 0 für s < 0. Also folgt

(UtP
⊗Ψ∞x)(s) = (P⊗Ψ∞x)(s+ t) =

{
CT(s)T(t)x s ≥ −t

0 s < −t.

und damit E⊗UtP⊗Ψ∞x = Ψ∞T(t)x. Die Dilatationsgleichung (4.5.1) läßt sich
zunächst wegen der Resolventendarstellung über die Laplace-Transformation
der Halbgruppe zunächst auf die Resolventen der Erzeuger −A und −B fort-
setzen:

Ψ∞(λ+A)−1x = Ψ∞
∫∞
0

e−λtT(t)xdt =

∫∞
0

e−λtΨ∞T(t)xdt
=

∫∞
0

e−λtE⊗UtP
⊗Ψ∞xdt = E⊗

∫∞
0

e−λtUt(P
⊗Ψ∞x)dt

= E⊗(λ+B)−1P⊗Ψ∞x.
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Nach der Definition des Funktionalkalküls erhalten wir sie schließlich auch für
ψ(A) und ψ(B) mit ψ ∈ H∞

0 :

Ψ∞ψ(A) = E⊗ψ(B)P⊗Ψ∞.
Da B einen beschränkten H∞(Sθ)–Kalkül besitzt [18, Satz 6.1.3] ergibt sich
hieraus

‖f(A)‖ ≤ ‖Ψ−1∞ ‖ ‖Ψ∞f(A)‖ ≤M‖Ψ−1∞ ‖ ‖Ψ∞‖ ‖f‖∞.
SATZ 4.5.4 Es sei X ein Banachraum und −A Erzeuger einer stark stetigen
Halbgruppe T(·) auf X. Y sei ein weiterer Banachraum mit der (α)–Eigenschaft
und C ∈ B(X1, Y) ein l–zulässiger Beobachtungsoperator für das System (A,C).
Ist (A,C) auf R+ exakt l–beobachtbar, so existiert eine Zahl m > 0 so, daß die
folgende Abschätzung gilt: Für alle n ∈ N, λ1, . . . , λn mit positivem Realteil
und x1, . . . , xn ∈ X1 gilt:

mE
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjRe(λj) xj

∥∥∥∥2
X

≤ E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gj(λj−A)xj

∥∥∥∥2
X

+ E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjRe(λj)
1/2Cxj

∥∥∥∥2
Y

Dabei seien g1, . . . , gn unabhängige Gaußsche Zufallsvariablen.

Beweis. Es ist λ−A Erzeuger der Halbgruppe exp(λ·)T(·) und daher

(λ−A)

∫ t
0

eλsT(s)x0 ds = eλtT(t)x0 − x0.

Schreiben wir x(t) = T(t)x0, so erhalten wir hieraus mit zλ := (λ−A)x

x(t) = e−λtx0 +

∫ t
0

e−λ(t−s)T(s)zλ ds.

Wir bezeichnen mit es die durch es(t) := 1[0,∞)(t) exp(st) gegebene Funktion.
Dann ist Ψ∞x0 = Cx(t) = e−λ ⊗ Cx0 + (e−λ ∗ CT(·)zλ)(t). Mit dieser Darstel-
lung zeigen wir nun die Behauptung: Es seien λ1, . . . , λn mit positivem Realteil
sowie x1, . . . , xn gegeben. Indem wir die obige Darstellung für die Anfangs-
werte xj und zugehörige λj bzw. zλj = (λj −A)xj betrachten, erhalten wir für
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ein m > 0 die Abschätzung

mE
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjRe(λj) xj

∥∥∥∥
l(R+,Y)

≤ E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjRe(λj)Ψ∞xj
∥∥∥∥
l(R+,Y)

≤ E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjRe(λj) e−λj ⊗ Cxj
∥∥∥∥
l(R+,Y)

+E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjRe(λj)
[
e−λj∗CT(·)zλj

]
(·)
∥∥∥∥
l(R+,Y)

.

Wir zeigen nun die Behauptung in zwei separaten Schritten für die beiden
Summanden: Betrachten wir die Abbildung Mλ : C → L2(R+), Mλ(α) =

αRe(λ)1/2e−λ, so ist für alle λ mit positivem Realteil ‖Mλ‖ = 1. Damit ist
die Menge {Mλ1, . . . ,Mλn} in B(C, L2(R+)) unabhängig von der Wahl der λn
und von n ∈ N beschränkt. Nach Satz 3.7.3 und Bemerkung 3.7.5 ist also
{M⊗

λ1
, . . . ,M⊗

λn
} von l(C, Y) nach l(L2(R+), Y) unabhängig von der Wahl der λn

und n ∈ N l–beschränkt. Ist u : α 7→ αy ein Element von l(C, Y), so ist

(M⊗
λu)(f) = u(M ′

λ(f)) = y〈f,mλ〉L2(R+) = uy⊗mλ
f.

Das zeigt nun, daß die Bilder von Operatoren aus l(C, Y) durch Funktio-
nen y⊗mλ ∈ l(R+, Y) erzeugt werden; wir können deshalb die Operatoren
{M⊗

λ1
, . . . ,M⊗

λn
} als l–beschränkt von l(C, Y) nach l(R+, Y) auffassen und erhal-

ten aus der Isomorphie l(C, Y) ∼ Y die Abschätzung

E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjRe(λj) e−λj ⊗ Cxj
∥∥∥∥
l(R+,Y)

≤ const. E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjRe(λj)
1/2Cxj

∥∥∥∥
Y

.

Ähnlich können wir auch den zweiten Summanden angehen: Wir betrachten
die Faltungsoperatoren Sλ ∈ B(L2(R+)), die durch Faltung mit der L1–Funktion
Re(λ)e−λ gegeben sind. Für beliebige λ mit positivem Realteil ist nach der
Young–Ungleichung ‖Sλ‖ ≤ 1. Damit ist {Sλ1, . . . , Sλn} unabhängig von der
Wahl der λn und n ∈ N beschränkt in B(L2(R+)); damit ist nach Satz 3.7.3
auch die Menge {S⊗λ1, . . . , S

⊗
λn

} unabhängig von der Wahl der λn und n ∈ N in
B(l(L2(R+), Y)) l–beschränkt. Wir erhalten

(S⊗λuf)(g) = uf(S
′
λg) = 〈f, S ′λg〉L2(R+) = 〈Sλf, g〉L2(R+) = uSλf(g)
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und daraus die Abschätzung

E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gj
[
(Re(λj)e−λj)∗CT(·)zλj

]
(·)
∥∥∥∥
l(R+,Y)

≤ c1E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjCT(·)zλj

∥∥∥∥
l(R+,Y)

≤ c2E
∥∥∥∥ n∑
j=1

gjzλj

∥∥∥∥
X

unter Verwendung der l–Zulässigkeit von C. Jetzt können wir die Behaup-
tung aus den beiden separat gezeigten Abschätzungen mit Hilfe der Kahane–
Ungleichung gewinnen.

BEMERKUNG 4.5.5 Man beachte, daß die Abschätzung des obigen Satzes aus-
drücklich auch auf dem Spektrum von A gilt. Ist −A etwa Erzeuger einer
l–beschränkten analytischen Halbgruppe, so ist die Abschätzung für λj /∈ Sωl
immer erfüllt, da wegen der l–Sektorialität ein m > 0 existiert, das die Un-
gleichung auch ohne den dritten Term erfüllt. Damit gilt die Abschätzung
unabhängig von der Wahl von C.

BEMERKUNG 4.5.6 Sind X und Y Hilberträume (oder allgemeiner vom Typ und
Kotyp zwei), so erhält man aus dem obigen Satz als notwendige Voraussetzung
die Existenz einer Abschätzung der Form

m‖Re(λ) x‖2X ≤ ‖(λ−A)x‖2X + ‖Re(λ)
1/2Cx‖2Y (4.5.2)

für beliebige x ∈ X und λmit positivem Realteil. Dies wird in [62, Theorem 1.2]
von RUSSELL und WEISS behandelt. Die Autoren stellten die (noch immer un-
bewiesene) Vermutung auf, diese als „Hautus Test“ bekannten Abschätzung
sei äquivalent zur exakten (l–)Beobachtbarkeit von C. Es existieren partielle
positive Ergebnisse, etwa im Hilbertraumfall unter der Voraussetzung, daß
C ∈ B(X, Y) und A (!) stetig sei (siehe [62]). Eine weniger restriktive und den-
noch hinreichende Zusatzvoraussetzung wird in [31] angegeben: A sei ein Dia-
gonaloperator auf einem separablen Hilbertraum, die Eigenwerte von A besit-
zen positiven Realteil (also lim e−tAx = 0 für alle x ∈ X) und C ∈ B(X1,C) = X ′1
sei L2–zulässig.

Andererseits ist von JACOB und ZWART [30] gezeigt worden, daß die Abschät-
zung (4.5.2) für beliebige Hilberträume und der Wahl Y = C nicht hinreichend
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ist, um die exakte Beobachtbarkeit des Systems sicherzustellen. Ihr Gegen-
beispiel stützt sich jedoch darauf, daß der angegebene Operator A keinen be-
schränkten H∞–Kalkül besitzt; dies aber haben wir oben als notwendig erkannt
( man beachte, daß die oben erwähnten Diagonaloperatoren aus dem positiven
Ergebnis [31] einen besonders guten Funktionalkalkül besitzen), Insbesondere
ist also noch kein Gegenbeispiel bekannt, wenn man zur Abschätzung (4.5.2)
die Voraussetzung eines beschränkten H∞–Kalküls von A hinzunimmt (siehe
auch [3, Problem 30] und dortige Referenzen).

BEMERKUNG 4.5.7 Insgesamt ist der Begriff der exakten Beobachtbarkeit zu
stark, um im allgemeinen unendlichdimensionalen Fall von Bedeutung zu sein:
ist etwa Y ein endlichdimensionaler Raum, oder allgemeiner ein Hilbertraum,
so implizieren exakte l–Beobachtbarkeit und l–Zulässigkeit, daß die Abbildung
Ψ∞ ein Isomorphismus von X auf einen Hilbertraum ist (nämlich auf einen
abgeschlossenen Unterraum von l(R+, Y) = L2(R+, Y)). Insbesondere muß X
also Typ und Kotyp 2 haben.

Wir betrachten daher als nächstes eine schwächere Form von Beobachtbarkeit,
die im Falle endlichdimensionaler Räume X,U, Y mit der exakten Beobacht-
barkeit zusammenfällt, also ebenfalls als Erweiterung des klassischen Begriffs
angesehen werden kann:

4.5.2 Approximative l–Beobachtbarkeit

SATZ UND DEFINITION 4.5.8 Das Kontrollsystem (A,C) heiße auf [0, τ] appro-
ximativ l–beobachtbar , falls eine Beobachtung y den Anfangszustand eindeutig
festlegt, wenn also Ψτ injektiv ist. Dies ist äquivalent zu: Aus CT(·)x = 0 fast
überall auf [0, τ] folgt x = 0.

Beweis. Ist das System approximativ l–beobachtbar und gilt CT(·)x = 0 fast
überall auf [0, τ], so ist offenbar Ψτx = 0 und daher x = 0. Es sei umgekehrt
Ψτx = 0. Wir betrachten eine meßbare Menge I ⊆ [0, τ] mit positivem Maß
und die Funktion e(t) := |I|−

1/21I(t). Es ist also ‖e‖L2 = 1. Nach der Defi-
nition der l–Norm folgt dann für das einelementige Orthonormalsystem {e},
daß ‖

∫
I
CT(s)xds‖Y ≤ |I|

1/2‖Ψτx‖l = 0. Dies gilt für beliebige meßbare Mengen
positiven Maßes, also ist CT(·)x = 0 fast überall. Somit ist x = 0.
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DEFINITION 4.5.9 Das Kontrollsystem (A,C) heiße auf R+ approximativ l–
beobachtbar, falls Ψ∞ injektiv ist, oder äquivalent, falls N :=

⋂
τ>0 kerΨτ = {0}

gilt.

BEMERKUNG 4.5.10 Offenbar wird auch der Begriff der approximativen l–Be-
obachtbarkeit mit wachsendem Intervall [0, τ] oder dem Grenzfall R+ schwä-
cher. Exponentielle Stabilität, die wir in Bemerkung 4.5.2 dazu verwenden
konnten, von exakter l–Beobachtbarkeit R+ diese auch auf hinreichend großen
endlichen Intervallen zu erhalten, kann bei approximativer l–Beobachtbarkeit
keine Rolle spielen:

BEISPIEL 4.5.11 Wir betrachten etwa X = L2(R+), die durch Cf :=
∫1
0
f(t)dt

gegebene Beobachtung C : X → Y := C und die exponentiell stabile Halb-
gruppe (T(t)f)(s) := e−tf(t + s). Als stetiger Operator auf X ist C wegen der
exponentiellen Stabilität der Halbgruppe nach Lemma 4.2.2 und 4.2.3 eine l–
zulässige Beobachtung für T(·). Weiterhin ist das System (A,C) zwar auf R+,
aber offenbar auf keinem endlichen Intervall approximativ l–beobachtbar.

LEMMA 4.5.12 Es seien T(·) eine analytische Halbgruppe mit Erzeuger −A

und C ein für A l–zulässiger Beobachtungsoperator. Ist (A,C) für ein τ > 0 auf
[0, τ] approximativ l–beobachtbar, so gilt dies für alle τ > 0.

Beweis. Wir verwenden die Äquivalenz aus Definition 4.5.8. Zunächst ist we-
gen

CT(t)x = C(I+A)−1 (I+A)T(t)x

die Funktion CT(·)x für jedes x ∈ X auf (0,∞) analytisch. Ist sie auf einem
Intervall [0, τ] identisch Null, so gilt dies folglich auf ganz R+. Damit ist die
Injektivität von Ψτ nicht vom gewählten Intervall abhängig.

4.6 l–Steuerbarkeit

Es sei im Folgenden −A Erzeuger einer stark stetigen beschränkten Halbgrup-
pe T(·) auf X, und B sei ein stetiger Kontrolloperator von U nach X−1. Um
Φτ : l([0, τ], U) → X für alle τ > 0 stetig zu wissen, setzen wir B als l–zulässig
voraus.
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4.6.1 Exakte l–Steuerbarkeit

DEFINITION 4.6.1 Das System (A,B) heiße auf [0, τ] exakt l–steuerbar, falls jeder
beliebige Zustand in der Zeit τ erreichbar ist, also falls Φ+

τ surjektiv ist.

Offenbar ist das System (A,B) genau dann exakt l–steuerbar, wenn (Φ+
τ ) ′

injektiv ist und abgeschlossenen Wertebereich hat. Dies folgt aus dem dich-
ten Bild von Φ+

τ zum einen und dem Satz vom abgeschlossenen Wertebe-
reich (siehe etwa [73, Theorem IV.5.1]) auf der anderen Seite. Damit folgt:
(A,B) ist genau dann exakt l–steuerbar, wenn ein γ > 0 so existiert, daß gilt
‖(Φ+

τ ) ′x ′‖l(L2([0,τ]),U) ′ ≥ γ‖x ′‖X ′. Es seien f ∈ l([0, τ], U) und x ′ ∈ (X−1)
′. Dann

gilt

〈uf, (Φ+
τ ) ′x ′〉 = 〈Φ+

τ uf, x
′〉 = 〈Φτf, x ′〉

= 〈
∫τ
0

T−1(s)Bf(s)ds, x
′〉

=

∫τ
0

〈f(s), B ′T−1(s)
′x ′〉 ds.

Unter Beachtung von Lemma 3.6.6 zeigt die Dichtheit der Operatoren uf in
l(L2([0, τ]), U) also (Φ+

τ ) ′x ′ = uB ′T−1(·) ′x ′ für x ′ ∈ (X−1)
′. Ist X ein reflexiver

Raum, so ist (X−1)
′ = [D(A ′)]; das System (A,B) ist also auf [0, τ] genau dann

exakt l–steuerbar ist, wenn (A ′, B ′) auf [0, τ] exakt l–beobachtbar ist.

Ist B ∈ B(U,X), so ist nach [8, Theorem 4.1.5]Φτ kompakt. Ist U also endlichdi-
mensional, X aber nicht, so kann (A,B) für kein B ∈ B(U,X) exakt l–steuerbar
sein.

Analog zum endlichen Fall kann man auch exakte l–Steuerbarkeit auf R+ über
die Surjektivität von Φ+∞ erklären. Dieser Begriff ist schwächer als exakte l–
Steuerbarkeit auf endlichen Intervallen: Ist nämlich u ein Kontrollfunktion, für
die Φ+

τ u = x gilt, so ist für ũ(t) := u(τ−t)1[0,τ](t)) offenbar Φ∞ũ = x.

4.6.2 Approximative l–Steuerbarkeit

DEFINITION 4.6.2 Das System (A,B) heiße auf [0, τ] approximativ l–steuerbar,
falls von jedem Anfangszustand a ∈ X jeder Zustand b ∈ X in der Zeit τ
approximiert werden kann, also falls Φτ in X dichten Wertebereich hat.
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Im Falle endlichdimensionaler Räume X, Y, U sind die Bilder von Φτ unab-
hängig vom Zeitpunkt τ > 0 (siehe etwa [74, Proposition 1.1]). Die folgende
Beobachtung von FATTORINI [14] erlaubt jedoch für analytische Halbgruppen
eine solche Unabhängigkeit zu zeigen.

LEMMA 4.6.3 Es gilt x ′ ∈ R(Φτ)
⊥ bezüglich der Dualität 〈X,X ′〉 genau dann,

wenn B ′T−1(·) ′x ′ = 0 auf [0, τ]. Für analytische Halbgruppen T(·) hängt daher
die approximative Steuerbarkeit nicht vom gewählten Intervall [0, τ] ab.

Beweis. Es sei 〈Φτu, x ′〉 = 0 für alle u ∈ l([0, τ], U). Die Wahl u = u0 ⊗ h für
Funktionen h ∈ L2([0, τ]) und u0 ∈ U zeigt, daß stets∫τ

0

h(t)〈B ′T−1(t)
′x ′, u0〉U ′,U dt = 0

gilt, woraus B ′T−1(·) ′x ′ = 0 auf [0, τ] folgt. Umgekehrt folgt aus B ′T−1(·) ′x ′ = 0

zunächst, daß x ′ alle Elemente der Form Φτ(u ⊗ h) annulliert. Die Dichtheit
derselben und die Stetigkeit von Φτ zeigen dann, wie erwartet x ′ ∈ R(Φτ)

⊥.
Die Analytizität von B ′T−1(·) ′x ′ zeigt nun wegen des Identitätssatzes die Zeit-
unabhängigkeit der approximativen Steuerbarkeit.

SATZ UND DEFINITION 4.6.4 Das System (A,B) heiße auf R+ approximativ l–
steuerbar, wennΦ∞ dichten Wertebereich hat. Dies gilt genau dann, wenn jeder
Zustand in endlicher Zeit approximierbar ist, also falls der Erreichbarkeitsraum
R :=

⋃
τ>0R(Φτ) dicht in X liegt.

Beweis. R sei dicht in X. Zu einem fest gewählten a > ω∞(T(t)) existiert ein
t0 > 0 so, daß für alle τ > t0 gilt: ‖T(τ)e−aτ‖ ≤ 1/2. Also ist Fτ := (I −

T(τ)e−aτ)−1 für alle τ ≥ t0 ein Isomorphismus in B(X). Ist ein solches τ fixiert
und t = nτ + s mit s ∈ [0, τ], n ∈ N0, so sei die Funktion uτ definiert als
uτ(t) = uτ(nτ+s) := u(τ−s)e−aτn. Es ist also

Φ∞uτ =

∫∞
0

T−1(t)Buτ(s)ds =

∞∑
n=0

∫ (n+1)τ

nτ

T−1(t)Buτ(s)ds

=

∞∑
n=0

(T(τ))n
∫τ
0

T−1(t)Bu(τ−s)e−aτnds

=

∞∑
n=0

(T(τ)e−aτ)nΦτu = FτΦτu.
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4.7 Input-Output Regularität

Wir zeigen, daß Φ∞ dichten Wertebereich hat. Dazu sei x ∈ X und ein ε > 0
gewählt. Da Fτx mit wachsendem τ gegen x konvergiert existiert ein s > t0
so, daß ‖Ftx − x‖ < ε

3
und ‖Ft‖ ≤ 2 für alle t ≥ s gelten. Da R dicht ist,

gibt es ein τ0 > 0 und ein u ∈ l([0, τ], U) so, daß ‖x − Φτ0u‖ < ε
3

. Es sei τ
das Maximum von s und τ0. Da die Wertebereiche der Abbildungen Φτ mit
wachsendem τ (bezüglich der Inklusionshalbordnung) wachsen, können wir
ohne Einschränkung davon ausgehen, daß τ = τ0 gilt. Dann ist

‖Φ∞uτ − x‖ = ‖FτΦτu− x‖ ≤ ‖FτΦτu− Fτx‖+ ‖Fτx− x‖ ≤ ε,

woraus die eine Richtung folgt.
Umgekehrt nehmen wir an, R sei nicht dicht in X. Dann existieren x ∈ X, ε > 0
derart, daß für alle τ > 0 : dist(R(Φτ), x) > ε. Es sei Sτ : l([0, τ], U) → X durch
Sτu :=

∫τ
0
T(s)Bu(s)ds gegeben. Offenbar ist R(Φτ) = R(Sτ), sodaß für alle

τ > 0 gilt: dist(R(Sτ), x) > ε und daher dist(R(Φ∞), x) ≥ ε. Dann aber hat Φ∞
keinen dichten Wertebereich.

4.7 Input-Output Regularität

Betrachten wir das Kontrollsystem{
x ′(t) +Ax(t) = Bu(t), x(0) = x0,

y(t) = Cx(t)

so stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen an A,B,C Kontroll-
funktionen u aus Lp(R+, U) eine beobachtete Lösung y(t) = CT(t)x0+(CT(·)B∗
u)(t) in Lp(R+, Y) nach sich ziehen. Da der erste Summand bereits in der Dis-
kussion der Lp–Zulässigkeit in Abschnitt 2.3 behandelt wurde, können wir
x0 = 0 annehmen.

Ist −A Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe auf X, so ist die Input-Output
Funktion F∞ durch F∞(u) := CT(·)B ∗ u gegeben. Wir möchten diese als
Fouriermultiplikator auffassen (dies wurde in [33, Sect. 4] für den Spezialfall
B ∈ B(X, Y) und B ∈ B(U,X) bereits untersucht). Es liege also die imaginäre
Achse mit möglicher Ausnahme des Nullpunktes in der Resolventenmenge
von A. Wir betrachten das Symbol ξ 7→ C(iξ+A−1)

−1B: falls das Bild von B
und der Definitionsbereich von C insoweit zusammenpassen, daß für jedes
ξ 6= 0 der Operator C(iξ+A−1)

−1B stetig von U nach Y abbildet, nennen wir
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die Input-Output Abbildung Lp–regulär, falls F∞ stetig von Lp(R+, U) nach
Lp(R+, Y) abbildet.

Notwendig für die Lp–Beschränktheit von F∞ ist nach [6, Proposition 1] die
R–Beschränktheit des Symbols auf seinen Lebesgue–Punkten, also die R–Be-
schränktheit der Menge

{C(iξ+A−1)
−1B : ξ 6= 0} in B(U, Y). (4.7.1)

Sind U und Y UMD–Räume, so besagt der Satz [68, Theorem 3.4], daß die
zusätzliche Forderung der R–Beschränktheit der Operatoren

{
ξ
d

dξ
C(iξ+A−1)

−1B : ξ 6= 0
}

hinreichend ist, um die Lp–Beschränktheit von F∞ sicherzustellen. Nun ist

ξ
d

dξ
C(iξ+A−1)

−1B = −iξ
1/2CR(iξ,−A) · ξ1/2R(iξ,−A−1)B,

woraus unmittelbar folgt:

SATZ 4.7.1 Es sei −A Erzeuger einer R–beschränkten analytischen Halbgruppe
auf X, die Räume U, Y haben die UMD–Eigenschaft und die Beobachtungs–
und Kontrolloperatoren B und C seien R–zulässig. Dann ist die Input-Output
Abbildung F∞ genau dann Lp–regulär, wenn die Menge (4.7.1) in B(U, Y) R–
beschränkt ist.

Nun können wir auch l–Regularität der Input-Output Abbildung betrachten.
Diese sei gegeben, wenn der Faltungsoperator F∞ stetig von l(R+, U) nach
l(R+, Y) abbildet. Wir fassen F∞ wieder als Fouriermultiplikator auf und er-
halten mit [37, Cor. 4.12] die Äquivalenz zur l–Beschränktheit der Menge in
(4.7.1). Die im Lp–Falle notwendige Bedingung ist wegen Bemerkung 3.5.2 im
l–Fall also notwendig und hinreichend und zwar ohne weitere Bedingung an
die Räume U,X, Y.

Wir können nun die l– und Lp–Regularität unter gewissen Voraussetzungen
miteinander vergleichen: Sind U und Y UMD–Räume, so haben sie notwen-
digerweise bereits nichttrivialen Typ und endlichen Kotyp (siehe [21, Lec-
ture II, Kap. 3]). Es fallen demzufolge in UMD-Räumen die Begriffe von R–
Beschränktheit und l–Beschränktheit zusammen. Wir erhalten sofort
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4.8 Quasilineare Systeme

KOROLLAR 4.7.2 Es sei X ein Banachraum endlichen Kotyps und U, Y UMD–
Räume. Auf X sei eine l–beschränkte analytische Halbgruppe T(·) mit Erzeuger
−A gegeben. Sind B ∈ B(U,X−1) und C ∈ B(X1, Y) l–zulässige Kontroll– bzw.
Beobachtungsoperatoren für A, so sind äquivalent:

(a) Die Input-Output Abbildung F∞ ist Lp–regulär.

(b) Die Input-Output Abbildung F∞ ist l–regulär.

(c) Die Menge in (4.7.1) ist l–beschränkt.

4.8 Quasilineare Systeme

Es sei X ein Banachraum gegeben und Q ⊆ X eine offene Teilmenge. Außer-
dem seien zwei weitere Banachräume Z,W derart gegeben, daß Z ⊆ X ⊆ W

mit stetigen Einbettungen gilt. Es seien zwei operatorwertige Funktionen A :

Q → B(Z,W) und B : Q → B(U,W) gegeben. Weiter seien die Banachräume
Y,U gegeben und C ∈ B(Z, Y) sowie F ∈ B(Y,U). Wir betrachten das Kontroll-
problem 

x ′(t) +A
(
x(t)

)
x(t) = B

(
x(t)

)
u(t)

y(0) = x0, x0 ∈ Q
y(t) = Cx(t),

und untersuchen die Lösbarkeit des durch u(t) = Fy(t) rückgekoppelten Sy-
stems {

x ′(t) +A(x(t)) x(t) = B(x(t)) FCx(t)

x(0) = x0, x0 ∈ Q.
(QP)

4.8.1 Der Lp–Fall

Als Strikte Lösung des Problems (QP) auf [0, T0] bezeichnen wir eine Funktion
x ∈W1,p([0, T0],W) ∩ Lp([0, T0], Z) ∩ C([0, T0], X), die (QP) im Sinne der Gleich-
heit auf Lp([0, T0],W), also fast überall, erfüllt.

Es seien zwei operatorwertige Funktionen

A ∈ Lip(Q,B(Z,W)) und B ∈ Lip(Q,B(U,W)) (H0)
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gegeben, und es sei A0 := A(x0) − B(x0)FC. Wir betrachten A0 als linearen
Operator in W und verlangen, daß −A0 eine analytische Halbgruppe auf W
erzeugt und Z = D(A0) mit einer zur Graphennorm von A0 in W äquivalenten
Norm gilt. Wir nehmen an, der Teil AX := A0|X von A in X sei Erzeuger
einer analytischen Halbgruppe TX(·) auf X. Bezüglich AX können wir dann
die Räume X1 und X−1 betrachten, und erhalten X1 ⊆ Z sowie W ⊆ X−1.

Für die Lösungen y des inhomogenen Cauchyproblems y ′(t) +A0y(t) = f(t),
y(0) = 0 aufW, also für y(t) :=

∫t
0
T(t−s)f(s)ds fordern wir die Abschätzungen

‖y‖Lp([0,T ],Z) ≤ c1‖f‖Lp([0,T ],W) (H1)
‖y‖C([0,T ],X) ≤ c2‖f‖Lp([0,T ],W) (H2)

mit Konstanten c1, c2 > 0, die nicht von f abhängen. Wegen Z = [D(A0)]W er-
halten wir aus (H1) die Abschätzung ‖A0y‖Lp([0,T ],W) ≤ c1‖f‖Lp([0,T ],W), sodaß
wir die Abschätzung ‖y ′‖Lp([0,T ],W) ≤ 2c1‖f‖Lp([0,T ],W) bekommen.

Schließlich gelte für die Lösung des homogenen Problems y ′(t) + A0y(t) =

0, y(0) = x0 die Abschätzung

‖y‖Lp([0,T ],Z) ≤ c3‖x0‖X (H3)

für ein (von x0 unabhängiges) c3 > 0. Dann können wir den folgenden Satz
zeigen, der sich in der Beweisführung stark an der Arbeit [5] von Clément und
Li orientiert:

SATZ 4.8.1 Es sei −A0 = B(x0)FC − A(x0) Erzeuger einer analytischen Halb-
gruppe T(·) auf W und D(A0) = Z. Für ein T > 0 gelten die Voraussetzungen
(H0)–(H3). Dann existiert ein T0 ∈ (0, T ] so, daß das quasilineare Kontrollpro-
blem (QP) auf [0, T0) eine eindeutige strikte Lösung besitzt.

Beweis. Es sei w die Lösung von w ′(t) + A0w(t) = 0, w(0) = x0, also w(t) =

T(t)x0 = TX(t)x0. Damit ist w ∈ C([0, T ], X) klar. Wir setzen Σ := C([0, T ], X) ∩
Lp([0, T ], Z)∩W1,p([0, T ],W) und versehen Σ mit der Maximumsnorm der drei
Raumnormen. Wir betrachten für T, ρ > 0 die Teilräume

Σρ,T := {x ∈ Σ : x(0) = x0 und ‖x−w‖Σ ≤ ρ}.

Wegen w ∈ C([0, T ], X) können ohne Beschränkung der Allgemeinheit anneh-
men, daß {x(t) : x ∈ Σρ,T , t ∈ [0, T ]} ⊆ Q gilt. Beachtet man dazu noch die
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Voraussetzung (H3), so folgt für alle ρ, T > 0: w ∈ Σρ,T . Für x ∈ Σρ,T bezeich-
ne Γx die milde Lösung des inhomogenen Cauchyproblems

{
z ′(t) +A0z(t) =

(
A(x0)−A(x(t))

)
x(t) +

(
B(x(t))−B(x0)

)
FCx(t)

z(0) = x0
(∗)

Ist x ∈ Σ, so ist die rechte Seite von (∗) wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen
A(·) ∈ B(Z,W), B(·) ∈ B(U,W) und FC ∈ B(Z,U) ebenfalls in Lp([0, T ],W).
Aus den Voraussetzungen (H1) und (H3) erhalten wir für milde Lösung z

von (∗): z ∈ Lp([0, T ], Z) und daher A0z ∈ Lp([0, T ],W). Dann muß aber auch
z ′ ∈ Lp([0, T ],W) liegen, wir haben also z ∈W1,p([0, T ],W) ∩ Lp([0, T ], Z). Aus
(H2) und w ∈ C([0, T ], X) schließlich folgt z ∈ C([0, T ], X) und damit Γx ∈ Σ.
Γx ist also eine strikte Lösung von (∗). Konstruktionsgemäß ist x genau dann
eine Lösung des betrachteten Problems (QP), wenn Γx = x gilt. Wir wollen auf
Γ den Banachschen Fixpunktsatz anwenden.

Zunächst ist zu zeigen, daß Γ für ein geeignetes T1 ∈ (0, T ] und ρ1 > 0 für alle
ρ0 ∈ (0, ρ1) und alle T0 ∈ (0, T1) eine Selbstabbildung von Σρ0,T0 in sich ist.
Dazu betrachten wir Γx−w: Es löst die Gleichung (∗) mit Anfangswert x0 = 0,
sodaß wir mit (H1) und (H2) schließen können:

∥∥Γx−w
∥∥
Lp([0,T ],Z)

≤ c1
(∥∥(A(x0)−A(x))x

∥∥
Lp([0,T ],W)

+
∥∥(B(x)−B(x0))FCx

∥∥
Lp([0,T ],W)

)
,∥∥Γx−w

∥∥
C([0,T ],X)

≤ c2
(∥∥(A(x0)−A(x))x

∥∥
Lp([0,T ],W)

+
∥∥(B(x)−B(x0))FCx

∥∥
Lp([0,T ],W)

)
sowie∥∥Γx−w

∥∥
W1,p([0,T ],W)

≤ 3c1
(∥∥(A(x0)−A(x))x

∥∥
Lp([0,T ],W)

+
∥∥(B(x)−B(x0))FCx

∥∥
Lp([0,T ],W)

)
.

Wir schätzen die rechten Seiten ab: zunächst ist wegen der Lipschitzstetigkeit
von A(·)

∥∥(A(x0)−A(x))x
∥∥
Lp([0,T ],W)

≤
∥∥A(x0)−A(x)

∥∥
L∞([0,T ],B(Z,W))

‖x‖Lp([0,T ],Z)

≤ L
∥∥x0−x∥∥L∞([0,T ],X)

‖x‖Lp([0,T ],Z),
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ebenso ist ∥∥(B(x)−B(x0))FCx
∥∥
Lp([0,T ],W)

≤
∥∥B(x)−B(x0)

∥∥
L∞([0,T ],B(U,W))

‖FCx‖Lp([0,T ],U)

≤ L
∥∥x0−x∥∥L∞([0,T ],X)

‖FC‖B(Z,U) ‖x‖Lp([0,T ],Z).

Wir haben also ‖Γx−w‖Σ ≤ const. ‖x0−x‖L∞([0,T ],X) ‖x‖Lp([0,T ],Z). Nun ist zum
einen

‖x0−x‖L∞([0,T ],X) ≤ ‖x0−w‖L∞([0,T ],X) + ‖w−x‖L∞([0,T ],X),

und für x ∈ Σρ,T wird der erste Ausdruck wegen der Stetigkeit von w klein,
wenn nur T klein wird, der zweite ist durch ρ nach oben beschränkt. Des
weiteren ist wegen (H3)

‖x‖Lp([0,T ],Z) ≤ ‖x−w‖Lp([0,T ],Z) + ‖w‖Lp([0,T ],Z) ≤ ρ+ c3‖x0‖X

Insgesamt ist ‖Γx−w‖Σ ≤ const. (‖x0−w‖L∞([0,T ],X)+ρ)(c3‖x0‖X+ρ), wir sehen
also, daß Zahlen ρ1 > 0, T1 ∈ (0, T ] so existieren, daß für beliebige ρ0 ∈ (0, ρ1)

und T0 ∈ (0, T1) die Menge Σρ0,T0 von Γ in sich abgebildet wird.

Nun gilt es zu zeigen, daß Γ für hinreichend kleine derartige ρ0, T0 eine Kon-
traktion auf Σρ0,T0 ist. Dazu seien x, y ∈ Σρ,T . Dann gilt für z := Γx − Γy als
Lösung der Differentialgleichung

z ′(t) +A0z(t) = A(x0)(x− y) +A(y)y−A(x)x+

B(x0)FC(y− x) + B(x)FCx− B(y)FCy

z(0) = 0.

nach (H1) und (H2) die Abschätzung

‖Γx− Γy‖Σ ≤ (3c1+c2)
(∥∥[A(x0)−A(x)](x−y)

∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[A(y)−A(x)](y−w)
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[A(y)−A(x)](w−x)
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[A(y)−A(x)]x
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[B(x0)−B(x)]FC(y−x)
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[B(y)−B(x)]FC(w−y)
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[B(y)−B(x)]FC(x−w)
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[B(x)−B(y)]FCx
∥∥
Lp([0,T ],W)

)
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Wegen der Lipschitzstetigkeit von A(·) und B(·) gilt nun

‖Γx− Γy‖Σ ≤ (3c1+c2)L
(
1+ ‖FC‖

)(
‖x0−x‖L∞([0,T ],X) ‖x−y‖Lp([0,T ],Z)

+2ρ‖x−y‖L∞([0,T ],X) + ‖x−y‖L∞([0,T ],X) ‖x‖Lp([0,T ],Z)

)
.

Aus der Abschätzung zum Nachweis der Selbstabbildungseigenschaft wissen
wir bereits, daß ‖x0 − x‖L∞([0,T ],X) für hinreichend kleine T unabhängig von x
beliebig klein gemacht werden kann und ‖x‖Lp([0,T ],Z) wegen (H3) beschränkt
ist. Außerdem ist

‖x− y‖Lp([0,T ],Z) ≤ ‖x−w‖Lp([0,T ],Z) + ‖w− y‖Lp([0,T ],Z) ≤ 2ρ,

und schließlich ist auch

‖x− y‖L∞([0,T ],X) ≤ ‖x− x0‖L∞([0,T ],X) + ‖x0 − y‖L∞([0,T ],X)

beliebig klein zu bekommen.

Insgesamt ist also durch geeignete Wahl von ρ0 ∈ (0, ρ1] und T0 ∈ (0, T1] damit
die Kontraktionseigenschaft von Γ auf Σρ0,T0 gezeigt. Nach dem Banachschen
Fixpunktsatz existiert also auf [0, T0) eine eindeutige Lösung von (QP).

Diskussion der Voraussetzungen (H1)–(H3): Wie oben bereits ausgeführt im-
pliziert die Bedingung (H1) die Abschätzungen

‖A0y‖Lp([0,T ],W) ≤ c1‖f‖Lp([0,T ],W) und ‖y ′‖Lp([0,T ],W) ≤ 2c1‖f‖Lp([0,T ],W),

mit anderen Worten, (H1) ist die Forderung nach maximaler Lp–Regularität
auf [0, T ] für A0. Es sei ω∞ die Wachstumsschranke von T(·) und ω der Sekto-
rialitätswinkel von A0. Dann ist nach [6, Proposition 1] für jedes a > ω∞ und
θ ∈ (ω,π) die R–Beschränktheit {(is+a+A0)

−1 : s /∈ Sθ} in B(W,Z) notwendig;
ist darüberhinaus X ein UMD–Raum, so ist dies wegen Z = [D(A0)] nach [68,
Theorem 4.2] für (H1) bereits hinreichend.

Die Voraussetzung (H2) können wir so interpretieren, daß die Identität IdW
ein Lp–zulässiger Kontrolloperator für für A0 auf endlichen Zeitintervallen be-
ziehungsweise ein Lp–zulässiger Kontrolloperator auf R+ für A0+ε bei hin-
reichend großem ε ist. Dies ist äquivalent dazu, daß für jeden Banachraum
U jedes B ∈ B(U,W) für A0+ε Lp–zulässig ist. Notwendig hierfür ist nach
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Abschnitt 2.3 mit 1/p+1/q = 1 die Beschränktheit der Menge {λ
1/q(λ+ε+A0)

−1B :

λ > 0}. Wegen (
X, Ẋ−1,A0+ε

)
1/p,∞

=
{
x ∈ X−1 : sup

λ>0

‖λ1−1/p(ε+A0)(λ+ ε+A0)
−1x‖X−1

< ∞}
=

{
x ∈ X−1 : sup

λ>0

‖λ1/q(λ+ ε+A0)
−1x‖X < ∞}

führt dies auf die notwendige Bedingung

W ↪→
(
X, Ẋ−1,A0+ε

)
1/p,∞ =

(
X,X−1,A0

)
1/p,∞. (H2’)

Genügt A0 einer Lp–Abschätzung gemäß (2.3.1), so ist sie auch hinreichend für
(H2).

Schließlich läßt sich die Voraussetzung (H3) so interpretieren, daß die Identität
IdZ : Z ⊆ W → Z ein Lp–zulässiger Beobachtungsoperator für A0+ε auf R+

für hinreichend große ε ist, oder äquivalent, daß für beliebige Banachräume
Y jedes C ∈ B(Z, Y) ebenfalls Lp–zulässig für A0+ε ist; wie oben ist hierfür
die Beschränktheit der Menge {λ1−

1/pC(λ+ε+A0)
−1 : λ > 0} notwendig. Nach

Satz 2.5.6 ist also die folgende Einbettung notwendig für die Gültigkeit von
(H3): (

X, Ẋ1,A0+ε
)
1/p,1

=
(
X,X1,A0

)
1/p,1

↪→ Z, (H3’)

die im Falle von Lq–Abschätzungen für A ′
0 auf X ′ auch hinreichend ist.

Wenn wir den Beweis von Satz 4.8.1 nochmals betrachten, so fällt auf, daß wir
den Raum W1,p eigentlich nur benutzt haben, um einen geeigneten Lösungs-
begriff des quasilinearen Kontrollproblems (QP) zu erhalten. Ist A(x) ≡ A

dagegen konstant, so erhalten wir ein semilineares Problem, nämlich{
x ′(t) +Ax(t) = B(x(t)) FCx(t)

x(0) = x0.
(SP)

Als milde Lösung bezeichnen wir eine Funktion x ∈ C([0, T ], X) ∩ Lp([0, T ], Z),
die der Integralgleichung

x(t) = T(t)x0 +

∫ t
0

T(t− s)B(x(s)) FCx(s)ds

genügt. Dann können wir durch Modifikation des Beweises von Satz 4.8.1 das
folgende Ergebnis erhalten:
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SATZ 4.8.2 Es sei A(x) ≡ A, B(·) ∈ Lip(Q,B(U,W)) und es sei −A0 :=

B(x0)FC−A Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe T(·) auf W. Die Ein-
schränkung T|X auf X sei ebenfalls stark stetig mit Erzeuger −AX und es sei
T > 0. Unter den Voraussetzungen (H1)–(H3) existiert dann für jedes x0 ∈ Q
ein T0 ∈ (0, T ] derart, daß das semilineare Problem (SP) auf [0, T0) eine eindeu-
tige milde Lösung besitzt.

BEMERKUNG 4.8.3 Die Voraussetzungen (H1)–(H3) sind etwa für Z = W = X

erfüllt, und wir erhalten aus dem obigen Satz eine spezielle Version von [54,
Theorem 6.1.2]. Die Forderung W = X läßt sich nach [47] weiter abschwächen,
allerdings ist dies nur für nicht-reflexive Räume X von Bedeutung:

Es sei T(·) als exponentiell stabil vorausgesetzt. Wir bezeichnen mit

F−1 := {x ∈ X−1 : sup
t>0

‖T−1(t)x− x‖X−1
< ∞}

die extrapolierte Favard-Klasse von T−1(·), die mit der kanonischen Norm
‖x‖F−1

:= supt>0 ‖T−1(t)x−x‖X−1
versehen wird. Ist X reflexiv, so gilt F−1 = X,

im allgemeinen jedoch ist X ⊆ F−1. In [47, Prop. 3.3] wird der folgende Satz
gezeigt:

Es sei A Erzeuger einer exponentiell stabilen stark stetigen Halbgruppe T(·)
auf X. Dann existiert ein M > 0 so, daß für alle f ∈ L1(R+, F−1) und t ≥ 0

gelten:

(a) (T−1 ∗ f)(t) ∈ X und es gilt ‖(T−1 ∗ f)(t)‖X ≤M‖f‖L1((0,t),F−1)

(b) lim
t→0+

‖(T−1 ∗ f)(t)‖X = 0.

Es sei W = F−1. Dann können wir mit (Shf)(t) = f(t + h) wie folgt auf (H2)
schließen: es ist ∥∥(T−1∗f)(t+h) − (T−1∗f)(t)

∥∥
X

=
∥∥T−1(t)(T−1∗f)(h) + (T−1 ∗ (Shf−f))

∥∥
X

(a)

≤
∥∥T−1(t)(T−1∗f)(h)

∥∥
X

+M
∥∥Shf−f∥∥L1((0,t),F−1)

.

Die starke Stetigkeit der Halbgruppe T(·), (b) und die starke Stetigkeit der
Translationshalbgruppe S• lassen T−1∗f ∈ C([0, T ], X) schließen. Aus (a) folgt
dann für f ∈ Lp([0, T ],W)∥∥T−1 ∗ f

∥∥
C([0,T ],X)

≤M‖f‖L1([0,T ],W) ≤MT1−
1/p‖f‖Lp([0,T ],W),
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es gilt also (H2). Wegen Z = X erhalten wir hieraus sofort auch (H1). Schließ-
lich ist (H3) wegen Z = X ebenfalls erfüllt.

4.8.2 Der l–Fall

Als Nächstes wollen wir Satz 4.8.1 auf l–Räume übertragen. Dazu sei I im
folgenden ein offenes Intervall in R. Da wir anstelle von l(I, X) die Vervoll-
ständigung l(L2(I), X) betrachten müssen, um den Banachschen Fixpunktsatz
anwenden zu können, passen wir zunächst den Lösungsbegriff an:

DEFINITION 4.8.4 Es sei u ∈ l(L2(I), X). Wir schreiben u ′ ∈ l(L2(I), X), falls
die durch u ′(ϕ) = −u(ϕ ′) für ϕ ∈ D(I) gegebene distributionelle Ableitung
u ′ ∈ D ′(I, X) eine stetige Fortsetzung ũ ′ : L2(I) → X hat und diese ein Element
von l(L2(I), X) ist. Wir schreiben der Einfachheit halber wieder u ′ ∈ l(L2(I), X).

Es sei Q ⊆ X eine offene Teilmenge und Z ⊆ X ⊆W mit stetigen Einbettungen.
Für zwei l–beschränkte operatorwertige Funktionen A : Q → B(Z,W) und
B : Q→ B(U,W) gelte für Zahlen L, R > 0 und alle r ∈ (0, R)

l
(
{A(x) −A(x0) : ‖x− x0‖X ≤ r}

)
≤ L r

l
(
{B(x) − B(x0) : ‖x− x0‖X ≤ r}

)
≤ L r.

(H̃0)

Wir betrachten wieder A0 := A(x0) − B(x0)FC als linearen Operator in W und
verlangen, daß −A0 Erzeuger einer analytischen Halbgruppe T(·) sei, für den
Z = D(A0) mit einer zur Graphennorm von A0 in W äquivalenten Norm gelte.
Wir nehmen an, AX := A0|X sei Erzeuger einer analytischen Halbgruppe TX(·)
auf X. Bezüglich AX können wir dann die Räume X1 und X−1 betrachten, und
erhalten X1 ⊆ Z sowie W ⊆ X−1.

Für Lösungen y des inhomogenen Cauchyproblems y ′(t) + A0y(t) = f(t),
y(0) = 0 auf W, also für y(t) =

∫t
0
T(t − s)f(s)ds fordern wir die Abschät-

zungen

‖y‖l([0,T ],Z) ≤ c1‖f‖l([0,T ],W) (H̃1)

‖y‖C([0,T ],X) ≤ c2‖f‖l([0,T ],W) (H̃2)

mit Konstanten c1, c2 > 0 die nicht von f abhängen. Wie im Lp–Fall erhalten
wir aus (H̃1) zusätzlich die Abschätzung ‖y ′‖l([0,T ],W) ≤ 2c1‖f‖l([0,T ],W).
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Schließlich gelte für die Lösung des homogenen Problems y ′(t) + A0y(t) =

0, y(0) = x0, also für y(t) = T(t)x0 die Abschätzung

‖y‖l([0,T ],Z) ≤ c3‖x0‖X (H̃3)

für ein von x0 unabhängiges c3 > 0.

Wir betrachten das Problem{
u ′f +A(f(·))uf = B(f(·)) FCuf
f(0) = x0, x0 ∈ Q

(QP∗)

in l(L2([0, T ]),W). Dabei sei A(f(·)) die durch

A(f(·))ug(h) :=

∫T
0

A(f(t))g(t)h(t)dt

gegebene Abbildung von l(L2([0, T ]), Z) nach l(L2([0, T ]),W) und mit B(f(·))
die entsprechende Abbildung von l(L2([0, T ]), U) nach l(L2([0, T ]),W).

Als Lösung von (QP∗) bezeichnen wir dann ein x = uf mit f ∈ C([0, T ], X), für
das uf ∈ l(L2([0, T ]), Z) und u ′f ∈ l(L2([0, T ]),W) gelten und das (QP∗) erfüllt.

SATZ 4.8.5 Es sei −A0 = B(x0)FC−A(x0) Erzeuger einer analytischen Halb-
gruppe T(·) auf W. Für ein T > 0 gelten die Voraussetzungen (H̃0)–(H̃3). Dann
existiert ein T0 ∈ (0, T ] so, daß das quasilineare Kontrollproblem (QP∗) auf
[0, T0) eine eindeutige Lösung besitzt.

Beweis. Der Beweis verläuft völlig analog zu demjenigen von Satz 4.8.1. An-
stelle der Lipschitzstetigkeit verwenden wir die Voraussetzung (H̃0) in Kom-
bination mit Satz 3.5.8:
Es sei w die Lösung von w ′(t) + A0w(t) = 0, w(0) = x0, also w(t) = T(t)x0.
Wir setzen Σ := {f ∈ C([0, T ], X) : uf ∈ l(L2([0, T ]), Z) und u ′f ∈ l(L2([0, T ],W)}

und versehen Σ mit der Maximumsnorm der drei Raumnormen. Für ρ, T > 0
betrachten wir

Σρ,T := {x ∈ Σ : x(0) = x0 und ‖x−w‖Σ ≤ ρ}.

Dann sind Σ und Σρ,T für ρ, T > 0 Banachräume. Nach (H̃3) ist dann w ∈
l([0, T ], Z), daher auch w ′ ∈ l(L2([0, T ]),W), und w ∈ C([0, T ], X) folgt aus der
Analytizität der Halbgruppe. Damit gilt w ∈ Σρ,T für beliebige ρ, T > 0.
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Wir können wegen w ∈ C([0, T ], X) ohne Beschränkung der Allgemeinheit an-
nehmen, daß {x(t) : x ∈ Σρ,T , t ∈ [0, T ]} ⊆ Q gilt. Für x ∈ Σρ,T bezeichne Γx die
milde Lösung des inhomogenen Cauchyproblems{

z ′(t) +A0z(t) =
(
A(x0)−A(x(t))

)
x(t) +

(
B(x(t))−B(x0)

)
FCx(t)

z(0) = x0.
(∗)

Mit (H̃1) und (H̃2) können wir für x ∈ Σ auch Γx ∈ Σ folgern, die milde Lösung
ist also eine Lösung von (∗) im obigen Sinne. Konstruktionsgemäß ist x genau
dann Lösung von (QP∗) in l([0, T0), Z), wenn Γx = x gilt. Wir wollen auf Γ den
Banachschen Fixpunktsatz anwenden.

Zunächst ist zu zeigen, daß Γ für ein geeignetes T1 ∈ (0, T ] und ρ1 > 0 für
alle ρ0 ∈ (0, ρ1) und alle T0 ∈ (0, T1) eine Selbstabbildung von Σρ0,T0 in sich
ist. Dazu betrachten wir Γx−w: es löst die Gleichung (∗) mit Anfangswert 0,
sodaß wir mit (H̃1) und (H̃2) folgern können:∥∥Γx−w

∥∥
l([0,T ],Z)

≤ c1
(∥∥(A(x0)−A(x))x

∥∥
l([0,T ],W)

+
∥∥(B(x)−B(x0))FCx

∥∥
l([0,T ],W)

)
,∥∥Γx−w

∥∥
C([0,T ],X)

≤ c2
(∥∥(A(x0)−A(x))x

∥∥
l([0,T ],W)

+
∥∥(B(x)−B(x0))FCx

∥∥
l([0,T ],W)

)
sowie∥∥(Γx) ′ −w ′∥∥

l([0,T ],W)
≤ 2c1

(∥∥(A(x0)−A(x))x
∥∥
l([0,T ],W)

+
∥∥(B(x)−B(x0))FCx

∥∥
l([0,T ],W)

)
.

Wir schätzen die rechten Seiten ab: zunächst ist wegen (H̃0)∥∥(A(x0)−A(x))x
∥∥
l([0,T ],W)

≤
∥∥A(x0)−A(x)

∥∥
L∞([0,T ],B(Z,W))

‖x‖l([0,T ],Z)

≤ L
∥∥x0−x∥∥L∞([0,T ],X)

‖x‖l([0,T ],Z),

und ∥∥(B(x)−B(x0))FCx
∥∥
l([0,T ],W)

≤
∥∥B(x)−B(x0)

∥∥
L∞([0,T ],B(U,W))

‖FCx‖l([0,T ],U)

≤ L
∥∥x0−x∥∥L∞([0,T ],X)

‖FC‖B(Z,U) ‖x‖l([0,T ],Z).
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Wir haben also ‖Γx −w‖Σ ≤ const. ‖x0−x‖L∞([0,T ],X) ‖x‖l([0,T ],Z). Nun ist zum
einen

‖x0−x‖L∞([0,T ],X) ≤ ‖x0−w‖L∞([0,T ],X) + ‖w−x‖L∞([0,T ],X),

und für x ∈ Σρ,T wird der erste Ausdruck wegen der Stetigkeit von w klein,
wenn nur T klein wird, der zweite ist durch ρ nach oben beschränkt. Des
weiteren ist wegen (H̃3)

‖x‖l([0,T ],Z) ≤ ‖x−w‖l([0,T ],Z) + ‖w‖l([0,T ],Z) ≤ ρ+ c3‖x0‖X.

Insgesamt ist also ‖Γx−w‖Σ ≤ const. (‖x0−w‖L∞([0,T ],X) +ρ)(c3‖x0‖X+ρ), wir
sehen also, daß Zahlen ρ1 > 0, T1 ∈ (0, T ] derart existieren, daß für ρ0 ∈ (0, ρ1)

und T0 ∈ (0, T1) die Menge Σρ0,T0 von Γ in sich abgebildet wird.

Nun gilt es zu zeigen, daß Γ für hinreichend kleine ρ0, T0 > 0 eine Kontrak-
tion ist. Dazu seien x, y ∈ Σρ,T . Dann gilt für z := Γx − Γy als Lösung der
Differentialgleichung

z ′(t) +A0z(t) = A(x0)(x− y) +A(y)y−A(x)x+

B(x0)FC(y− x) + B(x)FCx− B(y)FCy

z(0) = 0.

nach (H̃1) und (H̃2) die Abschätzung

‖Γx− Γy‖Σ ≤ (3c1+c2)
(∥∥[A(x0)−A(x)](x−y)

∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[A(y)−A(x)](y−w)
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[A(y)−A(x)](w−x)
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[A(y)−A(x)]x
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[B(x0)−B(x)]FC(y−x)
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[B(y)−B(x)]FC(w−y)
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[B(y)−B(x)]FC(x−w)
∥∥
Lp([0,T ],W)

+∥∥[B(x)−B(y)]FCx
∥∥
Lp([0,T ],W)

)
Wegen (H̃0) gilt nun

‖Γx− Γy‖Σ ≤ (c1+c2)L
(
1+ ‖FC‖

)(
‖x0−x‖L∞([0,T ],X) ‖x−y‖l([0,T ],Z)

+2ρ‖x−y‖L∞([0,T ],X) + ‖x−y‖L∞([0,T ],X) ‖x‖l([0,T ],Z)

)
.
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Aus der Abschätzung zum Nachweis der Selbstabbildungseigenschaft wissen
wir bereits, daß ‖x0 − x‖L∞([0,T ],X) für hinreichend kleine T unabhängig von x
beliebig klein gemacht werden kann und ‖x‖l([0,T ],Z) wegen (H̃3) beschränkt
ist. Außerdem ist

‖x− y‖l([0,T ],Z) ≤ ‖x−w‖l([0,T ],Z) + ‖w− y‖l([0,T ],Z) ≤ 2ρ,

und schließlich ist auch

‖x− y‖L∞([0,T ],X) ≤ ‖x− x0‖L∞([0,T ],X) + ‖x0 − y‖L∞([0,T ],X)

beliebig klein zu bekommen.

Insgesamt ist also durch geeignete Wahl von ρ0 ∈ (0, ρ1] und T0 ∈ (0, T1] da-
mit die Kontraktionseigenschaft von Γ auf Σρ0,T0 gezeigt. Nach dem Banach-
schen Fixpunktsatz existiert also auf [0, T0) eine eindeutige Lösung von (QP∗)
in l([0, T0), Z).

Diskussion der Voraussetzungen Wir betrachten den Fall, daß AX ein l–
sektorieller Operator vom Typ ωl < π/2 sei und 0 ∈ ρ(AX) gilt. Die Halbgruppe
TX(·) ist also als exponentiell stabil vorausgesetzt.

Dann ist (H̃1) erfüllt, da die hierfür notwendige und hinreichende Bedingung
der l–Beschränktheit von {(iξ+AX)−1 : ξ 6= 0} (siehe Abschnitt 4.7) stets er-
füllt ist: Da hξ(t) := exp(iξt) in L∞(R) gleichmäßig beschränkt ist, folgt die
Behauptung aus

(iξ+AX)−1x =

∫∞
0

hξ(t)T(t)xdt

mit Lemma 3.5.7.

In Analogie zum Lp–Fall läßt sich (H̃2) so interpretieren, daß die Identität IdW
ein l–zulässiger Kontrolloperator auf [0, T ] für A0, bei exponentieller Stabili-
tät damit auch auf R+ ist. Dies ist gleichbedeutend damit, daß für beliebige
Banachräume U jedes B ∈ B(U,W) l–zulässig ist. Daher ist die folgende Be-
dingung notwendig für (H̃2): für alle Banachräume U mit der (α)–Eigenschaft
und B ∈ B(U,W) ist die Menge

{λ
1/2(λ+A0)

−1B : λ > 0} ⊆ B(U,Z)

l–beschränkt. Entsprechend können wir auch (H̃3) so interpretieren, daß die
Identität IdZ : Z ⊆ W → Z ein l–zulässiger Beobachtungsoperator auf [0, T ]
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für A0, bei exponentieller Stabilität damit auch auf R+ ist. Daher ist für alle
Banachräume Y und C ∈ B(Z, Y) die l–Beschränktheit der Menge

{λ
1/2C(λ+A0)

−1 : λ > 0} ⊆ B(W,Y)

notwendig. Genügen A0 und A ′
0 quadratischen l–Abschätzungen, so sind die-

se beiden Bedingungen auch hinreichend. Wir erinnern, daß auf Räumen W
endlichen Kotyps quadratische l–Abschätzungen für A0 und A ′

0 nach Satz 3.9.6
äquivalent zu einem beschränkten H∞–Kalkül von A0 sind.

Schließlich stellen wir die Bedingungen (H̃0) und (H0) einander gegenüber:
Während Lipschitzstetigkeit eine eher einfach nachzuweisende Eigenschaft dar-
stellt, wirkt die Bedingung (H̃0) eher abschreckend. Andererseits sind für die
notwendigen Bedingungen (H2), (H3) im Lp–Falle für p 6= 2 keine brauchba-
ren Charakterisierungen bekannt, sodaß man den schwierigen Nachweis von
(H̃0) als den Preis betrachten kann, den man für die besser zu handhabenden
Bedingungen (H̃2) und (H̃3) bezahlen muß.
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