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Einleitung

Der Begriff des Funktionals wurde von HADAMARD 1903 eingefiihrt [26]. Er
bezeichnet in dieser Arbeit mit ,opération fonctionelle” eine lineare skalar-
wertige Abbildung U auf Funktionenrdumen, und ersetzt den mafigeblich von
VOLTERRA gepragten Begriff der ,fonction en ligne”. Der Begriff wurde von
Funktionenrdumen auf beliebige Vektorrdume verallgemeinert; man bezeichnet
heute Abbildungen von Vektorrdumen in ihren Skalarkorper als Funktionale.

Der Begriff des Funktionalkalkiils* stammt von M. FRECHET [15] aus dem Jahre
1906 und bezeichnet das damals im Entstehen begriffene Feld der Funktional-
analysis. Zur Zeit verstehen wir unter Funktionalkalkiil hingegen eine Abbil-
dung @, die Elementen f einer gewissen Funktionenalgebra .« Selbstabbildun-
gen @(f) : X — X eines Vektorraumes X zuordnet. Wir schreiben @ (f) =: f(A).
Diese ,fonctions symboliques” wurden von F. RIESZ [60] jedoch erst 1913 ent-
wickelt, haben in der Untersuchung gebrochener Potenzen (, fractional calcu-
lus”) des Ableitungsopertors d/dt Vorldufer, die bis auf LEIBNIZ im Jahre 1697
zuriickreichen (siehe [61]). Ende der zwanziger Jahre (des 20. Jahrhunderts)
untersuchte J. VON NEUMANN [52] die Spektraldarstellung selbstadjungier-
ter Operatoren in Hilbertrdumen, ohne jedoch den Zusammenhang zu Riesz’
Funktionalkalkiil zu erkennen. Diese Liicke schlofs M.H. STONE [65] drei Jahre
spater. Erstaunlicherweise wurde der von Stone verwendete Begriff des , ope-
rational calculus” im Jahre 1958 beginnend etwa mit [51, 63] ® langsam durch
das wesentlich weniger sinnvolle Kompositum Funktionalkalkiil ersetzt, das,
wie aus den obigen Ausfiithrungen ersichtlich, mit Funktionalen wenig gemein
hat.

In dieser Arbeit verwende ich den mafigeblich von A. M“INTOSH entwickelten
H*-Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren auf Banachraumen. Dabei tritt

2Auf den Begriff des Funktionalkalkiils in der mathematischen Logik gehe ich im Folgenden
nicht weiter ein.
3Ich vermochte jedenfalls keine frithere Verwendung nachzuweisen.



Einleitung

dieser zum einen als ein machtiges Beweismittel auf, das es erlaubt, verwickelte
operatortheoretische Fragestellungen auf vergleichsweise einfache funktionen-
theoretische Probleme zu reduzieren. Die Charakterisierung des beschrankten
H*-Kalkiils eines Operators mittels quadratischer L>~Abschétzungen auf Hil-
bertraumen und der Zusammenhang dieser Abschiatzungen mit dem Zulds-
sigkeitsbegriff der Kontrolltheorie haben aber auch die Grundidee der vorge-
legten Formulierung der 1-Zuldssigkeit auf allgemeinen Banachrdumen ent-
stehen lassen, und zwar tiber die in [7] formulierte Beschreibung des H*—
Funktionalkalkiils auf [P-~Raumen (p € (1,00)), die schlieslich von KALTON
und WEIS auf beliebige Banachraume endlichen Kotyps verallgemeinert wur-
de. Somit stellt der H*-Funktionalkalkiil einen wesentliches Element der vor-
gelegten Arbeit dar, deren Inhalt wir im Folgenden zusammenfassen:

Wie befassen uns mit Differentialgleichungen der Form x'(t) + Ax(t) = Bu(t),
x(0) = xo auf einem Banachraum X. Das zugehorige homogene Problem moge
dabei eine klassische Losung besitzen, die von der von —A erzeugten stark ste-
tigen Halbgruppe T(-) mittels x(t) = T(t)xo gegeben sei. Nun ist die Inhomo-
genitdt von spezieller Gestalt, ndmlich durch den Kontrolloperator B € B(U, X)
gegeben, wobei U ein weiterer Banachraum sei. Die Wahl von Kontrollfunktio-
nen u erlaubt Einfluinahme auf die Losung x(-), in giinstigen Féllen Kontrolle
tiber die Losung oder etwa ihr asymptotisches Verhalten. Nun entspricht es
vielen praktischen Modellierungen, dafs die Losung x(-) nicht direkt, sondern
nur vermittels einer Beobachtung der Form y(t) = Cx(t) zugéanglich ist, wo-
bei C € B(X,Y) in einen weiteren Banachraum Y abbilde. Man denke etwa
an die Temperaturverteilung in einem Werkstiick. Fiir Modellierungen ist es
wenig realistisch anzunehmen, man kenne seine Temperatur in einem ganzen
Kontinuum; vielmehr werden punktuelle (oder rdumlich sehr begrenzte) Be-
obachtungen in Betracht zu ziehen sein. Dies aber 1df3t es sinnvoll erscheinen,
auch unbeschrdnkte Beobachtungsoperatoren zuzulassen. Damit sind wir in
der Thematik des Kapitels 2 angekommen. Der Begriff der L?-Zulassigkeit
eines (unbeschrankten) Beobachtungsoperators wird eingefiihrt und eine Cha-
rakterisierung von CHR. LE MERDY mit einem kurzen und tibersichtlichen
Beweis nachgewiesen. Mit dhnlichen Techniken wird auch eine Charakterisie-
rung fiir die Zuldssigkeit von Kontrolloperatoren angegeben. Dann wenden
wir uns einem weiteren Zuldssigkeitsbegriff zu, der L?~Zuléssigkeit vom Typ
«. Die Uberlegungen, die auf diesen Begriff fiihrten entstanden wihrend eines
einwdchigen Aufenthaltes bei Le Merdy im Friihjahr 2003, und werden in der
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gemeinsamen Arbeit [22] ausgefiihrt. Eine genaue Betrachtung des klassischen
[2-Zulassigkeitsbegriffs zeigt, da man in einem geeigneten Sinn A2 als Pro-
totyp fiir die Beobachtung C ansieht. Beim Begriff der Zuldssigkeit vom Typ «
haben wir untersucht, welche Konsequenzen die Betrachtung des Prototyps A*
tiir positive s auf den Zuldssigkeitsbegriff hat. Man wird so zu einem Zuldssig-
keitsbegriff in einem mit der Funktion t* gewichteten L?~Raum gefiihrt. Damit
ist eine schone Verallgemeinerung der bisher bekannten Theorie entstanden,
und auch die ober angesprochene Charakterisierung von Le Merdy tibertragt
sich auch die allgemeinere Situation. Schliefslich fiihrt diese Betrachtung auch
auf ein neues Feld: die in der WEISSschen Vermutung auftauchenden Abschit-
zungen an den Beobachtungsoperator C kann man als eine Bedingung an die
Riume auffassen, namlich dergestalt, dafs der Definitionsbereich D(C) einen
geeigneten Interpolationsraum zwischen X und X; umfassen muf.

Nun werden fiir die Charakterisierungen der Zulédssigkeit von Beobachtungs-
operatoren quadratische L?~Abschitzungen fiir A, in der Charakterisierung fiir
Kontrolloperatoren jedoch quadratische L?~Abschitzungen fiir seinen adjun-
gierten Operator A’ benttigt. Wahrend dies im Hilbertraumfall dquivalent zu
einem beschrankten H*-Kalkiil ist, sind derartige Abschdtzungen im allgemei-
nen Banachraumkontext extrem selten anzutreffen. Als ,, moralische Rechtferti-
gung” hierfiir kann man anfiihren, daf} bei der Verallgemeinerung des Norm-
begriffs von dem Hilbertraum X = L?(Q) nach dem Satz von Fubini zwei Mog-
lichkeiten in Betracht kommen: ist X = LP(Q), p € (0,00) so kann man zum
einen den Funktionenraum L?(R,,[2(Q)), aber auch den Raum LP(Q, [?(R,))
zur Definition des Begriffs quadratischer Abschdtzungen heranziehen. Hier
zeigt sich, dafl die zweite Wahl die giinstigere ist; dies war den Erfindern des
H>—Kalkiils fiir sektorielle Operatoren um A. M“INTOSH (siehe [46]) bekannt;
von N. KALTON und L. WEIS stammt eine Verallgemeinerung dieser Norm
tiir beliebige Banachrdaume X ([37]). Die hierfiir benotigten Begriffe werden zu
Beginn des Kapitels 3 vorgestellt. Dartiberhinaus fiigen wir in Abschnitt 3.7
neue abstrakte Ergebnisse hinzu und untersuchen in 3.10 Spurrdume fiir das
Cauchyproblem.

In Kapitel 4 fithren wir den Begriff der 1-Zuléssigkeit fiir Beobachtungs- und
Kontrolloperatoren ein und untersuchen sie mit den im 3. Kapitel vorgestell-
ten Methoden. Nun haben wir einen Zuléssigkeitsbegriff auf Banachraumen,
der sich analog zur L?-Zuléssigkeit charakterisieren 146t, aber die bendtigten
quadratischen 1-Abschdtzungen fiir A (im Falle von Beobachtungsoperatoren)
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und fiir A’ (im Falle von Kontrolloperatoren) sind, zumindest bei Banachrau-
men endlichen Kotyps, stets erfiillt, wenn A einen beschrankten H>-Kalkiil
hat. Es besteht die allgemeine Uberzeugung, daf8 dies bei allen ,verniinfti-
gen” Differentialoperatoren auf LP(R™) der Fall sein sollte. Die so gefundene
Charakterisierung der 1-Zuldssigkeit scheint aus diesem Grunde praktikabler,
was die Voraussetzung der quadratischen Abschidtzungen angeht. Andererseits
ist der Nachweis der 1-Beschrdnktheit in der Resolventenabschidtzung an den
Beobachtungs- bzw. Kontrolloperator schwieriger, als dies beim klassischen
L?-Begriff der Fall ist. In Abschnitt 4.4 geben wir Beispiele zur Konstruktion
l—zuldssiger Beobachtungs- und Kontrolloperatoren auf L? (R™) an. Der Zulas-
sigkeitsbegriff vom Typ « erlaubt ebenfalls eine Ubertragung auf den 1-Fall
mit analoger Charakterisierung zum klassischen L*~Fall.

Danach wenden wir uns dem Begriff der Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit
zu, und zeigen, wie man sie auf den 1-Fall tibertrdgt. Zu der in den letz-
ten Jahren diskutierten Vermutung von RUSSELL und WEISS, eines Versuchs
der Charakterisierung exakter Beobachtbarkeit, konnten wir zwar notwendige
Voraussetzungen aufzeigen, die allgemeine Giiltigkeit der Vermutung bleibt
jedoch offen.

Im letzten Abschnitt betrachten wir ein nichtlineares Kontrollproblem der Form

x'(t) + A(x(t))x(t) = B(x(t))u(t)
) = Xo
t) = Cx(t).

Eine derartige Zustandsabhingigkeit des Kontrolloperators B(-) ist in vielen
Modellierungen sinnvoll, etwa dann, wenn die Wirkung der dufSeren Kontrolle
von physikalischen Parametern des Systems wie etwa Temperatur, Aggregat-
zustand, elektrischer Leitfdhigkeit oder dergleichen abhdngt. Wir untersuchen
die Losbarkeit des durch u(t) := Fy(t) = FCx(t) riickgekoppelten Systems

x'(t) + A(x(t))x(t) = B(x(t)) FCx(t)
{ x(0) = Xo

mit einer an eine Arbeit von CLEMENT und LI angelehnten Methode. Dabei

stellen den Fall von strikten Losungen im [P-Sinne und eine analoge Formulie-

rung mit |-Funktionen einander gegeniiber. Die Betrachtung von 1-Funktionen

ist in diesem Zusammenhang véllig neu. Hierbei kann man zur Uberpriifung
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der Voraussetzungen des erreichten lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssat-
zes die zuvor entwickelte Theorie der Zuldssigkeit von Kontroll- und Beobach-
tungsoperatoren (jeweils im LP-Sinne, bzw. im 1-Sinne) verwenden.






1 Grundbegriffe

1.1 Bezeichnungen

In der vorliegenden Arbeit wollen wir stets nichttriviale, also vom Nullraum
verschiedene, komplexe Vektorrdume betrachten. Sind X und Y normierte Réu-
me, so bezeichnen wir mit £(X,Y) die Menge der linearen Operatoren von X
nach Y. Den Definitionsbereich eines linearen Operators A € L(X,Y) bezeich-
nen wir als D(A), seinen Bildraum als R(A). Die abgeschlossenen Operatoren
aus L(X,Y), also diejenigen Operatoren A, deren Graph Ga := {(x,Ax): x €
D(A)} in X x Y abgeschlossen ist, bezeichnen wir mit A(X,Y). Schlieslich be-
zeichnen wir mit B(X,Y) die Menge der beschriankten Operatoren A von X
nach Y mit der Operatornorm

[AlIx—v = IAlBx,v) == sup{ [Ax][y : x € X, |[x[|x < T}.
Mit L£(X), A(X) bzw. B(X) bezeichnen wir jeweils den Spezialfall X =Y.

Ist A ein linearer Operator auf X, so sei mit 6(A) sein Spektrum und mit p(A)
seine Resolventenmenge bezeichnet.

Den Dualraum von X bezeichnen wir mit X’, also X’ := B(X,C). Ist A auf X
dicht definiert, so sei sein dualer Operator A’ durch die Gleichung (Ax,y) =
(x,A'y) gegeben.

Sind H;, H, Hilbertraume und ist A € B(H;,H;), so sei mit der Hilbertraum-
adjungierten diejenige Abbildung A* € B(H,, H;) bezeichnet, die sich mittels
des Rieszschen Darstellungssatzes aus A’ € B(Hj, H;) durch die kanonische
Isomorphie von H; zu H; ergibt.
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1.2 Integration vektorwertiger Funktion

Dem Buch von DIESTEL und UHL [11] (genauer den ersten beiden Kapiteln)
folgend geben wir hier die wichtigsten Begriffe wieder, die in unserem Zusam-
menhang bendtigt werden.

(Q, X, 1) sei ein Mafiraum und X ein Banachraum.

Eine mefibare Funktion f : O — X heifle Treppenfunktion, wenn sie einen end-

lichen Wertebereich hat, wenn also x1,...,x, aus X und Eq,...,E,, aus X exi-
stieren, fiir die f sich als endliche Summe f = ) I | 1¢ x; darstellen lagt. Ist fiir
eine solche Darstellung p(E;) fiir allei = 1,...,n endlich, so heifst f integrierbar

und wir setzen

|, flew) dutw) == 3 u(Eo
Q i=1

Diese Definition ist unabhédngig von der gewdhlten Darstellung (Allerdings
wird dies in [11] nicht gezeigt. Siehe hierzu etwa [73, Lemma IV.1.1]).

Eine Funktion f heifle stark mefibar, wenn eine Folge (f,,) von Treppenfunktio-
nen existiert, die punktweise p-fast iiberall gegen f konvergiert. Eine Funktion
f heifle schwach mefibar, wenn fiir jede stetige Linearform x’ auf X die skalar-
wertige Funktion x'(f) p-meflbar ist. Nach einem Satz von PETTIS (etwa [11,
Theorem II.1.2] ist eine wesentlich separabel-wertige (also eine bis auf eine
Nullmenge separabel-wertige) Funktion genau dann stark meflbar, wenn sie
schwach mefibar ist. Wenn zu einer stark mefsbaren Funktion f eine Folge (f,,)
von Treppenfunktionen existiert, fiir die

hmJ [fn—f[[du=0
" Ja

gilt, so heile f Bochner-integrierbar. Ist E € X, so ist [ fdu als Grenzwert
der Elemente lim, fE fn dp erklart. Eine stark mefibare Funktion ist genau
dann Bochner-integrierbar, wenn [, ||f|| du endlich ist. Wir notieren noch einen
wichtigen Satz von HILLE (siehe etwa [11, 1.2, Theorem 6 ]):

SATZ 1.2.1 Es sei X ein Banachraum und T ein abgeschlossener Operator auf
X. Es gelte f(w) € D(T) fast tiberall, die Funktionen f und Tf seien Bochner-
integrierbar und es sei [, fdp € D(T). Dann gilt

T (JQ f du) = L Tf dp.
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Ist f schwach mefbar und ist fiir jedes x’ die Funktion x/(f) in L' (Q), so wird
fiir E € ¥ durch

xg(x') = L x'(f)dp

ein Element x{ € X" definiert. Die Funktion f heifle dann Dunford-integrierbar
und es wird D- IE fdp == x{ gesetzt. Wenn fiir alle E € I ein x¢ € X so existiert,
daf fur alle x” € X’ gilt: (x’,x{) = (xg,x’), so heille f Pettis-integrierbar und
das Integral werde mit P- [ fdu bezeichnet.

1.3 Sektorielle Operatoren und Funktionalkalkiil

Wir fithren nun den hauptsachlich von A. M“INTOSH entwickelte Funktional-
kalkiil fiir sektorielle Operatoren (siehe etwa [7], [45], [46]) ein:

Unter dem Sektor Sg, 6 € (0, 7), verstehen wir die offene Menge aller von Null
verschiedenen komplexen Zahlen z, die sich als z = |z|e*® mit |¢| < 8 schreiben
lassen (siehe auch Abbildung 1.1).

-

Se SG

17
O/

I

Abbildung 1.1: Der Sektor Sg fiir 8 < 74, bzw. 6 > 7.

DEFINITION 1.3.1 Ein linearer Operator A heife sektoriell vom Typ w, falls sein
Spektrum im abgeschlossenen Sektor S, enthalten ist und fiir jedes 0 € (w, 7)
eine Zahl My existiert, fiir die

[AR(AA)|| < Mg fiir alle A ¢ Sq gilt. (1.3.1)
Aus der Potenzreihenentwicklung der Resolvente ergibt sich, dafs eine Resol-

ventenabschdtzung der Form (1.3.1) auf der negativen reellen Halbachse bereits
hinreichend ist, um einen linearen Operator als sektoriell zu erkennen:
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Es sei so > 0. Dann ist fiir s € C mit |sg — s| <

IR(=s0,A)] "
R(=s,A) = > (s —s0)"R(—s0, A)"*". —so "
n=0

Fiir ein von sy unabhédngiges C > 0, das ohne Ein-

schrankung in (0,1) gewdhlt werden kann, gilt Konvergenzbereich
nun |[R(—sp,A)||”" > Cso. Also mufl das Spek- der Potenzreihe
trum von A in einem gewissen Sektor Sg enthalten

sein.

Aus der Abbildung ist erkennbar, daff 8 < 7—arcsin(C) gelten mufi. Man
beachte, dafs von einem sektoriellen Operator nach unserer Definition weder
verlangt wird, dafd er dicht definiert sei, noch dichtes Bild habe. Dahingegen
sind sektorielle Operatoren stets abgeschlossen, da sie eine nichtleere Resol-
ventenmenge besitzen.

Wenn wir fiir sektorielle Operatoren den H*-Funktionalkalkiil benutzen wol-
len, kommt drei grundlegenden Funktionenklassen eine besondere Bedeutung
zu: Mit H(Sg) bezeichnen wir die Algebra aller auf dem Sektor Sq definierten,
holomorphen Funktionen. H*(Sg) bezeichne die Unteralgebra aller beschrank-
ten Funktionen aus H(Sg), und schliefSlich sei

HZ (Se) :={f € H(Se) : T ¢,s >0Vz € Sq : [f(z)| < ¢ min(|zl*,[z["*) }.

Das Besondere an dieser letzten Klasse ist die Tatsache, dafs fiir Funktionen
f € HY’(Se) die Funktion f(z)/z auf geeigneten Halbstrahlen in von Null gegen
Unendlich integrierbar ist. Dies erlaubt fiir sektorielle Operatoren vom Typ w
und Funktionen der Klasse H(S¢) mit 6 € (w, ) den beschrankten Operator
f(A) als das Bochner-Integral

T 2mi

f(A) == 5 L f(AR(A,A) dA

zu definieren. Dabei sei I" derjenige Integrationsweg in der komplexen Zahle-
nebene, der fiir ein v € (w, 0) durch die Parametrisierung

te ™, t>0
v(t) = { e, 120 (1.3.2)

10



1.3 Sektorielle Operatoren und Funktionalkalkiil

/0 EaY

Abbildung 1.2: Der Integrationsweg I' (mit 0 < 7 bzw. 6 > 7).

gegeben ist (siehe auch Abbildung 1.2). Man kann nun zeigen, dafs diese Abbil-
dung nicht von v abhdngt und einen Algebrenhomomorphismus von HF(Sg)
nach B(X) definiert. Eine sehr ausfiihrliche Darstellung dieses Kalkiils ist In-
halt der Diplomarbeit [17] von A. FROHLICH.

Diesen elementaren Funktionalkalkiil kann man nun auf Funktionen der Klas-
se H® erweitern. Dazu sei A als injektiver sektorieller Operator vom Typ w
mit dichtem Bild und Definitionsbereich vorausgesetzt. Wir setzen \(z) :=
z(14z)7?%; es ist dann P(A) = A(1+A)"! injektiv, und man kann fiir F €
H*>(Sg), 0 € (w, ), durch

F(A) = (A) T (F)(A)

einen abgeschlossenen Operator F(A) definieren. Dieser Erweiterungsprozefs
des Funktionalkalkiils 1463t sich auch abstrakt durchfiihren, wie M. HAASE in
[25] zeigt. F(A) hiangt dabei nicht von der gewédhlten Regularisierungsfunktion
P ab: solange zu einem F € H(Sp) irgendeine Funktion 1\ des elementaren
Funktionalkalkiils (in unserem Falle also der Klasse H}(Sg)) existiert, fiir die
P(A) injektiv ist und PpF € HF(Se) gilt, so erlaubt die obige Definition von
F(A) in nattirlicher Art und Weise F(A) zu definieren. Damit 146t sich der
Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren sogar iiber die Funktionenklasse
H*(Sg) hinaus fortsetzen, etwa auf Funktionen, die im Nullpunkt und gegen
Unendlich hochstens polynomiell wachsen. So lassen sich etwa fiir « € C auch
gebrochene Potenzen A* {iber den Funktionalkalkiil erkldren.

Der so erweiterte Funktionalkalkiil hat die folgenden Eigenschaften: fiir die
Einsfunktion ist 1(A) = Idy, fiir TA(z) = (Az)~' gilt die Gleichheit T, (A) =

11



1 Grundbegriffe

(A+A)~". Allgemeiner stimmt der Kalkiil mit dem (ad hoc definierten) ratio-
nalen Funktionalkalkiil tiberein (siehe etwa [17, Satz 2.4.12]). Sind F und G
zwei tiber den Erweiterungsprozef fiir den Funktionalkalkiil von A zugelasse-
ne Funktionen, so gelten die typischen Eigenschaften eines Funktionalkalkiils:

F(A)+G(A) C (F+G)(A)
F(A)G(A) C (FG)(A) (1.3.3)
D(F(A)G(A)) = D((FG)(A)) ND(G(A)).

Da F(A) fiir Funktionen F der Klasse H* stets ein abgeschlossener, aber nicht
notwendigerweise beschrankter Operator ist, kommt gewissen Operatoren A
besondere Bedeutung zu:

DEFINITION 1.3.2 Es sei A ein injektiver sektorieller Operator vom Typ w, der
dichtes Bild und dichten Definitionsbereich habe. Existiert ein 0 € (w, 7) so,
dafs fiir alle F € H*(Sg) F(A) € B(X) erfiillt ist, so sagen wir, A habe einen
beschrinkten H* (Sg)—-Funktionalkalkiil.

Will man nachweisen, dafs fiir eine spezielle Funktion F der Operator F(A)
beschrankt ist, so liefert die folgende Konvergenzeigenschaft des Kalkiils ein
starkes Hilfsmittel:

SATZz 1.3.3 ([7, LEMMA 2.1]) Es sei A ein injektiver sektorieller Operator vom
Typ w, der dichtes Bild und dichten Definitionsbereich habe. Sind fiir ein
0 € (w,mn) eine Funktionenfolge (f,) und eine Funktion f derart in H*(Sp)
gegeben, dafs gelten:

(a) Die Funktionen f,, sind gleichmafSig beschrankt.
(b) Die Folge (f,,) konvergiert punktweise gegen f.

(c) Fur alle n € N gilt f,,(A) € B(X) mit einer gleichmé&fiigen Normabschét-
zung [[fo (A <M,

so ist auch f(A) € B(X) und [|f(A)]| < M. Auflerdem konvergieren die Opera-
toren f,,(A) stark gegen f(A), fiir jedes x € X gilt also f,,(A)x — f(A)x.

A. FROHLICH wies darauf hin, daff man die in der Originalarbeit geforderte
Bedingung der lokal gleichméafligen Konvergenz der Funktionenfolge (f,,) we-
gen des Satzes von MONTEL zu obiger Bedingung (b) abschwéchen kann ([18,
Satz 1.3.1]).

12



1.3 Sektorielle Operatoren und Funktionalkalkiil

Hat ein Operator A einen beschrankten H*(Sg)-Kalkiil, so gilt fiir ein C > 0
die Abschitzung ||f(A)| < C||f||e: Der Operator ® : H*(Sg) — B(X) ist nach
Satz 1.3.3 ndmlich abgeschlossen und nach dem Satz vom abgeschlossenen
Graphen somit stetig. Umgekehrt hat A einen beschrankten H>(Sg)-Kalkiil,
wenn diese Abschidtzung auf der kleineren Menge H°(Se¢) gilt. Es existieren
allerdings Operatoren, die keinen beschrankten H*-Funktionalkalkiil besitzen
(siehe etwa [46]).

LEMMA 1.3.4 Es sei A ein sektorieller Operator vom Typ w auf dem Banach-
raum X. Dann gilt fiir alle ® € (w,7) und r > s > 0 die Abschédtzung

IASA+A) | < MoAF™™  auf Sx_o

fiir ein geeignetes Mg > 0.

Beweis. Zunachst betrachten wir den Fall s € (0,r). T sei der durch (1.3.2)
gegebene Integrationsweg. Da fiir jedes 0 < 7 gilt: z°(A+z)~" € H(Se), folgt

IASA+A) ]| =

1 z°
> R(z,A)xd
e | g R A

o0 ts dt
< const. HXH W —
o etivt|m t

_ 00 us—1
2% const. ASTT ||| J —_—
0 |‘| + e:l:m/u’r
~
<00

Im Fall s=0, r > 0, betrachten wir die Abbildung {(z) := (14+z)"" — (14+z) .
Sie liegt in HY® (die Abschdtzung im Nullpunkt folgt aus P (0) = 0 und der
Holomorphie von 1 in einer Nullumgebung). Es ist (A"TA) = A"(A+A) " —
AA+A)"T. Wegen

hATA) | =

i Lw(%)R(z,A) dz

<[ ol 2 e o] 4

ist sup,_, [[W(A"TA)|| < oo, sodaR mit der Sektorialitit von A die Behauptung
tiir s=0 folgt. SchlieSlich betrachten wir den Fall s=r > 0. Die Funktion ¢(z) :=
P(1) =z"(142) " —z(1+z) ! liegt in HE, (A TA) = AT(A+A) " —A(A+A) !
und wie oben ist sup, _, [[@(A"TA)|| < oo, also sind die Operatoren A"(A+A)~"
fir A > 0 gleichméfiig beschrankt. O
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1 Grundbegriffe

Die Randfille s € {0, r} des obigen Lemmas wurden in [40, Lemma 10] mit Hilfe
einer Version von Lemma 1.3.6 gezeigt, der hier gegebene Beweis ist von [23,
Prop. 2.7] inspiriert. Das folgende Lemma ist eine unmittelbare Anwendung
der obigen Erkenntnis. Es ist in dieser Form der Arbeit [36, Proposition 4.2]
entnommen, kommt jedoch auch etwa in [42, Beweis von 4.1] implizit vor.

LEMMA 1.3.5 Es sei A ein sektorieller Operator vom Typ w und fiir ein
0 € (w,m) sei f € HYP(Se). Ist v € (w,0) und I' der durch (1.3.2) gegebene
Integrationsweg, so gilt fiir jedes s € (0,1) und x € X:

27i

f(A)x = L.J ATSE(A)ASR(A, A)x dA.
r

Ist —A Erzeuger einer beschrdnkten stark stetigen Halbgruppe, so ist A nach
dem Satz von HILLE und YOSHIDA stets dicht definiert und sektoriell vom
Typ 7/,. Die Umkehrung gilt jedoch nicht, wenn die Sektorialitdtskonstante M
aus der Abschitzung |[A(A+A)~'|| < M nicht als eins gewéhlt werden kann.
Ein Beispiel hierfiir findet sich in [13, Ex. 11.3.12(3)].

LEMMA 1.3.6 Es sei —A Erzeuger einer beschrankten stark stetigen Halbgrup-
pe T(-) vom Typ w und A € S,_,. Dann gilt fiir alle 0 < < 3:

(9]

(A+A) ™ = Blo, pox) ! j WP b A) P dy,
0

hierbei ist %4(-,-) die Betafunktion.

Beweis. Ist —B stetig invertierbarer Erzeuger der stark stetigen Halbgruppe S(-),
so sind die Operatorpotenzen B~* nach dem PHILLIPS-Funktionalkalkiil (siehe
etwa [54, Abschnitt 2.6]) durch

B~ = ]—J t*71S(t) dt

gegeben. Wenden wir dies auf B := A+p+A bzw. S(-) := e *"'T(.) an, so
erhalten wir

o0

(A+putA) Px = J LRI T()x dt.
0

14



1.4 Interpolations- und Extrapolationsrdaume fiir Halbgruppen

Hieraus ergibt sich

J uP o T A4 u4+A) Pxdp = J uf""]J %e’(””)tﬂt)xdtdu
0 0

Fubini J rt*ﬁ__]e_MJ P Te rt qu T(t)x dt
0

o0
_ M) M(B—ex) 1T At
= Jo LG T(t)x dt

= %(O{, B—O() (}\—*—A)i(xxa
was zu zeigen war. O]

KOROLLAR 1.3.7 Es sei —A Erzeuger einer beschriankten stark stetigen Halb-
gruppe T(-), w der Sektorialitdtswinkel von A, 0 € (w,n) und z € 0Sp\{0}. Ist
Im(z) > 0 so setzen wir v,(t) := z + te'®, fiir Im(z) < 0 setzen wir y,(t) :=
z+ te 9, jeweils mit t € [0, 00). Dann gilt

R(z, A) :J R(A, A)? dA.

Yz

Beweis. Wir verwenden das obige Lemma mit o = 1, 3 = 2: es sei z = c|z|, also
+i0
c=e*",

J RN\ A2 AN = cJ R(z +ct,A)? dt
Yz 0

= ¢! J R(lz| +t, ¢ TA)? dt
0

= ¢ 'R(z|,c 'A) =R(z,A).

Dies war zu zeigen. O]

1.4 Interpolations- und Extrapolationsriume fiir
Halbgruppen

DEFINITION 1.4.1 Es sei X ein Banachraum und A ein injektiver dicht definier-
ter sektorieller Operator vom Typ w < 7 auf X, der dichtes Bild besitze und
« > 0. Mit X, bezeichnen wir den Definitionsbereich D(A%), der mit der Norm
| - ||« := || (I+A)* - || versehen sei. Mit X_, wollen wir die Vervollstindigung
X_o = (X, [(I+A)~* - ||)~ bezeichnen.

15



1 Grundbegriffe

Nach [7, Theorem 3.8] sind dicht definierte sektorielle Operatoren mit dichtem
Bild stets injektiv, sodaf} die Forderung der Injektivitit in der obigen Definition
auch weggelassen werden kann. Ist « eine natiirlich Zahl, so konnen wir auf
die Forderung der Injektivitdt und der des dichten Bildes verzichten. Fiir « €
[0, 1] ist die Norm || - ||« zur Graphennorm || - [|a« := || - || + [|A* - || &quivalent:
nach [23, Prop. 2.7] gilt A* — (I+A)* € B(X), sodafs aus —1 € p(A) sofort
Ix|[ae < comst. ||x||« folgt. Die umgekehrte Abschitzung ergibt sich dann aus
dem Satz iiber die offene Abbildung.

Besondere Bedeutung haben in dieser Skala die Rdume mit ganzzahligem In-
dex «, falls —A Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe ist. Dies wird in
[13, Abschnitt I1.5] ausfiihrlich behandelt, und wir fassen hier die wichtigsten
Dinge zusammen: Die Resolventen (I+A,)~' bilden offenbar X,, isometrisch
isomorph auf X,,_; ab. Die Halbgruppe T(-) 1lait die Rdume X,, fir n € Ny
invariant, wir konnen also T, (-) := T(-)|x,, betrachten. Da die Halbgruppe T(-)
mit dem Isomorphismus X — X, x — (I4+A) "x kommutiert, ist T, (-) auf X,,
ebenfalls stark stetig. Ihr Erzeuger —A,, ist der Teil von —A in X,,; es ist also
A, = A mit dem Definitionsbereich D(A,) ={x € D(A)N X, : Ax € X, }.

Genauso konnen wir die Rdume X, mit negativem ganzzahligen Index be-
trachten. Da X fiir n € N dicht in X_,, liegt, erhalten wir Erweiterungen T_,,
der Halbgruppe auf X_,,. Ihre mit A_,, bezeichneten Erzeuger haben wieder-
um die Eigenschaft, dafs D(A_,) = X_,,41 gilt; auch fiir negative n bildet die
Resolvente (I+A,, )~ den Raum X,, isometrisch isomorph auf X,, ; ab.

Schliefdlich konnen wir neben diesen inhomogenen Raumen auch homogene Rau-
me X, einfiihren. Sie seien durch X, := (D(A%), ||A%-|)~ gegeben. Ist A nicht
nur injektiv, sondern sogar stetig invertierbar, so gilt X, = X,. Die Bezeichnung
homogen und inhomogen riihrt von der analogen Bezeichnung inhomogener
bzw. homogener Besovraume oder Besselpotentialriume bzw. Rieszpotential-
rdume her. Dies mag darauf zuriickzufiihren sein, dafs bei der Betrachtung
von A = —A auf LP(R") gilt: I+A hat, als Fouriermultiplikator aufgefafst, die
inhomogene Funktion f(£) = 1+ |&|* als Symbol, A dagegen die homogene
Funktion g(&) = ||?.
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2 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 1

2.1 [*-Zulissigkeit und quadratische
[*~Abschitzungen

Es seien Banachrdaume X, U,Y gegeben, und —A sei Erzeuger einer stark ste-
tigen Halbgruppe auf X. Es seien stetige Operatoren B € B(U,X_;) und C €
B(X;,Y) gegeben. Wir betrachten das folgende, als Kontrollsystem bezeichnete
Gleichungssystem:

{X’(t)+AX(t) = Bult) x(0)=xo (KS)

y(t) = Cx(t)

Die Inhomogenitdt Bu(t) erlaubt tiber den als Kontrolloperator bezeichneten
Operator B Einfluinahme auf die Differentialgleichung; die Losung x(-) wird
mittels eines Beobachtungsoperators C beobachtet. Ist xo € D(A), so verlduft die
Losung x(t) = T(t)xo des homogenen Anfangswertproblems in D(A). Insofern
stellt die Bedingung C € B(X;,Y) eine plausible Forderung an C dar.

DEFINITION 2.1.1 Es sei C € B(X;,Y) ein stetiger Beobachtungsoperator. We-
gen der Invarianz von X; unter der Halbgruppe T(-) kann man fiir jedes t > 0
die stetige, lineare Abbildung CT(t) : X; — Y betrachten. Unter den Operato-
ren C € B(X;,Y) bezeichnen wir diejenigen als L*~zulissig, oder auch kurz als
zulissig, fiir welche die Abschitzung

L [CT(Ox|); dt < M2|x[2,  xeX 2.1.1)

tiir ein M > 0 gilt. In diesem Fall 143t sich diese Abbildung wegen der Dichtheit
von X; auf ganz X fortsetzen; wir konnen CT(-) also als stetige Abbildung von
X nach L?(R,,Y) auffassen.

Einen stetigen linearen Kontrolloperator B € B(U, X_;) bezeichnen wir als L~
zuliissig fiir A, oder kurz als zuliissig, falls fiir alle u € L*(R,,U) das Integral
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2 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 1

fgo T 1(t)Bu(t) dt in X_; existiert, Werte in X annimmt und fiir ein K > 0 der
folgenden Abschitzung geniigt:

JOO T 1(t)Bu(t) dt
0

< Kfullez(z, u)- (2.1.2)
X

BEMERKUNG 2.1.2 Wir betrachten einmal den Spezialfall reflexiver Banach-
rdume X, U,Y. Die Abbildung ¥, : X — L*(R,,Y), Yo (x) := CT(-)x ist ge-
nau dann stetig, wenn ihre adjungierte Abbildung ¥/ : L*(R.,Y’) — X/,
Y. (§) = fgo T(t)'C'G(t) dt stetig ist (hierzu sei bemerkt, daf’ reflexive Banach-
raume stets die Radon-Nikodym Eigenschaft haben, siehe [11, Corollary I1.3.4]).
Daher ist der Beobachtungsoperator C genau dann zuldssig fiir A, wenn der
Kontrolloperator C’ zuldssig fiir A’ ist.

Wir werden im Folgenden die Zuléssigkeit von Kontroll- und Beobachtungs-
operatoren fiir beschrénkte analytische Halbgruppen charakterisieren. Im Mit-
telpunkt steht eine simple Beobachtung ([71]), die von der Analytizitdt erst
einmal keinen Gebrauch macht:

LEMMA 2.1.3 Es sei —A Erzeuger einer stark stetigen und beschrankten Halb-
gruppe T(-) auf dem Banachraum X und w < 7/, der Sektorialititswinkel
von A. Sind U und Y weitere Banachrdume, und sind B € B(U, X_;) sowie
C € B(X4,Y) zuldssig, so sind fiir jedes v € (0,7,) die Operatorenfamilien

A2AA_1) "B AeSy) bzw.  (A2C(A+A) ' A€ Sy
gleichmafsig beschrankt.

Beweis. Es sei C € B(X;,Y) zuldssig. Die Resolventendarstellung zeigt fiir x €
X] .

ICO+A) x| = H [e CT(t)xdtH < Mfjexp(—A)]|. ],
0
also ||C(A+A)"x|| < const. Re(\)~"2||x|| und damit die gewiinschte gleichma-
Bige Beschranktheit (man beachte, dafs wegen v < 7/, der Quotient A/Re(A)

beschrankt bleibt). Analog dazu erhdlt man fiir zuldssiges B € B(U,X_;) und
die Wahl u := exp(—A-) ® up mit einem uy € U:

|(A+A_1)""Buol[, =

J T (OBt dt
0 X

< K[ullezim, w) = (2Re(A) 2K [uollu,

und damit die Behauptung. O
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2.1 [?-Zuldssigkeit und quadratische [>~Abschitzungen

G. WEIss warf in [71] nun die Frage auf, ob die notwendigen Bedingungen aus
2.1.3 die Zuléssigkeit von Kontroll- und Beobachtungsoperatoren zu charakte-
risieren vermogen. Er wies darauf hin, dafs dies fiir allgemeine Banachraume
falsch sei und gab erste partielle positive Beweise fiir Hilbertraume X an: Etwa
fiir eindimensionale Raume U (bzw. Y) falls T(:) eine stark stetige Halbgruppe
normaler Operatoren ist, oder fiir exponentiell stabile und linksinvertierbare
Halbgruppen T(-). In der Arbeit [53] wird die Richtigkeit der Vermutung fiir
den Rechtsshift auf L?(R, ) nachgewiesen, und in [27] wird sie schliefilich fiir
endlichdimensionale Rdume U bzw. Y und Kontraktionshalbgruppen gezeigt.
Gleichzeitig tauchten aber auch negative Ergebnisse auf, die die Richtigkeit
im allgemeinen Hilbertraumfall widerlegen, etwa [29, 30]. Eine Ubersicht iiber
verschiedene Ansitze und Ergebnisse gibt der Artikel [28]. In eine etwas an-
dere Richtung, die uns hier mehr interessieren soll, geht die Arbeit [42] von
C. LE MERDY: er zeigt die Giiltigkeit der Vermutung auf Banachrdumen unter
der Voraussetzung quadratischer L*~Abschitzungen.

DEFINITION 2.1.4 Es sei A ein sektorieller Operator auf X und f # 0 eine
Funktion der Klasse HY(S,). Wir sagen, A geniige einer quadratischen 1*-
Abschiitzung fiir f, falls es eine Zahl M > 0 gibt, fiir die gilt:

Fiir alle x € X : J Hf(tA)x”z% < M?||x||%.
0

Der folgende Satz wurde urspriinglich fiir Hilbertraume formuliert [46, Theo-
rem 5] und etwas allgemeiner in [1, Abschnitt E]. Der Beweis macht aller-
dings an keiner Stelle Gebrauch von der Hilbertraumstruktur, sodafs wir ihn
fiir Banachrdume formulieren:

SATZ 2.1.5 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator vom Typ w mit
dichtem Bild auf dem Banachraum X. Sind fiir 1 > w zwei Funktionen f und
g aus HZ(S,,)\{0}, so existiert eine Konstante M so, daf8 fiir alle ¢ € H>(S,)
gilt:

ru(ftcp)(A)Hz a o Mzucpuiojmugt(/\)||2 at,
0 0

Dabei seien f, und g durch f.(z) := f(tz) bzw. durch g.(z) := g(tz) gege-
ben. Insbesondere zeigt die Wahl ¢ = 1, daf$ die Existenz einer quadratischen
L?—Abschitzung nicht von der gewéhlten Funktion und auch nicht vom Win-
kel © > w abhdngt. Wir konnen also einfach davon sprechen, daff A einer
quadratischen L?-~Abschitzung geniigt.
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2 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 1

Die spezielle Wahl f(z) = z2¢~* zeigt, daR quadratische [2-Abschitzungen
dquivalent dazu sind, daf3 A’z ein L%2—zuldssiger Beobachtungsoperator ist: Es
ist ndmlich

FEA)x|2 & = | [JAY2T(t)x||? dt.
0 ¢ 0

Auf dieser Umformulierung basiert die folgende Version des Satzes [42, Theo-
rem 4.1]. Der hier angegebene Beweis, der von Diskussionen mit Chr. Le
Merdy im Zusammenhang der gemeinsamen Arbeit [22] inspiriert ist, orientiert
sich an der Kernidee der Originalarbeit; er ist jedoch erheblich tibersichtlicher
und kiirzer:

SATZ2.1.6 Es sei A ein dicht definierter, sektorieller Operator vom Typ w < 7>
auf einem Banachraum X, der dichtes Bild habe. Weiterhin geniige A einer
quadratischen L?~Abschitzung. Die von —A erzeugte analytische Halbgruppe
werde mit T(-) bezeichnet. Ist Y ein weiterer Banachraum, so ist ein stetiger
linearer Operator C : X; — Y genau dann zuldssig, wenn die Menge W¢ :=
(A2C(A+A)~": A >0} in B(X,Y) beschrankt ist.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir das folgende

LEMMA 2.1.7 Es gelten die Voraussetzungen des obigen Satzes und es sei
H:={e®t: t > 0} ein Halbstrahl mit Winkel 0, 6 € (w, 7). Ist W beschrinkt,
so auch die Menge (A\2C(A+A)~" : A € H} C B(X,Y).

Beweis. Fir A € H ist
[A2CROA, A)x|| = || A2 C(A+A) T [(1+€®) AA—=A) " —T]x ||,

und der Ausdruck in der eckigen Klammer ist wegen der Sektorialitdt von A
offenbar gleichméfsig beschrankt. O

Beweis von Satz 2.1.6. Daf3 die Zulassigkeit von C die Beschranktheit von W
nach sich zieht, wurde in Lemma 2.1.3 bereits nachgepriift. Nun zur umge-
kehrten Richtung. A hat dichtes Bild, und ist nach [7, Theorem 3.8] daher
injektiv. Aus den Eigenschaften (1.3.3) des Funktionalkalkiils folgern wir mit
D(A) C D(A"2) die Beziehung A=A"2A"2, und daraus die Injektivitit von A”2.
Da T(-) analytisch ist, also insbesondere das Bild von T(t) fiir t > 0 in D(A) ent-
halten ist, konnen wir fiir ein gewdhltes x € X fiir t > 0 die Gleichheit CT(t)x =
CA~"2A”2T(t)x benutzen. Dies formulieren wir zu t~ /2 CAJ/Z(pO(tA)x weiter
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2.1 [?-Zuldssigkeit und quadratische [>~Abschitzungen

um, wobei @y durch @q(z) = z22e2 gegeben sei. Wir zerlegen nun ¢, = @\
in zwei Funktionen der Klasse H®, etwa

©(z) = 2z%(1+2)7! P(z) = 21/2*“(1—#2)6’2.

Dabei kommt es auf die Wahl von « € (0, ¥;) nicht an, wie wir im Fortgang des
Beweises sehen werden; genauer: es kommt nicht einmal auf die gewdhlten
Funktionen ¢ und 1 an. Dem genauen Hintergrund dieses Phanomens werden
wir in Abschnitt 2.5 nachgehen. Wir schreiben also

CT(t)x = CA~ 2@ (tA) t~ 2 (tA)x.

Der Beweis vollzieht sich in zwei Schritten. Als erstes betrachten wir die Ope-
ratorenfamilie {CA*]/Z(p(tA) : t > 0}. Essei 0 € (w, ;). I'bezeichne denjenigen
Weg in der komplexen Zahlenebene, der durch die Parametrisierung

te ¥ >0
v(t) = { —tel® £ <0 (2.1.3)

gegeben ist. Er umlduft den kleineren Sektor S, in positiver Orientierung.
Dann ist fiir x € R(A72(I+A)"")

27t

CA’]/Z(p(tA)x = CAVZLJ @(tz)R(z,A)x dz
r

Lem. 1.3.5
- 27

CA /2.1 J (p(tz)z’]/zA]/zR(z, A)xdz
r

27i

= | etaorin A E = K
r

Um die letzte Gleichheit einzusehen, schreibe man und x = A”72(I+A)'x, fiir
ein xo € X. Dann gilt die Gleichheit CA~"2¢(tA)x = C(I+A) '@ (tA)x,. Der
von X nach Y stetige Operator C(I+A)~" kann nun in das Integral gezogen
werden; dann aber kann im Integral wie folgt vertauscht werden:

C(I4+A)"A"2R(A, A)xo = CR(A, AJA2(I+A) "xo = CR(A, A)x.

Es gilt nun
[K(t)x|| < ;—ﬂj o(tz)] ||z”2CR(z, A)x|| %
r

Nach Lemma 2.1.7 ist z/2CR(z, A) auch auf dem Integrationsweg I' gleichmafSig
beschrinkt. Da der Integrationsweg I' wie auch das Maf 4% invariant unter
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2 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 1

Streckungen sind, hangt die obige Abschédtzung also nicht von t > 0 ab. Damit
ist ||[K(t)||x—y gleichmaBig beschrankt. Da R(A72(14+A)~") ein dichter Teilraum
von X ist, besitzt CAJ/Z(p(tA) also eine stetige Fortsetzung K(t). Es folgt fiir
geeignete cy,cy > 0

JOOHCT(t)xHZdt - JOOHK(t)t_]/le)(tA)xHZdt
0 0

< | et —cr [ wieand 4
0

< x|,
da A voraussetzungsgemifl quadratischen L?—~Abschitzung geniigt. Dies war
zu zeigen. O

BEMERKUNG 2.1.8 Wir halten fest, dafs die Voraussetzung der quadratischen
L2-Abschitzung im vorangehenden Satz notwendig ist: gilt die Aussage des
Satzes, so ist wegen der aus Lemma 1.3.4 folgenden gleichméfSsigen Beschrankt-
heit der Menge {A"2A"72(A+A)"" : A > 0} stets A2 zulissig fiir A, mit anderen
Worten: A geniigt quadratischen L?~Abschitzungen.

Es sei f € HP\{0}. Ist X ein Hilbertraum, so hat nach Satz 2.1.5 jeder injektive
dicht definierte sektorielle Operator A auf X beztiglich der Norm ||x||quadr :=
[f(tA)x|[(2(r, 4t x) einen beschrdnkten H*-Kalkiil. Das heifit, dafl A einen be-
schrankten H*-Kalkiil auf X hat, wenn seine Norm zu diesen Quadratfunk-

tionsnormen dquivalent ist. In der Tat charakterisiert diese Eigenschaft den
H>-Kalkiil (siehe [45, Sect. 7,8]):

SATZ 2.1.9 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator vom Typ w €
(0, 7t) mit dichtem Bild auf einem Hilbertraum X. Dann hat A genau dann einen
beschrankten H*(Sg)-Kalkiil fiir alle © € (w, ), wenn A und A’ quadratischen
Abschédtzungen auf X geniigen.

Dahingegen gelang es LE MERDY in [42, Theorem 5.2] nachzuweisen, daf ei-
ne einseitige Abschitzung, also eine Abschitzung fiir A ohne diejenige fiir A’
nicht hinreichend fiir den H*-Kalkiil ist. Aus dem obigen Satz folgt unmittel-
bar das folgende

KOROLLAR 2.1.10 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator vom Typ
w < 7, auf einem Hilbertraum X, der dichtes Bild und einen beschriankten H>®—
Kalkiil habe. Ist Y ein weiterer Hilbertraum, so ist ein stetiger linearer Operator
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2.1 [?-Zuldssigkeit und quadratische [>~Abschitzungen

C:X; — Y genau dann zuldssig, wenn die Menge Wc := (A2 C(A+A)~": A >
0} in B(X,Y) beschrankt ist.

[2-Zulassigkeit von Kontrolloperatoren

Wenn X ein reflexiver Banachraum ist, so ist B genau dann ein zuldssiger Kon-
trolloperator fiir T(-), wenn sein adjungierter Operator B’ ein zuldssiger Beob-
achtungsoperator fiir die adjungierte Halbgruppe T(-)’ ist. Ist X nicht als refle-
xiv vorausgesetzt, so mufi die adjungierte Halbgruppe nicht mehr stark stetig
sein. Man kann die Zuléssigkeit jedoch auch in diesem allgemeinen Rahmen
charakterisieren, mufi dies jedoch ohne die bequeme Dualisierung beweisen.

LEMMA 2.1.11 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator vom Typ
w < 7, auf einem Banachraum X, der dichtes Bild habe. Es sei B € B(U, X_;)
ein Kontrolloperator, fiir den die Menge W5 := (A2 (A+A_1)"'B : A > 0}
in B(U, X) beschrénkt sei. Fiir beliebige o € (0,%) und u € U gilt dann die
Darstellung

T :(t)Bu= #J A% M(A_)*R(A, A_1)BudA. (2.1.4)
r

Hier bezeichnet I' den durch die Parametrisierung (2.1.3) gegebenen Integrati-
onsweg.

Beweis. Es sei

(I42)7" =z(n+z) ' (L42) T (n—1).

1
n

¢n(z) :=n(n+z) ' —

Zunichst ist offenbar ¢, € HY(Sg) fiir jedes 6 € (0,7). Es ist fiir alle x €
X_y stets on(A_1)x € D(A_1) NR(A_7) und @, (A_;) ist eine approximative
Identitit, es gilt also @ (A_1)x — x fiir n — oo fiir alle x € X_;. Wir schreiben
T 1(t)Bu=1lim,_o T_1(t)@.(A_7)Bu und betrachten zunichst den Ausdruck
ohne den Limes:

T i(t)en(A1)Bu = A% T (t)AZTen(A 1)Bu

—12mi

= A% S Jz“etchn(z)R(z,AﬂBudz.
r
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2 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 1

Hier haben wir die Tatsache ausgenutzt, dafl z~ ¢, (z) € H fiir alle x € (0,1)
gilt. Wir wollen als nichstes zeigen, daff wir A%, in das Integral hineinziehen
konnen. Dazu ist nachzuweisen, dafd das Bochnerintegral

J z % Fon(z2)A%R(z,A_1)Budz (2.1.5)
r

in X_; existiert, und einer von n unabhédngigen Normabschidtzung gentigt
(denn wir wollen schliefilich den Grenziibergang n — oo betrachten). Da dies
ist wegen ||[A%;R(z,A_1)|| < M|z|*! ohne die Beschrinktheitsvoraussetzung
an Wg nicht zu erwarten ist, miissen wir die Resolvente "verdoppeln". Wir
verwenden dazu Korollar 1.3.7 und erhalten

R(z,A_1)Bu = J R(A,A_1)?BudA
Yz

mit einem absolut konvergenten Integral. Nun existiert wegen der Abschit-

zung ||[A%, R(A,A_1)2Bu| < M]A|*T|A|="2 und der Voraussetzung « < ¥, aber

auch das Bochnerintegral

J A% R(AA_1)?Bud),
Yz

in X_; und gentigt zudem einer Abschitzung gegen |2/~ /2. Damit konnen wir
nun die Existenz des Bochnerintegrals (2.1.5) nachweisen: wegen || @y || (sy) <
M < oo geniigt der Integrand in der Norm ndmlich einer Abschdtzung gegen
2|2 exp(—tRe(z)).

Damit ist nach 1.2.1 auch das Hereinziehen von A%, in das Integral gerecht-
fertigt und somit die Darstellung

T 1(t)en(A_1)Bu= J z %e o (z2)A%R(z,A_1)Budz
r
gezeigt. Hieraus folgt die Behauptung mittels des Satzes {iber majorisierte Kon-
vergenz. [

SATZ 2.1.12 Es sei A ein sektorieller, dicht definierter Operator vom Typ w <
7, auf einem Banachraum X, der dichtes Bild habe. Weiterhin geniige A’ einer
quadratischen LZ—Abschétzung auf X’. Ist U ein weiterer Banachraum, so ist
ein linearer stetiger Operator B : U — X_; genau dann zuldssig, wenn die
Menge Wy :={A”2(A+A_;)"'B: A >0} in B(U,X) beschrinkt ist.
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2.1 [?-Zuldssigkeit und quadratische [>~Abschitzungen

Beweis. Dafs die Zuldssigkeit von B die Beschranktheit von Wy nach sich zieht,
wurde bereits in Lemma 2.1.3 nachgewiesen. Fiir die umgekehrte Richtung sei
wieder ein 0 € (w,”,) gewdhlt. Zu diesem 0 sei dann wieder I' wie in (2.1.3)
gewdhlt. Wir wollen zundchst nachweisen, dafd das Integral

JOO T 1 (t)Bu(t) dt (2.1.6)
0

in X_; existiert. Dazu betrachten wir fiir x_; € X_; und x’ € D(A’) den durch
(x_1,k(x")) = ((I_14+A_1) " "x_q, (I'+A)X).

gegebenen kanonischen Isomorphismus k : [D(A')] — (X_;)’ (siehe [48, Theo-
rem 3.1.15]). Es sei also x’ aus D(A’) gewdhlt. Wir verwenden wir Lem-
ma 2.1.11 und erhalten

Mw T_1(t)Bu(t) dt,x’)
0

1

27

([T [ Ate HA TRALA Bult) aan )
0 r

Bezeichnen wir mit h; die durch hy()A) := t/2~*A~*%2¢~"2t gegebene Funktion
und mit R(-) die operatorwertige Funktion R(A) := A2R(A, A_;)B, so kénnen
wir dies wie folgt umschreiben:

1

o7 J00<J Re(A) R(A) dA u(t),t“_]/z((A_ﬂo‘T_] (2)) %) dt‘
o Jr

(0]
|
<

0

und mit der Holder-Ungleichung

dt,

<Jr he(A) ROV dA w(t), £ (A1) Ty (1)) )

(©)ll2e. x

< L HJ he(A) ROV dAu
r

[t = e (A T (72) %[l o

= i J ReN) RO A ()] g AVt s
r + t

wobei P(z) := z*exp(—7,) ist. Es ist also P(tA)" =1 (tA’), wobei zu beachten
ist, daf3 A’ zwar sektoriell, im allgemeinen aber weder dicht definiert ist noch
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2 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 1

dichtes Bild hat. Da aber 1\ €€ HZ(Sg) gilt, ist P(tA’) wohldefiniert. Voraus-
setzungsgemdfl konnen wir den hinteren Ausdruck gegen die Norm von x’
abschétzen, sodafs die Behauptung gezeigt ist, wenn es gelingt, eine Abschit-
zung fiir den ersten Ausdruck gegen die L>~Norm von u nachzuweisen. Dazu
betrachten wir

[ maian = atims [Tetememgetigg
r 0

BRVAN
= 2(}hcos0)” /ZJ e (V21 gy
0

= 2(Jscos0) “J/ZF(VZ—OC),

und sehen, daf8 die Funktionen hy(-) fiir t > 0 in L'(T") gleichméfig beschrankt
sind. Die gleichmifiige Beschranktheit der Menge Wpg impliziert wie in Lem-
ma 2.1.7 die gleichméflige Beschranktheit von R(A) auf I'. Damit sind dann
auch die Normen der Operatoren

J hi(A) R(A) dA
r

in t gleichméfiig beschrankt. Das Integral (2.1.6) 1afit sich demnach als ein
stetiger linearer Operator @ : L*(R,,U) — X” auffassen. Ist u eine Treppen-
funktion mit kompaktem Trédger, der zudem die Null meidet, so existiert das
Integral (2.1.6) im Bochnerschen Sinne und liegt in X. Derartige Treppenfunk-
tionen liegen dicht in L?(R,, U), sodaf8 das Bild von @ in X enthalten ist. Nach
dem Graphensatz ist ® damit stetig von L?(R,,U) nach X. O

Wie im Falle von Beobachtungsoperatoren (sieche Bemerkung 2.1.8) ist die Vor-
aussetzung quadratischer L?~Abschitzungen an A’ notwendig. Hierzu beachte
man, dafs A’, wenngleich nicht notwendigerweise dicht definiert, so doch sek-
toriell ist, und daher Lemma 1.3.4 anwendbar ist.

2.2 [°-Zuléssigkeit auf endlichen Zeitintervallen

DEFINITION 2.2.1 Es sei —A Erzeuger der stark stetigen beschrankten Halb-
gruppe T(-). Ein Beobachtungsoperator C € B(Xj, Y) heifle L2—zuliissig auf [0, b],
falls fiir alle x € X; die Abschdtzung

”CT(‘)X”LZ([o,b}‘Y) < const. ||x||
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2.2 LZ—Zuléssigkeit auf endlichen Zeitintervallen

gilt. Ein Kontrolloperator B € B(U,X_;) heifle L?—zulissig auf [0,b], falls fiir
alle u € L?([0,b], U) das Integral fg T_7(t)Bu(t) dt in X_; existiert, Werte in X
annimmt und der Abschédtzung

b
J T 4(t)Bu(t) dtH < const. ||u||r2(10.0],u)
0

gentigt.

LEMMA 2.2.2 Es sei T(-) eine stark stetige beschrankte Halbgruppe, —A ihr
Erzeuger; die Operatoren B : U — X_; und C: X; — Y seien stetig und es sei
to > 0.

(a) Der Kontrolloperator B ist genau dann auf [0, to] zuldssig beztiglich T(-),
wenn fiir alle « > 0 der Kontrolloperator B auf R, zuldssig fiir die ska-
lierte Halbgruppe e~ *'T(-) ist.

(b) Der Beobachtungsoperator C ist genau dann auf [0, to] zulédssig beztiglich
T(-), wenn fiir alle « > 0 der Beobachtungsoperator C auf R, zuldssig
fiir die skalierte Halbgruppe e~*T(-) ist.

Insbesondere hiangt die Eigenschaft, auf [0, to] zuldssig zu sein, nicht von to > 0
ab.

Beweis. (a) Ist B beziiglich der skalierten Halbgruppe (auf R, ) zuléssig, so ist
B auch auf [0, to] beziiglich der skalierten Halbgruppe zuldssig. Dies ist genau
dann der Fall, wenn B beziiglich der unskalierten Halbgruppe zuldssig ist. Es
gilt namlich

to to

J e “'T_;(t)Bu(t) dt :J T 1 (t)B(u(t)e *Y) dt,

0 0

und u — uexp(—o) ist ein Isomorphismus auf L%([0,t0], U). Nun sei B auf
[0, to] zuldssig beztiglich T(-). Die Halbgruppeneigenschaft zeigt, dafs dann B
auch auf [0,nte] zuldssig ist:

n—1

[T B dtH < Y T
0 k=0
n—1

< Mn ) [Tt - Iwlez(omeou)-
k=0

Jto T 4 (6)Bult + kto) dtH
0
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Wir koénnen also ohne Einschrankung annehmen, daf8 ||T(to)e *%|| < 1 gilt, da
die skalierte Halbgruppe exponentiell stabil ist. Dann gilt fiir u € L?(R, U)

0 0 ~(n+1)tg
J e T (MBu(tat = ZJ ) e *'T_;(t)Bu(t) dt
° n=o0“"nto

= ) (e_“toT(tO))nJ O T_1(t)Bu(nty + t)e " dt.

n=0 0

Das Integral 1af8t sich wegen der vorausgesetzten Zuldssigkeit auf [0, to] gleich-
maflig in n € Ny gegen die L?~Norm von u auf R, abschitzen, sodaf8 die Reihe
in X absolut konvergiert und einer Abschédtzung gegen |u| 2z, gentigt.

(b) Ist C beziiglich der skalierten Halbgruppe (auf R,) zuldssig, dann folgt
die Zuldssigkeit beztiglich T(-) auf [0, to] wie oben. Es sei also C auf [0, to]
zuldssig beziiglich T(-) und o« > 0. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
konnen wir wieder voraussetzen, daf ||T(to)e**| < 1 gilt. Wir schreiben
[, == [nto, (n+1)to] und erhalten unter Verwendung der Halbgruppeneigen-
schaft

le”CT(: XHLZR X)) =

Zﬂln e *CT(-)x

< ZHe’“'CT(JxHLZ(ImX)
n=0

L2(Ry,X)

< Z max{e *': t € [} ICTC)x] 21, x)

n=0

< const. ZH (e **T(to)) x| < comst. ||x||x.

Dies war zu zeigen. [

2.3 [P-Zuldssigkeit

Analog zu L?-Zulassigkeit kénnen wir fiir p € (1,00) auch den Begriff der LP-
Zuldssigkeit von Beobachtungsoperatoren tiber die Existenz einer Abschitzung

| e ar < Mo
0

28



2.3 [P—Zulassigkeit

fiir alle x € X; erkldren. Schreiben wir ,+%, = 1, so erhalten wir analog zu
Lemma 2.1.3 als notwendige Bedingung, dafs die Operatoren

| exp(—A)[[d CA+A) " = (gA) “C(A+A) !

fir A > 0 gleichméfiig beschrankt sein miissen. Auch von Satz 2.1.6 konnen
wir ein Analogon bilden; wir zerlegen

CT(t)x = CA »(tA)»T(t)t "
= CA PotANp(tA)t ",

etwa mit ¢(z) = z*(14z)"" und P(z) = z»~*(1+z)e = fiir eine Zahl « €
(0,min(%,,%,)). Wie im Beweis von Satz 2.1.6 finden wir eine gleichméfig
beschriankte Erweiterung von CA~ % @(tA) auf B(X,Y). Anstelle der quadrati-
schen [?~Abschéitzung mufl dann eine LP-Abschitzung der Form

V‘[l) - Hgo,x c X: ||¢(tA)X||Lp(R+ dt

<
iy < M| (2.3.1)

mit einer von x unabhédngigen Zahl M > 0 gefordert werden. Wie im Falle p =
2 ist diese Forderung notwendig: gilt die Aussage, so zeigt die gleichméfsige
Beschrinktheit von (A"~ A’ (A+A)~" : A > 0}, da A einer LP—Abschitzung
im obigen Sinne fiir f(z) = z» exp(—z) geniigt.

Entsprechend konnen wir auch [P-Zuldssigkeit von Kontrolloperatoren defi-
nieren, indem wir die Existenz des folgenden Integrals in X_; mit Werten in
X und die Abschédtzung

HL T_1 (t)Bu(t) dt|| < K|ullwr e, ,u

fur alle u € LP(R,,U) fordern. Analog zu Lemma 2.1.3 ist die folgende Vor-
aussetzung an B notwendig: die Operatoren

lexp(—A)[ITT (A+A_1) "B = (pPA)» (A+A_;)'B

seien fiir A > 0 gleichméfig beschrankt. Unter der Voraussetzung einer L9-Ab-
schdatzung an A’ konnen wir nun auch zeigen, dafd diese Bedingung dquivalent
zur [P-Zuléssigkeit von B ist — zum Beweis gehen wir wie in Satz 2.1.12 vor,
schdtzen aber mit der Holder-Ungleichung gegen die L? /L9-Normen ab.

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 2.1.5 auf die komplet-
te [P-Skala; er wird in [24, Theorem 3.36] mitbewiesen. Wir verwenden im
folgenden wieder die Notation u(z) := u(tz).
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2 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 1

SATZ 2.3.1 Es sei A ein sektorieller Operator von Typ w auf dem Banachraum
X der dichtes Bild habe und p € [1,00]. Sind fir u > w zwei Funktionen f
und g aus H$(S,)\{0}, so existiert eine Konstante M,, > 0 so, daf3 fiir alle
@ € H®(S,,) gilt:

o0 ]/‘p oo ]/p
([ sonan <) < Myllot ([ ol #) "
0 0

falls p < oo (falls p = oo ist wie tiblich zu modifizieren).

Beweis. Zunéchst zeigen wir den Fall p = oo: Ist g eine von Null verschiedene
Funktion aus HZ(Sg), so existiert eine weitere Funktion h aus HY(Sg) derart,
daf3

Man kann beispielsweise ﬂ(z) :=g(z) wahlen. Damit ist

| otsIhis) 2 = | gt & e,
0
Es ist notwendigerweise ¢ > 0, da sonst g = 0 nach dem Identititssatz; also
leistet h := ¢~ 'h das Gewiinschte. Es sei x € X. Fiir 0 < « < 8 < 0o setze nun
B
Oo,p(A)X = J h(sA)g(sA)x %.

Fiir x — 0 und  — oo konvergiert g« g(A)x nach Satz 1.3.3 gegen x. Es folgt
B
supl[(110)(A)ga s (A = sup]||

t>0

t>0 4

fe@)(AJh(sA)g(sA)x |

< supHg(sA)x”su}gJOOH(ft(p)(A)h(sA)H%.

s>0 t> 0

Da f,h € HY, gilt fiir ein r > 0 die Abschédtzung

(@) AMGAN] < & [ [o()f(tzhisz)] [R(z A oz
< ; [tsz?|" |dz|
S.const. H(PHHOQ Jr (.I i |tZ’2r) (.l T !sz!zr) |Z| (232)

(%)r (1+/logt|) falls 0<t<s<oound
(2)" (1+/log 8[) falls 0<s<t< oo.

<comnst. HcpHHm {
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2.3 [P—Zulassigkeit

Hieraus folgt fiir p = oo die Behauptung.

Nun sei also p € [1,00). Ahnlich wie oben verwenden wir J«,p, jedoch schrei-
ben wir h = uv fiir zwei HF-Funktionen u,v. Eine solche Zerlegung ist leicht
moglich. Gilt fiir ein v > 0 die Abschitzung |h(z)| < M|z|"(1+[z|) ", so wihle
etwa u(z) = z/2(1+z)"" und v(z) = h(z)z ’2(14z)". Diese Zerlegung werden
wir gegen Ende des Beweises benutzen, ndmlich in der Abschitzung

sup [[(vs@)(A)]| < comst. supj v(sz)l@(z)]'%l < const. @] (2.3.3)
r

z|
s>0 s>0

Nun aber zum Beweis fiir p € [1,00). Es sei q der duale Exponent zu p, also
Yo+Yq = 1. Dann ist

[0 %
( O ||(ft<p)(A)ga,ﬁ(A)pr%)

IN

(OO0 B ; 1@
([ )

IN

roo /B : 1 ; "
([ (] Ieteantsa " fiteansa) | vl Aygtsan &)

und mit der Holderschen Abschédtzung

00 B Ya
< (J (J Hf(tA)u(sA)H%) .
0 o

B Vo
( [ eantsa] [vao)ArgtsA|? —) —) |

Die Abschdtzung (2.3.2) zeigt (fiir ¢=1), dafd das erste Integral in t>0 gleich-
maflig beschrankt ist. Wir haben also

]/p

(L 1(F@)(A)garp (A)x||” %)

o PR %j
< K<Jo J [f(tA)u(sA)|| H("S(P)(A)g(s/l\)x\}p%%)
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e I dt - Ve
o K(J Jo [f(tA)u(sA)[|4E [|(vs@)(A)g(sA)x|| ?S>
S Yo B v
: Ksup(J Hf(tA)u(sMH%) <J [(vs@)(A)g(sA)x||” %)
s>0 0 N

1

B /o
< K'||<p||Hw(J IIQ(SMXHD%)

nach (2.3.3). Dies war zu zeigen. [

Wir wissen nun, dafs Operatoren LP—Abschdtzungen fiir alle H¥-Funktionen
besitzen, wenn sie einer einzigen solchen Abschitzung fiir ein nichttriviales
f aus HY geniigen. Es ist dagegen unklar, unter welchen allgemeinen Be-
dingungen [P-Abschédtzungen existieren. Nach [24, Theorem 3.39] sind LP-
Abschitzungen dquivalent zu X — (X_1,X;), ,, - Dies ist in Einzelfallen nach-
priifbar, etwa dem folgenden

BEISPIEL 2.3.2 Es sei X = L9(R"), A = —A. Ist ¢ < 2 und p > 2, so geniigt
A [P-Abschitzungen der Form (2.3.1). Beweis: es ist X; = Hf] (R™) und X_; =
ng(R“), und es gilt die folgende Inklusionskette

X = LI®R" 2R
(2

: ny 3) @) v .
B L(RM) S BY L(RM) = (X0, X )

—

Die Gleichheit (1) gilt nach [66, Thm. 1, 5.2.3], (2) folgt nach [12, VI.11.14]
aus q < 2. Inklusion (3) liegt schlicht an der Inklusion der 1,-Rdume mit
wachsendem p, hier also an p > 2 (siehe die Definition der homogenen Raume
in [66, 5.1.3]), Gleichung (4) schliefllich entstammt [66, 5.2.5] fiir s = 2 unter
Beachtung von H$ (R™) = F5 ,(R™) (siehe [66, Thm. 1, 5.2.3]).

2.4 [°-Zulassigkeit vom Typ o

Dieser Abschnitt basiert im wesentlichen auf der Arbeit [22]. Bei der Unter-
suchung der [?~Zuldssigkeit haben wir quadratische L?~Abschitzungen als
wichtiges Hilfsmittel kennengelernt. Diese hdngen, wie aus Satz 2.1.5 bekannt,
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2.4 [*-Zuldssigkeit vom Typ

nicht von der gewdhlten Funktion ab (so diese von Null verschieden ist). Wir
haben bereits darauf hingewiesen, dafs fiir die Wahl ¥ (z) := 2/ exp(—z) wegen

J [W(tA)x|; 4 = J:o”A‘/ZT(t)xHZ dt < const. ||x||*.

quadratische [?-~Abschitzungen zur Zuléssigkeit von A" fiir A 4quivalent
sind. Was passiert aber, wenn wir statt \(z) = 2/ exp(—z) fiir ein s > 0 allge-
meiner J(z) := z° exp(—z) schreiben? Nun,

J [ AST (t)x||% 4t :J tX|AST(t)x||% dt.
0

Hier haben wir « := 2s — 1 gesetzt. Von diesem Modellfall stammt die Idee zu
folgender

DEFINITION 2.4.1 Es seien X,Y Banachrdaume, —A sei Erzeuger einer stark
stetigen und beschrankten Halbgruppe T(t) auf X, « > —1 und k € N. Ein
Beobachtungsoperator C € B(Xy,Y) heifie zulissig vom Typ «, falls eine Zahl
M > 0 so existiert, daf3 fiir alle x € X gilt:

| IeTnR ar < M.

LEMMA 2.4.2 Essei « > —1 und B > —1 derart, daB8 % + B, = k € N gelte.
Ist C € B(Xx,Y) ein zuldssiger Beobachtungsoperator vom Typ « fiir T(-), so
ist die Menge

Wei=A"" CAMA) 1 A >0} (2.4.1)
in B(X,Y) gleichméfiig beschrankt.

Beweis. Der Beweis ist eine geringe Variation des bekannten Themas von Lem-
ma 2.1.3, wieder unter Verwendung der Holder-Ungleichung: Bezeichnet I'(-)
die Gammafunktion, so ist fiir A > 0

A ey

B

— )\HJO (1 e M CT(t)xdt|

IN

1A Jm E2]|CT (e[t %2 Mat
0
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0

) 5 V2 s poo Y2
< g (J t||CT(t)x]| dt) (J the 2N dt)
0 0
o - 00 5 2 00 Y2
= OINT (J t||CT(t)x|| dt) ((ZA)—‘—BJ tﬁe—tdt)

< 127 r(14p)% X,

Dies war zu zeigen. O]

Im folgenden werden wir nachweisen, dafy obige Bedingung unter den Vor-
aussetzungen des Satzes 2.1.6 geeignet ist, die Zuldssigkeit vom Typ « zu
charakterisieren. Ein wichtiges Beweismittel hierzu ist das folgende Lemma,
das fiir k = 1 implizit in [37, Lemma 7.6] verwendet wird. Diese Allgemeine
Version geht auf N. KALTON zurtick.

LEMMA 2.4.3 Essei w € (0,7) und ¢ eine Funktion der Klasse HY(S,,) sowie
k eine nattirliche Zahl. Dann existiert eine Funktion f aus der Klasse H (S, )
und eine Zahl y € C so, dafs

Zk

— Sk (k)
o(z) =z"f (Z)+YW,

2 € Se. (2.4.2)

Gelten fiir Zahlen §, € € (0, 1) die Abschdtzungen
©(z) =0(|zI®) im Unendlichen und @(z) =0(|z]°) in Null,

so kann f dergestalt gewdhlt werden, daf} es denselben Abschdtzungen gentigt.

Der Beweis basiert auf einem allgemeinen Prinzip: Ist g eine holomorphe Funk-
tion auf S, die gegen Unendlich in O(|z|™"), r > 1, liegt, so existiert eine
eindeutig definierte Funktion G, die G’ = g und |G(z)| = O(|r["™"") im Un-
endlichen erfiillt. Gilt dariiber hinaus die Abschidtzung |g(z)| = O(|z|~*) fiir
ein s > 1 im Nullpunkt, so ist |G(z)| = O(|z|~*") in Null. Ist schlieflich g
auflerhalb des Nullpunktes (also auf allen Mengen der Form {z € S, : |z| > n}
tiir n > 0) beschréankt, so gilt dies ebenfalls fiir G.

Zum Beweis des allgemeinen Prinzips. Wir definieren G auf S, indem fiir z =
z|e'® gesetzt wird:

o.¢]

G(z) := —e'® J g(te*®) dt.

|z]
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2.4 [*-Zuldssigkeit vom Typ

G ist also als Wegintegral auf einem Halbstrahl mit konstantem Argument
von z nach Unendlich in S,, gegeben. Es gilt G’ = g und |G(z)| = O(|z| ™"")
im Unendlichen: denn aus |g(z)| < K|z|™" fiir hinreichend grofles |z|, folgt
IG(z)| < %Izl”“. Damit folgt auch die Beschranktheit von G aufierhalb des

T

Nullpunktes, sofern g diese erfiillt.

Ist zusitzlich die Abschitzung im Nullpunkt gegeben, so gilt die Abschitzung

A~ falls [A] > 1
<
9N < M{ A= falls [A] € (0,1),

fiir ein M > 0, woraus zunéchst |G(z)| < clz|' = + d fiir |z] < 1 folgt, sodaf8 die
behauptete Abschitzung |G(z)| = O(|z|~**') im Nullpunkt folgt.

Zum Beweis des Lemmas. Nach Voraussetzung gehort ¢ zur Klasse H3°(S,) und
es gibt Zahlen 8, € € (0,1) fiir die gilt:

lp(z)] = O(|z| ®) im Unendlichen und lo(z)l = O(z|) in Null.

Wenden wir das allgemeine Prinzip auf die Funktion Gy(z) = % mit den

Exponenten r = k+8 und s = k—e an, so erhalten wir eine Funktion Gyx_; =
— [ ‘P)fi‘) dA. Es gilt Gx_1(z) = O(/z|7*"'7?) im Unendlichen und Gy_1(z) =

O(lzI7**'~¢) im Nullpunkt.

Falls k > 2, wenden wir das allgemeine Prinzip wiederholt an und erhalten so
Funktionen Gy_3, ..., Gy, fiir die G, = — [ Gp4q fir p=0,...,k—2 gilt. In
jedem Falle erhalten wir eine holomorphe Funktion G, auf S, die

z
G (z) = Gy(z) = ‘pz(k) (2.4.3)
erfiillt und fiir die gilt:
Go(z) = O(|]z]"®) im Unendlichen. (2.4.4)

Gy ist auflerdem auflerhalb des Nullpunktes beschrankt. Nun betrachten wir
das Verhalten von G in Null: es gilt G1(z) = O(|z]*" ") und G;(z) = O(Jz|7'7?)
gegen Unendlich; G, ist also integrierbar. Setzen wir

c:—J Gi(t)dt und f(z):=Go(z)— ¢ , z€ Sy,
0 1+Z
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so ist f offenbar holomorph und aus (2.4.3) folgt die behauptete Darstellung
(2.4.2) mity = c(—1)*k!. SchlieBlich zeigen wir, daf f wirklich in H¥ (S, ) liegt.
Zunichst zeigt (2.4.4), daf f(z) = O(|z|°) im Unendlichen (hier geht § < 1 ein).
In Null dagegen ist

c— Golz) = —J G1(A) dA
0
Daher ist |Go(z) — ¢/ = O(|z|¢) im Nullpunkt. Wegen der Gleichheit f(z) =
(Go(z)—c) 4+ c¢==5 ist schlieslich f(z) = O(|z|¢) in Null. O

z+1

SATZ2.4.4 Es sei A ein sektorieller Operator vom Typ w < 7/, auf dem Banach-
raum X, der dichtes Bild habe und einer quadratischen L?~Abschitzung ge-
niige. Es seien Zahlen o« > —1 und B € (—1,3) derart gegeben, daf k := *&
eine nichtnegative ganze Zahl sei. Dann ist ein stetiger Beobachtungsoperator
C: Xy — Y genau dann zuldssig vom Typ «, wenn die Menge W aus (2.4.1)

beschrankt ist.

Beweis. Die Notwendigkeit ist bereits in Lemma 2.4.2 gezeigt. Wir zeigen nun,
daf$ die Bedingung auch hinreichend ist. Ist k = 0, so setzen wir ' := 3+2 und
k' :=1. Wegen der Sektorialitdt von A gilt dann die Voraussetzung des Satzes
auch fiir (o, B’,k’) anstelle von («, 3, k). Wir konnen also ohne Einschrankung
k € N voraussetzen.

Nach [7, Theorem 3.8] ist A injektiv. Wegen R(T(t)) C D(AX) fiir t > 0 gilt die
Darstellung t72CT(t)x = t727*CA *@o(tA)x, wobei die Funktion ¢, durch
©o(z) := zFe * gegeben ist. Wir zerlegen ¢, als @o(z) = @(z)P(z) mit den
Funktionen

e(z) =25(14+2z)"" und WY(z) =z"¢(1+z)e =

Dabei lassen wir die genaue Wahl von e € (0,1) noch offen; es sei bereits
angemerkt, dafd sie nur von (3 abhéngt. Wir erhalten

r | CT ()2 dt < J T R CA R (tA) pltA x| &
0 0

Das Ziel ist wiederum, die quadratische L?~Abschétzung fiir \ auszunutzen.
Es gilt eine gleichméafiig beschriankte Erweiterung des ersten Ausdrucks im
Integral auf der rechten Seite zu finden: dazu seien 0 € (w, %) und I' der
bekannte Integrationsweg lings des Sektorrandes S, fiir v € (w,0). Nach
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2.4 [*-Zuldssigkeit vom Typ

Lemma 2.4.3 existiert eine Funktion f aus der Klasse H§’(Sg), beziiglich der
©(z) = 29 (2) + yz*(1+z) %! gilt. Zunidchst zeigen wir die Darstellung

CA 2 (2)](tA)x = 2% J f(z)t* CR(z, tA)*" x dz. (2.4.5)
r

fir x € Z := R(A*(I1+A) % 1). Dazu sei I'" der in gleicher Weise wie I' orientier-
te Rand eines Sektors S, wobei o € (v, 0) gewdhlt wird. Wegen (2.4.2) ist die
Funktion z*f(¥)(z) aus der Klasse HY(Sg); nach dem Cauchyschen Integralsatz
gilt daher

r

N (2)](tA) = S| Y (2)]R(z,tA) dz
Ur
r \ 1
— o[ % Jr/ e 1040 2Rz 1A &z
(%) | zk
) ﬁmf((?)[%ﬁ R Az g
= 3= | f(QIA)R(G LA dC
Jr/
= £ | f(z2)tA)*R(z,tA)*" dz.
Vr

Die Vertauschung der beiden Integrale in (x) ist wegen der aus ||R(z,tA)|| =
lz7"t zR(t "z, A)|| < M|z|7! folgenden Abschétzung

kf
Jr/ Jr ]C’Z—%HR(Z) tA)] dlz| d|(]

Py
< M J |f((:)|J dlz|dlg)
r’ r

|C_Z|k+1

Al

z:=A( ’)\|k71 ac
< Ko erdlhl Jr’ jite] }T| < 0.

nach dem Satz von Fubini gerechtfertigt. Nun kommt der Teilraum Z ins Spiel:
er dient dazu, das a priori nicht erlaubte Hereinziehen von C in das Integral
(denn C mufs als linearer Operator von X nach Y nicht einmal abgeschlossen
sein!), auf Z als zuldssig zu erkennen: es ist fiir x € X und w := A*(I4+A) % 'x
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namlich

CA*ZM M (2] (tAw = C(I+A) Tz M (2)](tA)x
= ﬁj f(z)t*C(I+ A)"* TA*R(z,tA) "t x dz
r

27i

= X J f(z)t* CR(z, tA)*" 'w dz.
r

Dieses , Hereinholen” des Beobachtungsoperators C in das Integral durch ge-

eignete Resolventenpotenzen werden wir auch in spéateren Beweisen noch ver-

wenden. Also gilt (2.4.5) auf dem dichten Teilraum Z.

Wir zeigen nun mittels der Beschranktheit von W, dafs das Integral der rechten
Seite von Gleichung (2.4.5) auf ganz X in der Norm konvergiert, und demnach
eine stetige Erweiterung von CA~*[z*f(®)(z)](tA) darstellt. Dazu betrachten
wir

27mi

K(t) = LJ t*7 f(z)CR(z, tA)*dz + yt*T C(I+tA)
r
1-B 148

= ﬁj z 2 f(z)[(%) z CR(%)A)kJr]}% n Y[t_#C(%—FA)_k_]]
r

Wie in Lemma 2.1.7 konnen wir die Beschranktheit der Operatoren aus W¢
auf den Integrationsweg I' ausdehnen. Es ist also fiir ein M > 0

IK(1)]| < MJF 2172 f(2)] dlz] + YM. (2.4.6)

Zundchst erkennt man, dafi die letzte Grofse nicht mehr von t > 0 abhéngt.
Nun miissen wir das in Lemma 2.4.3 gezeigte Wachstumsverhalten von f her-
anziehen, um zu zeigen, dafy das Integral wirklich endlich ist: es ist [f(z)| =
O(|z|¢) in Null und [f(z)| = O(|z|*~") im Unendlichen.

Daher konvergiert das Integral (2.4.6) genau dann, wenn ”TB —€ < 1 und
4B 4+ (1—e) > 1 gelten, oder, dquivalent, wenn gilt

e<%<1—|—e.

Diese Grenzen erlauben wegen 3 € (—1,3), also % € (0,2) stets die Wahl

einer geeigneten Zahl € € (0,1) in Abhédngigkeit von (. Damit haben wir
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insgesamt die Abschéatzung
L t||CT(t)x||y dt = L t|[K(t)t 2p(tA)x][; dt
< K3 L [ (tA)x]|* 4t < M2K3|Ix||?,

in der, wie angekiindigt, die quadratische L?>~Abschétzung von A beziiglich ¥
benutzt wird. 0

Wiederum ist die quadratische L*~Abschidtzung von A notwendig: gilt der
Satz, so erfiillt C := A*7" wegen der Sektorialitit von A die Voraussetzung an
We. Folglich ist AT L?—zulédssig vom Typ «. Wegen

o+1

rH(tA)“z‘T(t)xHZ a_ r”t%AzT(t)xHZ at < M2[x|?
0 0

geniigt A also quadratischen L?-Abschidtzungen. Wir kommen nun zu der
dualen Aussage tiber die Zuldssigkeit vom Typ o fiir Kontrolloperatoren.

DEFINITION 2.4.5 Es seien U, X Banachrdume, —A sei Erzeuger einer stark ste-
tigen Halbgruppe T(t) auf X und « > —1. Ein Kontrolloperator B € B(U, X_y)
heifle zulissig vom Typ «, falls eine Zahl K > 0 so existiert, dafs fiir alle
u € [*(R;,U) das Integral [J° t72T_ i (t)Bu(t) dt in X_y existiert, Werte in X
annimmt und die folgende Abschitzung gilt:

< K”u||L2(R+,U)-
X

Jm t72T_; (t)Bu(t) dt
0

Analog zu Lemma 2.4.2 erhalten wir eine notwendige Bedingung fiir die Zu-
lassigkeit vom Typ o an B: fiir u € U gilt

1+B
W5 A0 Bl = 4

© 148
& J A2 the ™MT_ (t)Budt

0

X

R4 1+B B
J t2T 4 (t)BA 2 t2
0

1

k!

e M@uldt

X

IN

%”uHU Ht — AT B/Zei}\tHLz(m

%2“‘"‘[“(0(%—1) lulu,

)

IN
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dabei bezeichne T'(-) die Gammafunktion. Als notwendig erkennen wir also
die gleichméflige Beschranktheit der Menge

Wg i={A 2 (AMA_) " "B: A >0} C B(U,X). (2.4.7)

Ist X reflexiv, so ist eine Charakterisierung der Zulédssigkeit vom Typ o recht
einfach zu gewinnen: —A’ ist dann ndmlich Erzeuger der adjungierten Halb-
gruppe T(-)" auf X’, sodafl wir in voller Analogie zur Notation X mit (X') den
zu D((A’)¥) gehorenden Banachraum (mit Graphennorm) bezeichnen kénnen.
Nun kénnen wir wegen des durch

%, kie(y)) = (Tac+A ) 7%, (L+AY),  x e X, y € (X,

gegebenen Isomorphismus ky : (X')x — (X_x)’ den Operator C :=B’: (X_x)" —
U’ als Beobachtungsoperator fiir A’ ansehen, und das schon bekannte Resul-
tat 2.1.6 anwenden. Wir erhalten also als Bedingung eine quadratische L*-
Abschitzung fiir A’ und die Beschranktheit der Operatorenmenge W.

Wollen wir die Voraussetzung der Reflexivitdt von X fallen lassen, so miissen
wir auch einen neuen Beweis anstreben:

SATZ2.4.6 Es sei A ein sektorieller, dicht definierter Operator vom Typ w < 7/
auf einem Banachraum X, der dichtes Bild habe. Weiterhin gentige A’ einer
quadratischen [2-~Abschitzung auf X’. Sind U ein weiterer Banachraum, o >
—Tund B € (—1,3) so, dafs k := %‘3 eine nichtnegative ganze Zahl ist, so ist
ein linearer stetiger Operator B : U — X_i genau dann zuldssig vom Typ («),
wenn die Menge W5 aus (2.4.7) in B(U, X) beschrankt ist.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.4.4 konnen wir zundchst k € N annehmen.
Die Notwendigkeit der gleichméfsigen Beschranktheit wurde bereits nachge-
wiesen. Fiir die andere Richtung wihlen wir ein 6 € (w,”,) und betrachten
den bekannten Integrationsweg I'. Zunédchst wollen wir nachweisen, dafs das
Integral

J t72T_ (t)Bu(t) dt (2.4.8)

0

als Pettis—Integral in X_y existiert, sodann, dafs es eine stetige lineare Abbil-
dung ® von L*(R.,U) nach X definiert. Beziiglich des oben angegebenen
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Isomorphismus ki : (X')x — (X_)’, betrachten wir fiir ein x’ € (X')x den
Ausdruck

Joo}<t%T W(O)But),x)| dt = Jw}< £2 7% ATK(A)RT () Bu(t),x') | dt.
0 0

Wieder zerlegen wir die Funktion ¢(z) = z*e# in ihre bekannte Darstellung

©o(z) = @(z)P(z),
e(z) =2z¢(1+2)"" und WP(z) =2 ¢(1+2z)e ?,

wobei die Wahl von € € (0, 1) auf spéter verschoben wird. Es entsteht

Joo|<t%T_ (t)Bu(t),x)| dt
0

= Joo|<A_‘;<p(tAk)tikxl)(tA ©)Bu(t),x’)| dt.
0

Wegen der Sektorialitit von A sind die Operatoren A_(u+A )~ ', p > 0
gleichméafliig beschrankt. Dariiberinaus gilt lim,_,o A_x(u+A_x) 'Bu = Bu
in X_y. Setzen wir B, := A_y(u+A_)"'B, so erhalten wir mit dem Lemma
von Fatou

< liminfjoo\< £2 A KQ(tA L J(tA 1 )Bu(t),x')| dt

nw—0+ 0

Das Einschmuggeln von B, erlaubt nun, die Operatoren ¢(tA_i) und A_§ zu
vertauschen:

= liminf [(@(tA 1 )t2 FATFD(tA 1 )Bu(t),x')| dt
n— Jo
s > Tt g —k -V 1!

= liminf ‘(t 2 ATV (A ) Buu(t), t 2 (tA ) x >] dt

p—0+ | 0

L2(R, X) H(P(tA/)X/HLZ(RJHdt/t,X/)'

J4ax
< liminf ||t — [t 2 “AZFP(A_)B,]ult)

n—0+

=L, (1)
Die letzte Abschidtzung ist wegen der Holder-Ungleichung gerechtfertigt. Die
gleichmaflige Beschranktheit der Operatoren L, (t) fiir t > 0 und p > 0 zeigt
man nun vollig analog zum Beweis von Satz 2.4.4: Wir wenden Lemma 2.4.3
auf P an und erhalten fiir festes t > 0

ATKP(tA_x)BLu(t) = £ J fFAMERA, A )" Bu(t) dh+a(T+tA )% "B u(t).
r
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Damit ergibt sich

14+ 14+

= X J f(A)t 2 RIMEA )M T Buu(t)dA +at™ 2 (I+tA ) "B,u(t)
r

Man sieht, das die Operatormenge {L(t) : t > 0, > 0} in B(U, X) beschrankt
ist, falls das Integral

J )] AT dy
I

endlich ist. Wegen f € O(|z|* ¢) in Null und f € O(Jz| ™) fiir jedes n € N, gilt
dies, falls

k—e—k+51>-1 <= e<xl
Nach der Voraussetzung an « ist dies fiir ein geeignetes e € (0,1) stets der
Fall.

Die quadratische L*~Abschitzung fiir ¢ auf X’ zeigt nun, da8 das Integral
(2.4.8) schwach existiert, also eine stetige lineare Abbildung @ : L?(R,,U) —
X" definiert. Ist u eine Treppenfunktion, deren Trager kompakt ist und die Null
meidet, so existiert das Integral (2.4.8) sogar als Bochner-Integral. Wegen der
Analytizitat der Halbgruppe liegt sein Wert in X. Da derartige Treppenfunk-
tionen in L?(R,U) dicht liegen, ist das Bild von ® in X enthalten. Nach dem
Graphensatz ist damit ® auch als Abbildung von L?(R,U) nach X stetig. [

Auch in diesem Fall ist die quadratische L?~Abschitzung an A’ notwendig.

2.5 12-Zulissigkeit und Interpolation

Hat CA~ "2 eine stetige Fortsetzung K von X nach Y und geniigt A quadrati-
schen [2-Abschitzungen, so ist CT(t) = K(tA)”2T(t)t~ "2, sodaf

| neTtom ar< | kI foreanda < MUK,
0 0
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wobei ¢(z) := 226z gesetzt ist. Es folgt also die L?~Zuléssigkeit von C, wenn
immer A einer quadratischen L?~Abschétzung geniigt. Es stellt sich die Frage,
ob die [?-Zulassigkeit von C nicht einfach dadurch beschrieben wird, dafl
CA~"2 eine stetige Fortsetzung habe. Zunichst einmal eine Anniherung ,bis
auf ein Epsilon”:

LEMMA 251 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator, der dich-
tes Bild habe und einer quadratischen L?-Abschitzung geniige. Gelten fiir
einen Beobachtungsoperator C die Abschdtzungen ||Cx| < const. ||Ax| und
IN2C(A+A) || < M fiir A > 0, so hat der Operator K. := CA~"2"¢ fiir jedes
e € (0, %) eine stetige Fortsetzung von X nach Y.

Die relative A-Beschranktheit von C ist natiirlich eine stiarkere Forderung als
C € B(X;4,Y). Setzt man nur C € B(X;,Y) voraus, so ist der Fall C = Idx und
0 € p(A) moglich, sodafs man das gewiinschte Ergebnis nicht erwarten kann.

Beweis. Da A dichtes Bild hat, ist A injektiv. Der Operator CA~' besitzt also
eine stetige Fortsetzung L von X nach Y. Es sei € € (0, /2) gewdhlt. Fiir s :=
Yo+€ und x € D(A) gilt die Darstellung

CA Sx = C(0+A) *x = LJ CR(A, —A)STTx dA.
0

T+s

Um den Operator C in das Integral hineinziehen zu diirfen, schreiben wir
x = (I+A) " "xq, xo € X und holen so C ins Integral; wir zeigen nun, daf$ aus
Lemma 1.3.4 die Konvergenz des Integrals auf der rechten Seite als Bochner-
integral in X folgt und damit die Darstellung auf dem gesamten Definitions-
bereich von CA™* richtig ist: fiir A — 0 betrachten wir dazu die Abschitzung

ICR(A, —A)*" || = |[CA~T AR(A,—A) R(A, —A)*[| < M|ICA™T|| - ]I,

sodaf wegen s < 1 die Konvergenz in Null gesichert ist. Fiir A — oo gilt
dahingegen nach Voraussetzung

ICR(A, —A)*5|| = |[A2CR(A, —A) A~ 2R(A, —A)®|| < const. A\~ ' €.

Damit konvergiert das Integral also auf ganz X als Bochnerintegral und defi-
niert einen beschrankten Operator, der CA~* fortsetzt. O
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2 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 1

Es stellt sich nun die Frage, ob sich die obige Aussage auch auf € = 0 verschar-
fen lafst. Es zeigt sich, dafS dieser fehlende Grenzfall keine Ungeschicklichkeit
in der Beweisfiihrung darstellt; in der Tat hat G. WEISS bereits in [71, Remark
3.3] mit einem abstrakten Argument darauf hingewiesen, daf} dies nicht allge-
mein gelten konne, da gewisse reelle und komplexe Interpolationsrdume nicht
zusammenpassen; das folgende Beispiel benutzt genau diese Idee:

BEISPIEL 2.5.2 Essei X =L?(R) und A = A’ = e — A, e > 0. Wir wollen das
Beispiel so anlegen, daf8 K = CA~! stetig ist. Zundchst betrachten wir die in
der Resolventenabschdtzung auftretende Menge

(A\2CATTAR(A A) 2 A > 0}
— {(A2KAR(A,A): A >0}

(A2CR(A,A): A > 0}

Sie ist offenbar genau dann beschrankt, wenn die (adjungierte) Menge
A2ZA'R(A,A)K : A > 0}
dies ist, oder, mit anderen Worten, falls

R(K") C {x € X: {A]/ZAIRU\,A/)XI A > 0} beschrankt }

= (X,D(A),

/2,00

=

(*:*) B;,oo-
Die Gleichheit (x) entstammt [67, 1.14.2] und (*x) entstammt [2, 5.9].

Andererseits ist D(CA~"2) C D(A”2)NR(A"2), woraus CA~"2 C KA"2 folgt. Ist
CA "2 also beschrinkt, so auch KA”2. Die Beschrianktheit von (A’)”2K’ kénnen
wir wie folgt beschreiben:

R(K') C D((A)2) = D(A%) L x, DAY, 8L, Z 1l

(1)-(3) gelten nach [67, 1.15.3, 2.3.1 und 2.4.2]. Wir suchen nun einen Operator
K, dessen Bild zwar in B} _, nicht aber in seinem Teilraum B} , enthalten ist.
Dann nimlich ist K stetig, CA~"2 aber nicht.

Zur Konstruktion von K befassen wir uns mit den Normen der beteiligten
Besovrdaume: es sei 1 eine beliebig oft differenzierbare nicht-negative Funktion
mit Trager im Intervall [,2] dergestalt, daf gilt Zkezll)(st) = 1 fur alle
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2.5 L2-Zulassigkeit und Interpolation

s € R\{0}. Wir setzen ¢y (t) := (27 %t|) fiir k € Nund ¢o(t) = T2 ren @x(t).
Dann lassen sich nach [19] die Normen in B} _ bzw. B} , wie folgt schreiben:

Ifllgy = sup 2% 5 @iclf2, (2.5.1)
' keNy
Y,
Iflley, = (Z 27K/ (kaf_z) :
keNy

Wir definieren einen Operator T : l,, — B}  tiber
T:(om) = ) onBaPan. (25.2)
n=1

Mit ¢y sei hier die inverse Fouriertransformation von @y bezeichnet. Wir be-
absichtigen, die 3., so zu wahlen, daff T ein Isomorphismus wird. Dazu be-
stimmen wir

lotm Bl |93, 1112 falls k = 3m
HT(O(n) * (bklle =cC ‘(xmBm’ ||(p3m(93m+1 HLZ falls k = 3m + 1
[XmBml [[@3m@3m—1]l12 falls k =3m —1

Schliefslich ist

2
o = | lontorar =24 porotae—25m
R

P2

und :

lor@rsllf> = 2" L [t (2t)[2dt = 2%mj3.
2

Die Zahlen my, m; hdngen, wie man sieht, nur von der gewéahlten Funktion 1
ab. Setzen wir B, :=2~72™, so ist insgesamt

min(mo, 2~ "my ) [[(ot) oo < [ T(0tn)][3 o < max(mo, 2my) [[(ot)]|

o)

sodaB8 T, wie gewiinscht, 1, isomorph nach B}  einbettet. Die Normdefinition
(2.5.1) zeigt, dafl durch (2.5.2) auch ein Isomorphismus T von 1, nach B},
definiert wird. Wir sind also noch nicht ganz am Ziel. Wir bemiihen dazu
einen weiteren Operator S, den wir wie folgt definieren: Es sei {x;, : n € N}
eine abzdhlbare dichte Teilmenge der Einheitskugel von 1,. Wir setzen

S{ 12 — loo
1 x (x,’l(x))neN.
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2 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 1

Offenbar gilt ||S|| < 1. Da jedoch fiir alle k € N die Gleichung ||x|\, =
sup, -, Ix; (x)| gilt, ist S(x) keine Nullfolge und erst recht kein Element aus
1,. Nun koénnen wir beide Ideen zusammenfiihren: wir betrachten

L(R) <1 —= L™= B}
N
N u
* T
LL,~—=B), = H).
Die Hintereinanderausfithrung der Operatoren in der ersten Zeile heifse K.
Konstruktionsgemaf’ leistet er das Gewiinschte. O

BEMERKUNG 2.5.3 In Satz 2.4.4 wird fiir die Wahl o« = 0 die Zuldssigkeit
von Beobachtungsoperatoren charakterisiert. Im Gegensatz zum Beweis von
Satz 2.1.6 ist hier der Fall k = 1 moglich. Damit ergeben sich unter der Voraus-
setzung an A, quadratische [?~Abschitzungen zu besitzen, die folgenden zur
Zuldssigkeit von C € B(X;,Y) dquivalenten Bedingungen: eine der Mengen

Wi = {A2CHA) TAAFA) ] A0}, kefo,1)
ist beschrinkt in B(X,Y). Da die Operatoren A(A+A)~! wegen der Sektorialitdt
von A gleichmiflig beschrankt sind, ist die Beschranktheit von W; offenbar
notwendig. Die Tatsache, daf$ sie auch hinreichend ist, verschirft die Aussage
von Satz 2.1.6 noch einmal. Wir kénnen die auftretenden Operatoren jedoch
auch anders auffassen:

A2C(A+A)T = CA 2 (A TA)2(14ATA) T = CA~ 2, (A TA)
A2C(A+A)2 =CA 2N TA)2(14ATA) 2 = CA 29,5(A TA).

Dabei ist ¢1(z) = z/2(1+2)"" und @,(z) = z/2(1+z) 2.

In der Tat steht hinter dieser Beobachtung ein allgemeineres Prinzip, das ent-
fernt an Satz 2.1.5 erinnert: ist A ein dicht definierter sektorieller Operator mit
dichtem Bild auf einem Hilbertraum H, so kann man auf R(A) N D(A) die
Quadratfunktionennorm |[f(tA) - || 2(g, at x, einfithren, und beziiglich dieser
zu einem Raum Hp vervollstandigen, wobei f € H(Sg)\{0} fiir 6 € (w, )
gewdhlt sei. Dann besitzt A genau dann einen beschrankten H*-Kalkiil, wenn
H = Ha gilt (siehe [46, Bemerkung nach Thm. 5]). Hier ist, wie wir im Beweis
von Satz 2.1.6 gesehen haben, die Resolventenabschédtzung an C dquivalent zur
Existenz einer gleichmiBig beschrinkten Fortsetzung von CA~"2f(tA) von X
nach Y fiir derartige Funktionen f. Diese Aussage lafit sich mit reellen Inter-
polationsrdumen in Verbindung bringen. Dazu benétigen wir den folgenden
Begriff aus der Arbeit [24] von M. HAASE:
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2.5 L2-Zulassigkeit und Interpolation

DEFINITION 2.5.4 Es sei A ein injektiver, sektorieller Operator und Zahlen
0 € Rund p € [1,00] gegeben. Ist € HF (S )\{0} fiir ein w > 0, so sei
Xowp i ={xeX: tPP(tA)x € LP(Ry, 4t X))

t
der zu 6,{ und p gehorige M‘Intosh-Yagi Raum.

Mit der natiirlichem Norm

Ixllo.wp := ([ W AN, g ar
wird Xg . zu einem normierten Raum. Nach Satz 2.3.1 sind die Normen
|- lloay,p und || - |lo,p,p flir zwei von Null verschiedene Funktionen ¢, € HY
dquivalent. Wir schreiben deshalb kurz Xg ,, anstelle von Xg . Zu reellen
Interpolationsraumen stehen die M¢Intosh-Yagi Rdume dabei in folgender Be-
ziehung (siehe [24, Theorem 3.39]):

SATZ 2.5.5 Es sei A ein dicht definierter sektorieller Operator mit dichtem
Bild auf dem Banachraum X. Bezeichnen wir mit D5 den Definitionsbereich
D(A) von A mit der homogenen Norm ||A - || und versehen wir analog den
Bildraum Ra mit der Norm ||[A~" - ||, so gilt fiir alle 6 € (0,1) und p € [1, o0]
die Beziehung

(fRA» DA)G,p = X2971 P

Nun konnen wir die Verbindung zu Interpolationsraumen aufzeigen. Als Mo-
tivation dient die folgende, formale Betrachtung:

Es sei X als reflexiv vorausgesetzt. Dies dient dazu, problemlos dualisieren zu
konnen. Zum Schlufd hin werden wir diese Voraussetzung wieder fallen lassen
konnen und einen allgemeingiiltigen Satz erhalten. Um die Beschranktheit von
(A2C(A+A)~": A > 0} zu beschreiben, setzen wir K := CA~"2. Die Operatoren
A2C(A+A)T = Ko(tA) mit @(z) = 2/2(1+2z) " sind genau dann gleichm&Rig
beschriankt, wenn dies fiir ihre adjungierten Operatoren (K@ (tA))’ gilt. Wir
schreiben dies mit Hilfe der oben eingefiihrten M‘Intosh-Yagi Rdume formal
wie folgend um:

R(K) € (X000 = (Rar, Dar) C (X145 (X)1,47)

V00 = Yp,00°

Nun schreiben wir formal weiter K’ = (A=72)’C’, und erhalten

R(C") C ((XV_3p.ar, (X V1y.00)

V2,00
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2 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 1

Durch Reiteration ([67, 1.10.2]) erhalten wir hieraus

RIC) € (XT 140 X)),
Schliefllich kommen wir mittels (formalem!) Zurtickdualisieren auf die Bedin-
gung C : (X, X; )1,1 — Y. Diese letzte Bedingung ist eine Modifikation des
Ergebnisses [24, Prop. 3.45]. Wir zeigen nun, dafs sie in der Tat die Resolven-
tenbedingung an C zu charakterisieren vermag; ein von der obigen Motivation
unabhiéngiger Beweis sichert dabei die allgemeine Giiltigkeit der Aussage:

SATZ 2.5.6 Es sei A ein sektorieller Operator auf dem Banachraum X, Y ein
weiterer Banachraum, C € B(X;,Y) und « € (0,1). Dann sind dquivalent:

(a) Die Menge {A*C(A+A)~": A > 0} ist in B(X,Y) beschrankt.
(b) Es gllt Ce B((X,X])1,(x‘1, Y)

Um zwischen X und X; interpolieren zu konnen, stellen wir zunéchst fest, daf3
beide in den Raum X := (X, [|[A(I+A)~2 - ||)~ stetig einbetten. Wir kdnnen also
Schnitt und Summe von X und X; in X betrachten. Zunichst sieht man, daf3
XNX; =X, gilt. Als ndchstes betrachten wir den Summenraum X + X;. Erist
mit der natiirlichen Norm

IXllx1x, =inf{[ylx +[lzllx, : x =y +z}

versehen. Wir erinnern, dal X; = (D(A) ,~||A - ||x)™ ist, es existiert also ein ka-
nonischer isometrischer Isomorphismus A : X; — X. Wir kénnen also ||z||x, =

|Az||x schreiben. Wir wollen die Darstellung
X+Xi=Y mit Y:= (X [|[AM+A)"-|)°

zeigen. Zunichst gilt wegen der Beschranktheit von A(1+A)~" und (1+A)~!
sowohl X < Y als auch X; — Y. Hieraus folgt X + X; — Y. Zur umgekehrten
Inklusion sei x € X gewédhlt. Mit der Zerlegung x =w +z fiir w = A(1+A) 'x
und z = (1+A)"'x mit w € X und z € X; gilt offenbar |[w||x = [|A(T+A)"x||x
und |z|lx, = [[A(T+A) 'x|)x. Damit ist dann auch [x|x,x, < [[x|ly und die
gewtinschte Darstellung bewiesen.

Als nichstes wollen wir (X,X;) als quasilinearisierbares Paar im Sinne von
[67, 1.8.4] nachweisen. Dazu setzen wir Vy(t)x := tA(14+tA)~" und V;(t) =
(1+tA)~'. Wegen der Sektorialitdt von A existiert ein ¢ > 0 dergestalt, daf8 fiir
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2.5 L2-Zulassigkeit und Interpolation

alle t > 0 die Abschétzungen |t(t+A)~'|| < c und ||A(t+A)7 ]| < c gelten.
Dann folgt

Vx € X: Vo (t)x|lx = [RA(T+HtA) "x||x < cl|x||x

Vx € X: Vi (t)x][x, = At T (T 4HA) T |x < et Tx]|x
vxeXp: [[Volt)x|x =ttt T+A) Tx|lx, < ctflx]lx,
X [Viltdls, =0T HA) xly, < el

Damit ist (X, X7) quasilinearisierbar. Wegen t'~°||V; (t)x||x = t=9||Vo(t)x| x ist
auf (X, X; )o,p eine dquivalente Norm durch

Ixllop ~ [t = £ IVoltIxlIx] dt) = = [t PAHA) x| o a
t
gegeben. Wir werden dies fiir p = 1 verwenden.

Beweis von Satz 2.5.6. Es gelte (b), und M sei die Norm von C in (b). Dann ist
fir A >0

H}\ocC A_}_A X” < IV[H)\Oc }\+A XH X, X1)1—a

= M| AR AT A) X 2
JO

= M"OOHt“A“(HtA) ATTAT (1A TTA) x|, 4t
Jo

= M| [lo1 (A (A <

Jo ' A
mit @(z) =z'"*(1+z)7! und P(z) = z*(1+z) . Dieses Integral ist wegen der
Abschitzung (2.3.2) (fiir @ = 1) in A > 0 gleichméfdig beschrankt.

Es gelte (a). Wir setzen r( ) = Z(H—z)_ und c:= [3 v(A) 4. Dann ist ¢ > 0
und die Funktion f(z) := ¢! Io offenbar die Emsfunktlon also gilt
f(A) =1Id. Wir zelgen nun, dafs fur X = A(I+A) xo gilt:

f(A)x =c ! (z — Joo r(?ﬁ‘z)d%‘) (A)x =c! J‘OOTU\qA)xdT}‘

0 0

Zunichst existiert das zweite Integral, da der Integrand wegen T(A~'A)x =
A TAZ(I+ATA) 2 (I+A) ?xo fiir grofe A wie |A|~" und im Nullpunkt wegen
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2 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 1

TATTA)x = (I+ATA)2A2(1+A) 2xo wie |A|? abfillt. Damit bleiben die Inte-
grale ﬁ/‘n r(ATA)XE fiir n € N gleichmiBig beschrénkt. Integriert man auf
kompakten Tragern, so ist die Giiltigkeit des Einsetzens

(z Lr(wz) () = Lr(wA) a

in [17, Satz 4.1.5] gezeigt worden. Nun konnen wir mittels des Konvergenz-
satzes 1.3.3 dies auch auf unseren Fall erweitern. Fiir x € R(A(I+A)?) folgt

oxly < e [ flerin A, 4
0
= c_1J [A*CA+A) A A(T+ATA) x|, &
0

< C1MJOOH7\“A(1+7\1A)1XHX%
0
~ ¢ MYxl-ar

Damit ist die zweite Implikation gezeigt, wenn die Dichtheit des Bildbereichs
R(A(I+A)2) in (X, X1)1_«,1 nachgewiesen wird.

Zunichst ist R(A(I+A)72) = R(A)ND(A). Wahrend die Inklusion ,, C” klar ist,
sicht man die umgekehrte Inklusion ein, wenn man ein z = Ax = (I+A) 'y
betrachtet. Es ist z € D(A), also x € D(A?), also x = (I4+A)~2x. Hieraus
folgt ,2“. Da R(A(I+A)?) in X N X; = X; dicht liegt, gilt dies auch fiir
(X, X1)1—a1- O
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3 Quadratische Abschdtzungen auf
Banachraumen

3.1 Etwas Banachraumtheorie

Im folgenden verwende ich den Begriff einer Zufallsvariablen, obgleich dieses
Wort nicht wesentlich kiirzer ist, als seine Definition: mefsbare Funktion auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum. Aber oft kommt es auf diesen zugrundeliegen-
den Wahrscheinlichkeitsraum nicht an, und die Notation wird etwas kiirzer. Es
sei (Xk)k<n eine unabhdngige Folge symmetrischer, reellwertiger Zufallsvaria-
blen. Unter einer Summe von Zufallselementen wollen wir eine Summe der Form
Y w<n XxXk verstehen, wobei die Elemente xy aus einem Banachraum X ge-
wihlt sind. Als Bernoullische Zufallsvariablen mochte ich {1, —1}—gleichverteilte
Zufallsvariablen bezeichnen. Wenn die xx nun Bernoullische Zufallsvariablen
sind, sprechen wir auch von einer Bernoullischen Summe; sind die xx normal-
verteilt, so sprechen wir von einer Gaufsschen Summe. Doch zundchst einmal
der skalare Fall.

SATZ 3.1.1 (CHINCIN-UNGLEICHUNG)

Es sei p € [1,00) und (1) sei eine unabhédngige Folge von Bernoullischen Zu-
fallsvariablen. Dann existieren Zahlen A,, B, > 0 so, daf$ fiir beliebige kom-
plexe Zahlen ay,..., a, die folgende Ungleichung erfiillt ist:

n A n P\ Vo n Vs
Ap(zw) s(m: 3 anm ) ng(zw) |
k=1 k=1 k=1

Ein Beweis des Satzes findet sich etwa in [10, Satz 1.10], genauso wie die
interessante Bemerkung, dafs im Falle von Gaufsschen Zufallsvariablen sogar
die Wahl A,, = B, moglich ist, die Chin¢in-Ungleichung also eine Chinc¢in—
Gleichung ist ([10, Abschnitt , Gaussian Variables” im Kapitel 12]). Wenn wir
diese Abschdtzungen nicht fiir Skalaren sondern fiir Elemente allgemeiner
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

Banachrdume betrachten, gilt nicht mehr eine beliebige Aquivalenz; vielmehr
kommen wir zu dem folgenden Begriff:

DEFINITION 3.1.2 Wir sagen, ein Banachraum X habe Typ p, falls eine Zahl
M,, existiert, beziiglich der die Abschidtzung

n 2 ] n 1/17
5 roxe[ ) < My (3 1)
k=1

k=1
tiir beliebige Folgen x1, ..., X, in X und eine Folge von unabhédngigen Bernoul-
lischen Zufallsvariablen (ry) gilt. Umgekehrt sagen wir, X habe Kotyp g, falls
wir unter gleicher Voraussetzung die Abschitzung

n Va n
<Z HX||q> < Kq (E ZTka
k=1 k=1

tiir eine Zahl K, haben. Der Fall q = oo sei hierbei zugelassen, dann ist die
linke Seite durch maxy<n ||xk|| zu ersetzen. Das Infimum aller Zahlen M,, bzw.
Kg, beziiglich derer obige Abschédtzungen richtig sind, heifst die Typkonstante
von X zu p bzw. die Kotypkonstante von X zu q.

(E

2]/
)z

BEMERKUNG 3.1.3 Aus [10, Remarks 11.5] entnehmen wir zusammenfassend
die folgenden Ergebnisse: Der Typ eines Banachraums liegt stets im Intervall
[1,2], der Kotyp stets in [2, 00]. Jeder Banachraum hat Typ 1 und Kotyp un-
endlich. Diese beiden Grenzfille nennen wir trivial. Hat ein Banachraum Typ
p, so hat er auch Typ p fiir 1 < p < p. Umgekehrt hat ein Banachraum mit
Kotyp q auch Kotyp § fiir ¢ < § < oo. Schlieilich haben Banachrdume mit
nichttrivialem Typ auch nichttrivialen Kotyp (siehe etwa [56, Theorem 4.6.20]).

Anstelle die 1*(X)-Normen mit den LP-Normen zu vergleichen, wie dies beim
Typ- und Kotypbegriff geschieht, konnen wir auch LP-Normen untereinander
vergleichen. Es gilt hierfiir die bekannte

SATZ 3.1.4 (KAHANE-UNGLEICHUNG)
Es seien p,q € (0,00) gewdhlt. Dann existiert ein K,, 4 > 0 so, dafs fiir belie-
bige Elemente x;,...,x, € X und unabhédngige Bernoullische Zufallsvariablen

T1,...,Tn gilt:
q ]/q P ]/P
(]E ) <Ky q (E > . (3.1.1)

mn
E Tk Xk
k=1

n
E Tk Xk
k=1
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3.1 Etwas Banachraumtheorie

Ein Beweis findet sich beispielsweise in [10, Satz 11.1]. Die Aussage bleibt iibri-
gens richtig, wenn wir die ; durch unabhédngige Gaufische Zufallsvariablen g;
ersetzen. Dies wurde in [16] und [41] gezeigt. Die Konstante K,, 4 kann dabei
wie im Falle Bernoullischer Zufallsvariablen gewidhlt werden.

Der folgende Satz wird in englischsprachiger Literatur auch als Contraction
principle bezeichnet. Er findet sich ebenfalls in [10] (Satz 12.2).

SATZ 3.1.5 Essei 1 <p < oo. Wenn wir zu einer Summe von Zufallselemen-
ten Zkgn XkXx auf einem Banachraum X komplexe Zahlen ay mit |ay| < 1

betrachten, so gilt stets
Py 1/p
) =2

<E Z A XXk

k<n
Wenn wir nun nicht eine, sondern zwei unabhéingige Folgen von unabhingigen
symmetrischen, reellwertigen Zufallsvariablen, (i), (x;) betrachten, so sind ih-
re Produkte xi(-)x;(-) zwar noch symmetrisch, aber im allgemeinen nicht mehr
unabhéngig. Als Beispiel hierfiir betrachten wir zuerst unabhédngige Bernoul-
lische Zufallsvariablen 11, 1,,1],75. Dann ist das Ereignis

P\ 1/p
) (3.1.2)

Z XXk

k<n

/ / / /
{rri=1, mry=1, morf =1, rorb=—1}

unmoglich, aber es gilt P(rirj==41) = 1. Sind die Zufallsvariablen (x;) und (X5)
nicht degeneriert, so lfst sich obiger Gedanke auf die Ereignisse xix; grofier
Null bzw. kleiner Null erweitern.

Wenn auf einem Banachraum X dennoch eine Abschédtzung der Form (3.1.2) fiir
Produkte unabhéngiger Zufallsvariablen existiert, so verdient diese Eigenschaft
einen Namen:

DEFINITION 3.1.6 (PISIER [57]) Wir sagen, dafy ein Banachraum X die («)-
Eigenschaft hat, wenn eine Zahl C derart existiert, daf8 fiir zwei unabhéngige
Folgen (1), (r;,) von unabhédngigen Bernoullischen Zufallsvariablen und eine
Folge (xi;) in X und Zahlen |a;;| < 1 stets gilt:

n 2\ 1/2
(E ]EI Z TiTj/ainij ) < C(E E/

=1

n
z /
TiT]- Xij

i,j=1

2\ 1/2
) . (3.1.3)
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

BEMERKUNG 3.1.7 Ist (xi) eine unabhéngige Folge reellwertiger, symmetri-
scher Zufallsvariablen, so haben nach [10, Lemma 11.2] die Summen

Z XkXk Z Til Xl xx

k<n k<n

und

die gleiche Verteilung. Folglich impliziert die (o)-Eigenschaft die Abschit-
zung (3.1.3) etwa fiir Gaufssche Zufallsvariablen anstelle der Bernoullischen.
Die Gaufi-(«) Eigenschaft impliziert ebenfalls endliche Kotyp (siehe [49, Prop.
2.2]), sodal wegen der Aquivalenz von Gaufischen und Bernoullischen ran-
domisierten Summen (siehe Satz 3.5.3 weiter unten) die Gaufi—(«) Eigenschaft
und die (Bernoulli-)(«)-Eigenschaft dquivalent sind.

BEMERKUNG 3.1.8 Wenn ein Banachraum X die (o)-Eigenschaft hat, so hat er
auch endlichen Kotyp: in [57, Remark 2.2] finden wir, daff Banachrdaume X mit
der («)-Eigenschaft die Raume 17 := (C", || - ||) nicht gleichmaflig enthalten
konnen. Hieraus wiederum folgt nach [10, Theorem 14.1], dafs X endlichen
Kotyp haben mus£.

3.2 Quadratische Abschidtzungen auf X =[P

Bei ihren Untersuchungen tiber den beschriankten H*-Kalkiil eines sektoriel-
len Operators A haben COWLING, DOUST, MCINTOSH und YAGI [7] erkannt,
daf3 eine zu Satz 2.1.9 analoge Beschreibung auf [P-Rdumen quadratische Ab-
schiatzungen der Form

< const. ||f]|Lr(q) (3.2.1)
Lr(Q)

H(Jw (b (EA)F)()]* 4) "

benotigt. Hierbei sei () ein o-endlicher Mafiraum. In der Tat stimmt dieser
Begriff im Falle eines Hilbertraumes, also im Falle p = 2 mit dem der qua-
dratischen L?~Abschitzung iiberein, wie man mit dem Satz von Fubini leicht
sieht.

Es sei also A ein dicht definierter, sektorieller Operator mit dichtem Bild. Wéh-
rend im Hilbertraum Satz 2.1.9 gilt, klaffen die Eigenschaften eines H*-Kalkiils
auf der einen Seite und quadratischer L?~Abschétzungen fiir A und A’ auf
der anderen im Banachraumfalle auseinander. Zwar sind quadratische L%-
Abschidtzungen auf einer gewissen Klasse von Funktionen noch hinreichend,
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3.2 Quadratische Abschédtzungen auf X = LP

es kann aber durchaus sein, dafs trotz eines beschriankten H*-Kalkiils die in
der Abschitzung vorkommenden Integrale divergieren! Prazise formuliert:

BEISPIEL 3.2.1 Es sei A sektoriell vom Typ w; < 7, und gentige einer qua-
dratischen L?~Abschitzung fiir z*e %, « > 0. Fiir eine natiirliche Zahl m mit
o <mund x € D(A™ %) folgt:

L [EA™T(2)x]|2 & < comst. [|A™ 2] < oo,
Es ist also stets D(A™ ) C (X, D(Am))]_a/myz,

zwischen X und dem Definitionsbereich D(A™) von A™. Betrachten wir den
Fall A = —A auf LP(R"), so gilt

dem reellen Interpolationsraum

nr 2 DAnT) C (X, D(A™)

me2e (1) (3) p2m-2«
o % = H;3 = B2 (3.22)

1—%m,2
Die Gleichungen (1) und (2) findet man in [67, 2.3.1/6 und 2.3.3/1], Gleichung
(3) beispielsweise in [2, (5.9)]. Nun kann die Inklusion (3.2.2) aber nur fiirp < 2
erfiillt sein. Mit anderen Worten: quadratische L?~Abschétzungen fiir A und
A’ konnen nur im Hilbertraumfall p = 2 gelten.

Ein dhnliches Beispiel finden wir in [7]: hier ist ebenfalls A = —A der negative
Laplaceoperator in LP (R™) und p > 2. Wahlt man {(z) := z(1+z) 2 und u € LP,
so folgt

p t

[ A 4 = oo

Betrachten wir dagegen quadratische Abschdtzungen von der Bauart (3.2.1),
so ergibt sich ein anderes Bild: Fiir eine Funktion der Klasse Hg sei die Inte-
graltransformation M durch

(Mf)(A) := F(foexp)(A) = J:o t () 4t

gegeben. Sie kann als Variante der Mellintransformation betrachtet werden
(ndmlich beziiglich des Mafles dt/t). Nun sei fiir 0 < v < m die Funktionen-
klasse ¥, (S,) durch

WY, (S.) = {P e HP(S): e MfI™" € L°(R)}

gegeben. Es gilt dann der Satz [7, Theorem 6.8]
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

SATZ 322 Essei0 < w <v < u<mund A ein dicht definierter, sektorieller
Operator von Typ w auf LP(Q)), der dichtes Bild habe. Dann gelten

(a) Hat A einen beschrankten H* (S, )-Kalkiil, so gilt fiir alle 1} € HZ(S,,)
die Abschdtzung (3.2.1).

(b) Gilt die Abschdtzung (3.2.1) sowohl fiir A als auch A’ beziiglich einer
Funktion ¢ € HZ(S,)\{0} firr die Y? € ¥, (S,) gilt, so hat A einen be-
schrankten H°(S,,)-Kalkiil.

BEISPIEL 3.2.3 In ihrer Arbeit zeigen die Autoren einige Funktionen auf, die
in dieser Klasse liegen. So zum Beispiel die Funktionen g(z) := z(1+z)~% und
f(z) := ze % (jeweils mit v = m/2). Dies gilt {ibrigens fiir alle Funktionen
fo(z) :=2z% % mit o« > O:

Es sei o« > 0 und f4(z) := z¥e 2. Dann ist Mf(t) = I'(a — ir). Wir wollen ein
v € (0,7) so finden, daf fiir alle r € R gilt: [T(x—ir)|~ e /"l < M. Da der Kon-
vergenzexponent der Nullstellen von 1/T'(z) offenbar eins ist (die Nullstellen
sind ja gerade die negativen ganzen Zahlen), ist es klar, daf3 es irgendein v > 0
geben muf3, welches das Gewtinschte leistet. Nun ist die Gammafunktion gut
untersucht, und beispielsweise in KNESERS Buch [39] findet sich eine Wachs-
tumsabschitzung, die die Wahl v = 71/2 erlaubt, falls « € [/5,1] gilt (siehe [39,
3.09, Formel 41]). Nach der Ergénzungsformel I'(1 — z)I'(z) = n(sin(nz)) ™', 148t
sich damit auch der Fall « € (0, %] behandeln.

Es sei angemerkt dafs im Falle eines R—sektoriellen Operators A (siehe unten)
die Bedingung {? € ¥, (S,) hinfillig ist: in [43, Theorem 1.1] zeigt LE MERDY
dafd quadratische Abschidtzungen vom Typ (3.2.1) nicht von der zugrundelie-
genden Funktion { € HF\{0} abhdngen.

Sind Q;,Q; zwei positive Mafiraume und 1 < p,q < oo, so gilt die folgende
Inklusion:

Ist q<p, soist LP(Q;,L9(Q;)) D LIY(Q,, LP(Q4)).

Als Faustregel gilt: Hat die innere Norm den hoheren Exponenten, so ist sie
grofer als diejenige, bei der auflen der hohere Exponent steht. Dies folgt direkt
aus der kontinuierlichen Minkowski-Ungleichung, also der Abschitzung (fiir

r>1)
T ]/r N 1/r
(] (s otansr) avio) < [ (] [#ts.00"auts)) et
T S T S
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3.3 Verallgemeinerung fiir beliebige Banachrdaume

fir p ® v integrierbare Funktionen auf S x T durch die Wahl r = p/q bzw.
r = q/p (siehe etwa [12, VI.11.14]).

3.3 Verallgemeinerung fiir beliebige Banachriume

Wir wollen zur Norm || - ||1»(q,12(1)) nun eine dquivalente Norm finden, die ei-
ne Verallgemeinerung auf allgemeine Banachrdume erlaubt. Grundlage hierzu
sind die Arbeiten [37] und [38] von KALTON und WEIS. Um den Normbegriff
von der LP-Struktur unabhédngig zu machen, werden zwei grundlegende Ideen
verwendet:

BEMERKUNG 3.3.1 Sind g¢j,...,gn unabhédngige standardisierte normalver-
teilte (kurz: N(0O, 1)—verteilte) Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, X u), so gilt fiir komplexe Zahlen «;, ..., «, stets:

n 2 n
Z Jk&Xk| = Z ’(Xk|2-
k=1 k=1

BEMERKUNG 3.3.2 Es seien X und Y zwei unabhingige Zufallselemente auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, p), X sei symmetrisch. Dann gilt fiir alle
p > 1 die Ungleichung [|Y||ir(a) < || X+ Y||Lr(q). Zum Beweis schreiben wir
Y als Y = 5 (Y+X) + 2 (Y—X), und erhalten wegen der Symmetrie von X und
der Unabhangigkeit von X und Y

E

i) < (IY4X][r@) + [Y-X[r0)
= L (IY+X]ltr (@) + IYHX][r () = X+ Y|[Lr(q)-

Wir betrachten nun allgemeine o—endlichen Mafsraume Q und I. Es seien f eine
Funktion aus L?(Q), (e,) ein Orthonormalsystem von L?(I) und die Bilinear-
form (g,h) = [, g(t)h(t) dt auf L*(I) gegeben. Dann ist fiir f € LP(Q,L*(I))
fiir fast alle w € Q

| ftew,tpat = 3 it en)

neN
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

Mit Bemerkung 3.3.1 folgt also:

/2 Vo
T (JQ(JI‘f(t)(w)‘zdt) dw)

N

= <J (limE
o) N—oo iy

Il

2\ "2 Vo
) )

Die Chin¢in-Gleichung (siehe hierzu die Bemerkung nach Satz 3.1.1) zeigt nun

P Yo
= Cp(J lim E dw) :
N—o0
Q

Mit dem Satz iiber monotone Konvergenz, den wir wegen Bemerkung 3.3.2
anwenden konnen, erhalten wir

1% ) ]/ P

Lr(Q)

Schlieflich gibt uns die Ungleichung von Kahane (3.1.1)

N 2 YV,
Z gnuf(én) ) .
n=1 Lr(Q)

Der Trick an der obigen Rechnung besteht in der Tatsache, dafs in der letzten
Aquivalenz die spezielle Struktur von L?(Q) nicht mehr benutzt, und so wie
folgt verallgemeinert werden kann ([37, Definition 4.1]):

Z] gn<f(-)(w),ér;>

=us(en)(w

N
> gnus(en)(w)
n=1

= C, lim (E

N —o0

N
Z gnuf(én)
n=1

N —o0

~ lim <E

DEFINITION 3.3.3 Es sei H ein Hilbertraum und X ein Banachraum. Die Ab-
kiirzung ONS stehe fiir Orthonormalsystem. Dann bezeichne 1, (H, X) den Vek-
torraum der linearen Operatoren u: H — X, fiir die gilt:

= sup{ (2] gnuten)

L(H,X) bezeichne den Abschlufi der Operatoren mit endlichdimensionalem
Bild in 1, (H, X).

2\ 1/2
) : (en) ist ein endliches ONS in H} < 00.

X
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3.4 1-Funktionen

Die Elemente von 1, (H, X) sind stetige Operatoren von H nach X, da fiir be-
liebiges e € H mit ||e|| = 1 die Betrachtung des Orthonormalsystems {e} auf H
zeigt:
hue)l| = (E[|grule)]” ) <l

Weiterhin ist (1, (H, X),|| - |1) und damit auch sein abgeschlossener Teilraum
l(H,X) ein Banachraum ([18, Satz 5.3.4]). Weiterhin gilt (siehe [37, Remark
4.2]): ist ¢y nicht in X enthalten, so gilt 1. (H,X) = 1(H,X). Die folgenden
beiden Ergebnisse entstammen [37, Proposition 4.3 und 4.4]:

SATZ 3.3.4 Sind X; und X, Banachrdume, H; und H, Hilbertraume so gilt fiir
TeB(Xy,X2),we l(Hy,X;) und S € B(H,,Hy): TuS € 1(Hz, X3) und

Tusify < [[TIS [l

SATZ UND DEFINITION 3.3.5 Essei S € B(H;, H,) und X ein Banachraum. Sind
t1 : Hy — Hj und 1, : H, — Hj die kanonischen Isomorphismen, so kann man
einen stetigen Operator S% : 1(H;,X) — 1(Hz, X) tiber S®(u) :=uot; oS’ o,
erklaren. Es gilt ||S®|| < ||S]|.

3.4 1-Funktionen

Wir wollen nun den wichtigen Spezialfall H = L?(I) betrachten, wobei (I, Z, )
ein o—endlicher MafSraum ist. Dann nadmlich lassen sich gewisse Operatoren
aus l(H, X) durch Funktionen f: I — X darstellen.

SATZ UND DEFINITION 3.4.1 Wir bezeichnen mit P,(I,X) den Vektorraum
aller Aquivalenzklassen stark mefsbarer Funktionen f : I — X, die schwach in
L2(1, X) liegen, fiir die also stets gilt: Ist x’ eine stetige Linearform auf X, so ist

x'(f) € L?(I). Er wird mit der Norm
[fllp, = sup{[[x' (A2 x| <1}

versehen.

Beweis. Die oben aufgestellte Behauptung, bei || - ||», handle es sich um eine
Norm verdient eine Begriindung: wahrend Positivitdt und die Dreiecksunglei-
chung klar sind, gilt es die Endlichkeit von ||f||y, fiir alle f € P,(I,X) und die
Definitheit nachzuweisen.
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

Wir betrachten fiir festes f die Abbildung @ : X’ — L?, x’ — x/(f). Nach dem
Graphensatz reicht es nachzuweisen, dafs @ abgeschlossen ist. Da @ tiberall
definiert ist, gentigt es, seine Abschliefbarkeit zu zeigen. Dazu sei (x;,) eine
Folge in X’ mit x/, — 0 und x/,(f) — g € L?. Wir wollen zeigen, daf} g = 0 fast
tiberall gilt. Wir konnen ohne Einschrdankung I als endlich annehmen, da im
allgemeinen Fall fiir eine Folge I,, endlicher mefSbarer Mengen mit I = JI,, es
hinreicht, g|;, = 0 fast tiberall zu zeigen, um g = 0 fast tiberall auf I zu erhalten.
Es sei hy eine Folge von Treppenfunktionen, die fast iiberall punktweise gegen
f konvergiere. Zu m € N wihlen wir nach dem Satz von Egorow eine mefsbare
Menge J,, mit p(I —J,,) < Vm derart, da8 ||hy — f||1=(j,,) — O fiir k — oo gilt.
Da J., endlich ist, folgt |[hu — f||12(;,,) — 0. Wir schreiben

I (O l[e2r,) < X () = %0 (D25, + [0 () [z,

Fiir jedes € > 0 existiert nun ein k € N, fiir das der erste Summand kleiner
als %, wird. Fur dieses k existiert dann ein Ny derart, dafs fiir alle n > N, der
zweite Summand ebenfalls kleiner als %> wird. Insgesamt sehen wir hieraus:
x5 (F)|lL2(5,.) — O fiir n — oo. Dies zeigt zundchst gl;,, = 0 fast tiberall fiir
jedes m, also folgt g = 0 durch Grenziibergang m — oo fast iiberall. Dies war
fur die Endlichkeit von || - ||p, zu zeigen.

Wir zeigen nun: Ist X ein separable Raum, so existiert eine abzdhlbare Menge
{x; : k € N} mit der Eigenschaft: istx; (x) = O fiir alle k € N, so folgt x = 0.
Beweis: Es gelte x; (x) = 0 fiir ein x € X und alle k € N. Zu einer abzdhlbaren
dichten Teilmenge E := {x;, X2, ...} von X kénnen wir nach dem Satz von Hahn-
Banach eine Folge (x;) C X’ derart bilden, daf8 x; (xx) = [|xk|| und ||x;|| =1
gelten. Ist (xy, ) eine Teilfolge aus E, die gegen x konvergiert, so konvergieren
auch die Normen von x;,, gegen die Norm von x, es folgt

sup{x; (xk, ) — xp(x) : k€ N} "=70.

Da fiir alle k € N x; (x) = 0 gilt, gibt es also fiir jedes € > 0 einen Index N derart,
dafl fiir n > N und k € N gilt: [x; (xi, )| < €. Da aber x;_(xk,) = [|xi, || — [x]],
folgt hieraus ||x|| = 0. Also ist die Menge {x}, x5, ...} normierend fiir X.

Ist nun f € P, mit ||f[|p, = 0 gegeben, so ist also x'(f) = 0 fiir alle x’ € X’. Da
f wesentlich separabelwertig ist, konnen wir ohne Einschrankung zu einem
festen Vertreter iibergehen und X als separabel annehmen. Dann existiert wir
eine Menge {x; : k € N} in X’ mit der oben genannten Eigenschaft. Wegen
Xy (f) = O fiir alle k € N ist jede der Mengen My :={t € I : [x (f)](t) #0}, k € N
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3.4 1-Funktionen

eine Nullmenge; folglich gilt dies auch fiir ihre Vereinigung. Dies bedeutet aber
f = 0 fast tiberall. O

Mit dem Raum P, (I, X) lassen sich erzeugende Funktionen von gewissen Ope-
ratoren aus (L%, X) wie folgt gewinnen (siehe [37, Remark 4.7][18, Satz 5.5.4]):

SATZ 3.4.2 Ist f € P,(I,X), so wird durch

<uf(h),xl>xyxf = JI <f(t),X/>X)X/h(t) dt

fiir x’ € X’ und h € L*(I) ein stetiger Operator wu : L?(I) — X definiert.

Der obige Satz besagt insbesondere, dafs die Abbildung f — wu¢ isometrisch
von P, (I, X) nach B(L?(I), X) abbildet: zunichst ist namlich fiir h € L?(1)

sup [{(u¢(h),x")| = sup ’JI<f(t)>X/>h(t)’dt§HhHLZHfH?p

%" llx <1 lx"llx <1

andererseits zeigt die Wahl h(t) := (f,x’) fiir ein x’ # 0, daB [Ju¢(h)|| > [[h[|f,
und damit durch Supremumsbildung tiber alle x’ mit Norm hochstens eins
auch |Ju¢|| > ||f]|,. Da wir P,(I,X) also als Teilraum von B(L?(I), X) auffassen
konnen, ist P,(I, X) genau dann vollstindig, wenn er, als Teilraum aufgefafst,
abgeschlossen ist. Zur Vollstandigkeit von P, (I, X) zwei Beispiele:

BEISPIEL 3.4.3 Esseil = [0, 1] und (e, ) das Haar-System L*([0, 1]). Wir wihlen
X = ¢p und setzen x, = (dxn)x € X. Die Abbildung u : L*(I) — X, die
durch u(e,) = x, gegeben ist, ist stetig und linear. Gébe es eine Funktion
f = (fx) von I nach X, fiir die uf = u gilte, so hitten wir u¢(e,) = (xn),
also fg) fr(t)en(t) dt = byn, und damit fy=ey fur alle k. Aber f : I — 1,
t — (ex(t))x ist gar keine Abbildung nach X = ¢y, denn fiir fast alle t € I
sind unendliche viele Koordinaten von f(t) betragsmaflig grofier als eins. Nun
konnen wir u aber leicht durch Operatoren u, approximieren, etwa indem
wir T (t) = (e1(t),...,en(t),0,...) setzen, was zu u¢, (ex) := xi flir k <n und
us, (ex) =0 fur k > n fihrt.

BEISPIEL 3.4.4 Ist I = N mit Zdhlmaf, so ist
Pr(N, X) ={(xn) C X: ¥x' € X" : x'(xn) € 15}, = schwach-1,(X)

sodafd P, (N, X) nach [10, Kap. 2] ein Banachraum ist.
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

Wir sehen also, dafd P,(I, X) vollstindig sein kann, dies im allgemeinen jedoch
nicht ist. Nun verkniipfen wir den obigen Satz mit den 1-Raumen (siehe [37,
Definition 4.5]):

DEFINITION 3.4.5 Mit der Norm ||f||; := |u¢][i konnen wir den Vektorraum
1. (I, X) bzw. (I, X) all derjenigen f € P,(I, X) bilden, fiir die u¢ € 1, (L*(1), X)
bzw. fiir die ur € 1(L*(I),X) gilt. Wir nennen solche Funktionen f auch 1-
Funktionen und sagen, daff der Operator u¢ von f représentiert wird.

LEMMA 3.4.6 Istf € L%(I) und x € X, so definiert f ® x ein Element aus 1(I, X)
und es ist ||f @ x|| = ||| 2]|x]|-

Beweis. Es sei (en) ein festes Orthonormalsystem in L?(I). Nach Definition der

Norm von ¢,y ist
2 1/2 n 2 ]/2
(E ) = (E ng ek‘f )
X k=1 X
n YV,
= (53 outeun] ) e
k=1
_ (Z\ exlf) ) Il < 1l

Z g (f ® x)(ex)
k=1

Durch Grenziibergang n — oo erhalten wir schlieSlich |[f®x||; = ||f|| 2[|x]|x. O

BEMERKUNG 3.4.7 Die von Funktionen des Typs f ® x repradsentierten Ope-
ratoren aus 1(L?(I),X) liegen nach [18, Satz 5.5.7] dicht in 1(L*(I),X). Damit
liegt offenbar die Menge der Operatoren uy fiir f € (I, X) ebenfalls dicht in
L(L%(I), X). Ist I = R™, so bleibt dies fiir Funktionen f aus der Schwartzklasse
Z(R™) richtig. Es stellt sich die Frage, ob jeder Operator in 1(L*(I),X) von
einer -Funktion représentiert wird. Das folgende Beispiel fiir I = [0, 1] zeigt,
daf die Voraussetzung an X, Kotyp 2 zu haben, notwendig ist:

BEISPIEL 3.4.8 Esseil =Q =[0,1] und ¢g(x,y) :=|x —y| * auf I x Q . Dann
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3.4 1-Funktionen

ist fiir « < %

rl 1/2
L (T )

n—y—x rT—x 1/2
= ( |2 dn))
J

—X

rl ,
< ( ’n|72(x dﬂ)) =i Cx < O0.
J—1

Betrachten wir dagegen die LP-Norm von x — g(x,y), so ist diese Unendlich
falls pa > 1 gilt, oder anders gesagt, falls « > ¥, gilt. Ist p > 2 und « €
(%, %), so ist g € LP(I,L%(1)) = Y(L*(I),LP(I)) und g ¢ L*(I,LP(I)). In der
Tat charakterisiert die Reprasentationseigenschaft fiir I = [0, 1] Banachrdaume X
vom Kotyp 2 [44, Remark 7.4.6]

Wir betrachten im Gegensatz zu QO = [0,1] den Fall O = N. Funktionen von
N nach X sind genau die Folgen in X. Wir konnen aufgrund der Separabilitét
von 1, := 1,(N) ein festes Orthonormalsystem verwenden, etwa das Standard-
system der e,, = (Onx)x. Eine Folge (x,,) liegt nun genau dann in (N, X), wenn
gilt

N 2
supE < 00.
NeN

InXn

n=1

Betrachten wir dahingegen Operatoren u € 1(1,, X), so werden diese natiirlich
durch ihre Bilder auf der Standardbasis eindeutig festgelegt. Schreiben wir
u(en) = xn, so ist definitionsgemafs |[ul[1(1, x) = || (Xn )|\ (v x); €s wird also jeder
1-Operator u € 1(1,, X) durch die 1-Funktion (u(e,))n € YN, X) reprasentiert.

Um nun konkret Funktionen als Elemente von 1(I,X) zu erkennen, ist das
folgende Ergebnis ist von KALTON und WEIS [37, Example 4.6] von Nutzen:

LEMMA 3.4.9 Es sei f: [0,b] — X absolutstetig. Dann ist f € 1([0, b], X) und es
gilt

b
1fll(t0,61,%) < J s72[|£'(s)]Ix ds + b”2[[£(b)]|x.
0

Beweis. Es ist f(t) = f(b) — ﬁ’ f’(s) ds fast {iberall. Wir wollen dies nun etwas
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

anders schreiben:

b

f() = ]l[o,b](') X f(b) —J ]l[.,b](s)f’(s) ds
0
b
= ]l[o,b](~) X f(b) —J H[O,s](') X f,(S) ds.
0
Damit ist nach Lemma 3.4.6
b
[fllk < [[T0,61ll2[IF(B)]] +L [Ti0,61 2l (s)] ds

b

= bVZHf(b)HX—I—J s]/sz'(s)Hde,
0

was nachzuweisen war. ]

Es gelten die folgenden Konvergenzaussagen (siehe [37, Lemma 4.10])

LEMMA 3.4.10

(a) Sind die Operatoren T,, n € N in B(H, X) gleichméfliig beschrankt und
gilt im T, h = Th fiir alle h € H, so ist || T|[1(n,x) < Hminf || Ty [J1n,x)-

(b) Es seien (f,),f € P,(I,X) und es gelte f,, — f u—fast tiberall. Dann ist
[fl[v,x) < Eminf [y x)-

Ist f eine Funktion des Typs f = h®@x und T € B(L*(I;), L*(1)), so gilt T®u;, =
UThex ([18, Bemerkung 5.5.11]). Damit wird in derselben Arbeit gezeigt (Satz
5.5.13):

SATZ 3.4.11 Es sei X ein Banachraum. Fiir jeden isometrischen Isomorphismus
T:L%(I4) — L?(1y) ist die Fortsetzung T : 1(L,(I;),X) — U(L2(12), X) ebenfalls
ein isometrischer Isomorphismus fiir den gilt: Ist f = h®x, so wird T®u¢ durch
die Funktion Tf ® x reprasentiert.

BEMERKUNG 3.4.12 Nun zusammenfassend einige Folgerungen:

(a) Sind zwei Intervalle I C | gegeben, so haben der Fortsetzungsoperator
von L?(I) nach L?(J) sowie der Einschrankungsoperator von Funktionen
aus L?(]) auf das Teilintervall I jeweils Norm eins. Damit sind auch die
Einschrankungen 1(J,X) — 1(I,X) und Fortsetzungen (I, X) — (], X)
beschrankt mit einer Norm von (hochstens) eins.
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3.4 1-Funktionen

(b)

(©)

(e)

Sind Funktionen f € L?(I) und h € L=(I) gegeben, so ist Sy, : L*(I) —
L%(I), Sn(f) = hf offenbar stetig mit Norm ||h|l.. Es ist u¢ o S, = us, ¢,
sodafy |[hf||; < ||h|le [/f]|1 folgt. Ist umgekehrt h # O fast tiberall so gilt
eine entsprechende Abschitzung nach unten: |[hf|[y > [[h="| 1|/ f]]:.

Ist f € (R4, X), so existiert die Laplacetransformierte von f

o0

fA) = L e Mf(t)dt

auf der offenen rechten Halbebene Co. In der Tat gilt fiir e_» := exp(—A-)
nach Definition die Beziehung f(A) = u¢(e_,) und daher [[f(A)||x <
le-alleallfllv = (2Re(A)) =72 f[}r.

Es sei f aus L(R™, X)NL'(R™, X). Dann gilt fiir die fortgesetze Fouriertrans-
formation: F®f € 1(R™,X) und || Ff||ygn x) = |[fllirr.x) ([37, Examples
4.9]).

Es sei k eine mef3bare Funktion auf I; x I, fiir die k(t,, -)f(-) fiir f € L*(I;)
tir fast alle t, € I, auf I, integrierbar ist. Definiert

(Kf)(t2) 1:J k(ta, t)f(t)dui(ty), t2€1lz

I

einen beschrankten Operator K : L?(I;) — L?(I2), so geniigt seine Fortset-
zung K® : (I, X) — U1, X) fiir alle f € (12, X)NL?(I, X) der Abschétzung
K= [, 3) < K] Il x) ([37, Examples 4.9]).

Wenden wir Bemerkung 3.4.12 (e) fiir ein g € L'(R, ) auf k(t2,t1) := g(t2 — t1)
an, so erhalten wir

KOROLLAR 3.4.13 Ist f € (R,,X) und g € L'(R,), so ist

19 * flhe, x) < llollcr [l x)-

Die Betrachtund beschrankter Operatoren auf 1(H, X) wird in Satz 3.5.8 den
folgenden Begriff motivieren:
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

3.5 1-Beschranktheit

DEFINITION 3.5.1 Es seien X,Y Banachrdume und T C B(X,Y).

(a) Die Menge T heifle R-beschriinkt, wenn eine Zahl C derart existiert, dafs
fur alle Ty,..., Ty € Tund x4,..., %y € X gilt:

m 2\ 1/2 m 2\ 1/2
(]E > taTaxa Y) < C<]E D Taxa X) , (3.5.1)
n=1 n=1

dabei sei (1) eine Folge unabhédngiger Bernoullischer Zufallsvariablen.

(b) Die Menge T heifle \-beschrinkt, falls eine Zahl C existiert, fiir die obige
Ungleichung gilt, wenn man die Folge (r,,) durch eine Folge (g.,) unab-
héangiger Gaufsscher Zufallsvariablen ersetzt.

Das Infimum der Zahlen C, fiir die obige Abschdtzung gilt, heifse die R-
Schranke (bzw. 1-Schranke) der Menge 7.

BEMERKUNG 3.5.2 Eine R-beschrdnkte Menge von Operatoren ist stets 1-
beschrankt (siehe auch [50, 2.2]). Dies folgt direkt aus der Tatsache, dafs fiir be-
liebige Vorzeichen e,, die randomisierten Summen || }_ gnXn| und || >~ €ngnXnl|
dieselbe Verteilung haben ([10, Lemma 11.2]): punktweise auf unabhidngige
Bernoullische Zufallsvariablen angewandyt, ergibt sich mit dem Satz von Fubi-
ni

N 2 N 2 N 2
E Z gnTan = E'E Z T‘ngnTan =EE’ Z T‘ngnTnX'rL
n=1 n=1 n=1
N 2 N 2
< M?’EE’ Z ThOnXn| = M?E’E Z ThOnXn
n=1 n=1

2
= MZ’E

N
E OnXn
n=1

Dabei bezeichne M die R-Schranke der {T,, : n € N}. Um die umgekehrte
Richtung zu erhalten bendtigen wir die folgenden fiir uns wichtigen Zusam-
menhdnge von Bernoullischen und Gaufischen Summen [10, Proposition 12.11
und Theorem 12.27]:
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3.5 1-Beschrianktheit

SATZ 3.5.3 Es sei X ein Banachraum. Dann existiert eine Zahl ¢ > 0 so, dafs
fir beliebiges n € N und x4, ...,x, € X gilt:

mn mn
E TrXx E JxXk
k=1 k=1

Hat X endlichen Kotyp, so gilt fiir ein m > 0 auch die umgekehrte Abschdtzung

mn n
E g Xk E T Xk
k=1 k=1

insbesondere fallen bei endlichem Kotyp die Begriffe von R-Beschranktheit
und 1-Beschrédnktheit zusammen.

2
< c’E

2
E

2
< m’E

2
E

)

BEMERKUNG 3.5.4 Es seien X, Y Banachraume und T C B(X,Y) sei beschrankt.
Hat X Kotyp 2 und Y Typ 2, so ist T sogar l-beschriankt. Zum Beweis seien
Ti,...,Th € Tund x4,...,xn € X gegeben. Dann ist

n V2 Typ 2 n s
(E ZT’kaXk ) y% (ZHTka”i)
k=1 k=1
n V2 Kotyp 2 2\
< m(Xlnl3) 2L (s )
k=1 X

sodafd T zundchst R-beschrankt ist. Nun hat X und Y endlichen Kotyp (fiir X
ist dies vorausgesetzt, bei Y folgt es aus der Voraussetzung des nichttrivialen
Typs). Nach der obigen Bemerkung ist T damit schliefilich 1-beschréankt.

2
Y

n

Tk Xk
k=1

SATZ 3.5.5 ([4, LEMMA 3.3]) Es seien X und Y Banachrdume und eine Menge
T C B(X,Y) gegeben. Wenn T in B(X,Y) mit Schranke M 1-beschrankt bzw.
R-beschrankt ist, so ist auch der Abschluf$ ihrer absolutkonvexen Hiille beziig-
lich der starken Operatortopologie 1-beschrankt bzw. R-beschrankt mit einer
Schranke von hochstens 2M.

Beweis. Nach dem Lemma von Fatou geniigt es, die Aussage fiir die absolut-
konvexe Hiille von T zu zeigen. Daher geniigt es, die Aussage fiir die reelle
absolutkonvexe Hiille mit Schranke M nachzuweisen. Da TU (—7) und T die-
selbe 1-Schranke (R-Schranke) haben, ist es sogar ausreichend, die Aussage
fiir die reelle konvexe Hiille von T zu zeigen. Dazu benutzen wir die Identitét

conv(T) x -+ x conv(T) = conv(T x --- x T). (3.5.2)
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

Wenn nun Ti,..., Ty in conv(T) gegeben sind, existieren demnach eine Menge
{(T3,...,T) :j=1,...,m} und nicht-negative Zahlen );, fiir die Zj A; =T und
T=Y, AT ftr alle k =1,...,n gelten. Dann ist

n 2 n m 2 m n 2
E ngTka = E ngz}\]-ﬂl < ]E(Z 7\]' ng]le >
k=1 Y k=1 j=1 Y j=1 k=1 Y
m n 2 n 2
< MZE(Z A || 2 gwx ) =ME|} g
j=1 k=1 X k=1 X

Wir zeigen noch die verwendete Gleichung (3.5.2). Sie gilt in beliebigen Vektor-
rdaumen. Wir zeigen conv(A) x conv(B) C conv(A x B), da die andere Inklusion
klar ist. Es sei ein Element (x,y) € conv(A) x conv(B) gewdhlt, das sich aus
a; € A, bj € B als Konvexkombination darstellen lasse. Wegen

n m

(x,y) = (ZNCH, Hjbj) = (sziujahzz}\iuibi)
i=1 ji=1

j= i=1 j=1 i=1 j=1
= Z Aiuj(ahb]')
i=1j=1
ist (x,y) dann auch ein Element von conv(A x B), was zu zeigen war. O
Es gelten die folgenden Lemmata (die aus [37, Lemma 5.8, 5.9] entnommen
sind). Sie sind Folgerungen aus dem obigen Satz.

LEMMA 3.5.6 Es sei (I,v) ein o—endlicher Maffraum und N(-) eine stark mefs-
bare Abbildung von I nach B(X,Y). Wir nehmen an, {N(w) : w € I} sei 1-
beschrankt mit Schranke C. Fiir Funktionen h € L'(I) und x € X setze

Np(x) == L h(t)N(t)xdt

Dann ist die Menge {Ny, : ||h||.1(1) < 1} I-beschrankt in B(X, Y) mit einer Schran-
ke von hochstens 2C.

LEMMA 3.5.7 Es sei (I,v) ein o—endlicher Mafsiraum und N(-) sei stark inte-
grierbar. Wenn eine Zahl C existiert, fiir die fiir x € X gilt:

| INeat < i,
I
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3.6 Eine Darstellung des Dualraums

dann ist (mit den Bezeichnungen des obigen Lemmas 3.5.6) die Menge {Ny, |
h € L°(1), ||h|| < 1} I-beschrénkt mit einer Schranke von hchstens 2C.

Die Beziehung zwischen 1-Rdaumen und 1-Beschridnktheit zeigt der folgende
Satz [37, Proposition 4.11]:

SATZ 3.5.8 Es sei I ein lokalkompakter metrischer Raum ohne isolierte Punkte
und v ein positives Borelmaf} auf I, fiir nichtleere offene Mengen U gelte also
p(U) > 0. Ist die Abbildung t — N(t) € B(X,Y) stark stetig, so ist die Menge
T = {N(t) : t € I} genau dann mit Schranke C l-beschrankt, wenn fiir alle
fe (I, X) gilt:

INCF) vy < Clifllurx)-

3.6 Eine Darstellung des Dualraums

Dualitdtsargumente sind bei Beweisfiihrungen oft enorm hilfreich. Wir haben
dies in Kapitel 2 bereits gesehen und wollen auch bei |-Rdumen nicht auf dieses
wichtige Hilfsmittel verzichten. In der Arbeit [37, Abschnitt 5] findet sich eine
Darstellung des Dualraums mit Hilfe der Spurdualitdt. Dazu bendtigen wir
den folgenden Begriff:

DEFINITION 3.6.1 Es sei H ein Hilbertraum. Ein Operator T € B(H) heifst
nuklear, falls er eine Darstellung der Form

T=D) (hha)yn mit Y [l [lun] < oo

n=1 n=1

mit (yn), (hn) € H hat. Die Spur von T ist gegeben als

tl‘(T) = Z (yna hn)-

n=1

BEMERKUNG 3.6.2 Die Spur hédngt nicht von der Wahl der darstellenden Fol-
gen (Yn), (hn) ab, ist also wohldefiniert. Die geforderte absolute Konvergenz
der Reihe stellt sicher, dafs ein nuklearer Operator stets stetig ist. Weitere Ei-
genschaften von nuklearen Operatoren finden sich etwa in [73, Kapitel VIL.5].
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

DEFINITION 3.6.3 Es sei H ein Hilbertraum und X ein Banachraum. Es be-
zeichne 1/ (H, X’) den Vektorraum aller Operatoren v € B(H, X’), fiir die gilt
Ilv|[\» < 0o, dabei bezeichne

[v][v := sup{ [tr(v'u)| : u € I(H,X), dimu(H) < co und [Jul}y < 1}.

Der Vektorraum 1(H,X’) C 1/ (H,X’) sei durch den Abschlufs der endlichdi-
mensionalen Operatoren in U/ (H, X’) gegeben. Mit v’ wird hier der Operator
v/ : X" — H bezeichnet, der durch die Dualitit

VX" W = (X", Vh)xr xi

gegeben ist. Um v'u bilden zu konnen, betten wir X auf kanonische Weise in
X" ein.

BEMERKUNG 3.6.4 Bei den Raumen 1/ (H, X) und V'(H, X’) handelt es sich um
Banachrdaume [18, Satz 5.4.6], es bestehen die Inklusionen 1, (H, X’) C 1 (H, X")
und 1(H,X’) C V'(H, X’) sowie die Abschatzung |[v||is < |||\ fur v € 1. (H,X’)
[18, Lemma 5.4.7]. Beziiglich der Spur-Dualitét ist 1/, (H, X’) der Dualraum von
L(H, X) [37, Proposition 5.1].

LEMMA 3.6.5 Ist h € H:=L%(I) und x’ € X/, so ist h®@x’ € (I, X)’ und es ist
[h@x'|| = [[h][cz([x]]-

Beweis. Zundchst gilt nach Bemerkung 3.6.4 und Lemma 3.4.6 die Abschédtzung
Ihx||imx) < [[h@x'|lim.xy < [[hle2][x||. Wir schreiben v :=h®x’ und u :=
fex € L(H,X) fir f € L*(I) und x € X. Fiir g € L2(1) gilt (v/u)(g) = V'((f, g)x) =
(f, g)(x,x'Yh. Es sei (en)nen ein Orthonormalsystem in L?(I). Dann ist

h = Z(h, en)en und daher v'u= Z(-,f(x,x’)(h, en))en.
n=1 n=1

Hieraus folgt definitionsgemafs

tr(viu) = Z(h, en)(f,en)(x,x") = (h,f){x,x").

neN

Es ist klar, daf3 fiir geeignete Wahl von f und x nun tr(v'u) = ||h||z||x’| gilt,
sodafl wie behauptet |h @ x'||i; = ||h|r2||x’| folgt. O
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Das folgende Lemma entstammt [37, Corollary 5.5]. Wir erkennen in der er-
sten Aussage etwas allgemeiner die im obigen Beweis ausgefiihrte Idee zur
konkreten Berechnung der Spurnorm:

LEMMA 3.6.6 Essei f € 1(I,X) und g € 1/ (I, X’). Dann gelten

tr(ug oug) = L(f(t)) g(t)) dt

und
J [(f(t), g(t))ldt < [I[f[luex) - llgllvia,xy < [fllvex - 1gll,xn-
I

BEMERKUNG 3.6.7 Wihrend Mengen M in B(X,Y) genau dann beschrankt
sind, wenn dies fiir die Menge M’ der adjungierten Operatoren gilt, ist ein
Analogon fiir 1-Beschranktheit nur auf Banachrdumen X, Y nichttrivialen Typs
(bzw. dquivalent auf B— bzw. K-konvexen Banachrdumen) richtig: durch Riick-
griff auf die Definition sehen wir, daf§ die 1-Beschranktheit einer Menge M =
{Ax: A e A}in B(X,Y) nichts anderes heifst, als die gleichmé&dfiige Beschrankt-
heit beliebiger Diagonaloperatoren (A,,,...,Aj,) von (13, X) nach 1(1%},Y) fiir
n € N. Es sei also die Menge M als l-beschréinkt vorausgesetzt, etwa mit Kon-
stante K. Es bezeichne K(X) die K-Konvexitdtskonstante von X (siehe etwa [10,
Kap. 13] oder [58, Kap. 2] zum Begriff der K-Konvexitdt). Dann ist nach [58,
Lemma 3.10]

X)™! ” (A;\jyj/) Hl 13, X)

< Sup{Z<A>\UJ>XJ ZQJX) <1 }
=1

— sup{Z<y],A>\x) Zg)x) <1 }

Mit dem obigen Lemma 3.6.6 schitzen wir weiter ab:

1) g v s Ar ) g 055 < 1

< KH(UJ',)HLHQ,Y’J'

Damit ist die eine Richtung nachgewiesen. Ist umgekehrt die Menge M’ 1-
beschrankt, so auch M” (hier verwenden wir, dafs Y bzw. Y’ K-konvex sind).
Die 1-Beschrianktheit von M folgt nun aus der isometrischen Einbettung von
X in seinen Bidualraum.
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

3.7 Ein Fortsetzungssatz

Wir betrachten einen Banachraum Y mit der («)-Eigenschaft und zwei sepa-
rable Hilbertraume H;, H,. Wir werden sehen, dafs dann die aus einer Folge
beschrénkter Operatoren (Ay), C B(H;,H,) gebilteten Erweiterungen AY €
B(L(H1,Y), L(H2,Y)) sogar eine l-beschrinkte Menge {Ay : k € N} bilden. Um
diesen Satz zu beweisen, benotigen wir zwei Hilfslemmata. Das erste ist [10,
Corollary 12.17] entnommen.

LEMMA 3.71 Es sei A € B(1}%,1}) durch die Matrix A = («y;) dargestellt.
Es sei (gn) eine Folge unabhdngiger Gaufischer Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum . Dann gilt fiir beliebige Elemente y;, ..., u, eines

Banachraums Y die Ungleichung
n m 2\ m 2\ '
(E D 9D %y ) < [IA]l- (E > g > :
i=1 Y i=1 Y

j=1
LEMMA 3.7.2 Es sei Y ein Banachraum mit der («)-Eigenschaft. Dann exi-
stiert ein ¢ > 0 so, daf$ fiir beliebige Zahlen J,K, N € N, unabhdngige Folgen
unabhangiger Gaufischer Zufallsvariablen (g,,) und (g;,) und komplexe Zahlen
(tnjk) die folgende Abschitzung gilt:

2\ A

)

K N ]
(E E'NY D 919n ) %njkUnj
j=1
] K N
D D gignUnk

k=1 n=1
< const. Ir11axNH (o‘nik>ij1§—>1; <E E’
k=1 n—1

mn—=—

2\ 2
..... )
Beweis. Der Beweis nutzt zwei Ideen: Nach Bemerkung 3.1.8 impliziert die
(«)-Eigenschaft endlichen Kotyp, nach Satz 3.5.3 sind Gauf$sche und Bernoul-
lische Summen also dquivalent. Es gilt also mit einer Zahl C > 0 (die von der
Kotypkonstanten abhingt) fiir alle K € N:

Y, ,

L(BIS ronl?) " <(BIS o) < (B3 ran)

Zum anderen erlaubt die (x)-FEigenschaft nach [57, Remark 2.1] bei doppelten
zufélligen Summen mit zwei unabhingigen Folgen von Bernoullischen Zufalls-
variablen dquivalent zu einer gemeinsamen unabhéngigen Folge Bernoullischer
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3.7 Ein Fortsetzungssatz

Zufallsvariablen tiberzugehen (siehe auch [21, II, Lemma 4.11]). Es existiert
also ein Cy derart, daf$ gilt:

K,J
Z T(x,j)YKj ZTkT‘]{Ukj
(k,3) k,j

Dieses Cy hdngt nur von der («)-Konstanten ab. Nun also zum Beweis: Wir
blasen die Folge von Matrizen M,, := (otnjx )i,k kiinstlich zu einer Diagonal-
matrix von JxK-Matrizen auf: B m) (n k) = Onm&njk, M = 1,...,N. Damit

ist
2\ 2
(== )
Y

2
<EE’

2
< CGyE

2

Z T(x,)Yxj

1
—E
Cy (k,)

J

K N
Z Z glzgn Z (xnjkynj
j=1

k=1 n=1

K N 2\ 2
< C2<EE’ D D TiTn ) nikUns )
k=1n=1 j=1 Y
2\ 2
< CZCY(E T(kmn) Bm),(n )Y G,m) >
(k,m) (j,m) Y
2\ A
3
< C CY(E 9(x.n) Z Bi.m),(n0YG,m) ) :
(k,n) (j,m) Y

Jetzt sind wir genau in der Situation, um Lemma 3.7.1 anzuwenden. Wir er-

halten
2\ 2
X X ]E .
i) K( Y)

Die Norm der Matrix (f3(j,m),(n,x)) 1dBt sich wegen ihrer Diagonalblockgestalt
wie folgt vereinfachen:

2\ 2

J

< C3Cy H (B(J’,m),(n»k)) ‘

Z 9G,m)Y3§,m)
(G,m)

= ey max (1) g} (] X amim
G,m)

]vN 2 ]/2
< 00y max {l(en)ly o) (55 2 oeiwn | )
jm=
Dies ist die behauptete Abschédtzung. O
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

SATZ 3.7.3 (FORTSETZUNGSSATZ) Es seien zwei separable Hilbertrdaume H;
und H; und ein Banachraum Y mit der («)-Eigenschaft. Wenn fiir k € N
gleichmaflig beschrankte lineare Operatoren Ay : H; — H, gegeben sind, und
A die Menge A :={Ay : k € N} bezeichnet, so ist die Menge

A® = {AY :(H;,Y) = (H,,Y): ke N}

l-beschrankt.

Beweis. Die 1-Beschranktheit von A® ist dquivalent zur gleichmafBigen Be-
schranktheit (in N € N) der Diagonaloperatoren

Es sei also N € N und ein Operator v : 15'(Z) — 1(H;,Y) fixiert. Es bezeichne
(en) die kanonische Basis in 1) und (fy) ein abzdhlbares Orthonormalsystem
in H,. Dann ist

2 Pa

l(Hz,Y))

2 Vs
I(HZ,Y)>

2 Yy
1(szY))

K N
S o (Z gnv(en)A;) (fy)
k=1 n=1

H(AS?)VHL(UZ"(Z),I(HZ,Y))

2\ A
Y)

und wegen des Satzes iiber majorisierte Konvergenz

N, K 2\ 2
o . / / /
— Kh_l’}r(}o (E E Ek gkgnv(en)(Anfk) Y)

Fiir festes K ist span {A/ (fy): n=1,...,N, k=1,... K} ein endlichdimensio-
naler Teilraum, seine Dimension sei J. Es bezeichne (h;) eine Orthonormalbasis
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3.7 Ein Fortsetzungssatz

N,K

dieses Teilraums; wir konnen also schreiben A/ (fy) = Z anjkhy. Dann ist
(E E'(| > grgnvien)(Anfi)
n,k

2)1/2
Y
N, K
= (EE’
n,k

Z gl/<9n Z (xnjkv(en)(h])
, j

2\ A
Y)

Nach Lemma 3.7.2 haben wir die Abschédtzung

Z Z gr.gnv(en) (fu)

k=1 n=1

) P

Die Normen H(“nik)ikngatg sind gleichméfig beschrankt. Um dies einzuse-

< ' maxl(etmclc (EE

n=1,...,

hen, betrachten wir

H((X“jk)HlK—AI = Zo‘n)kxk = sup Z“njk}\khj
2 Il( 7\k H1K<1 K 1 ) 15 H,
— sup Ay zmk < ALy <M.
(Ax) H,

Nachdem diese Norm unabhingig von N, K] beschrankt bleibt, konnen wir
die obigen Uberlegungen wieder zuriick gehen und erhalten so das gewiinsch-
te Resultat. 0

BEMERKUNG 3.7.4 Die Voraussetzung an Y, der («)-Eigenschaft zu gentigen
ist im obigen Satz im allgemeinen notwendig. Es sei etwa H; = H, = 1,(N). Es
seien N, K beliebige nattirliche Zahlen und Zahlen By, 1 <k <K, 1 <n <N
mit [Bxn| < 1 gegeben. Wir definieren die K x K Diagonalmatrix A,, als

An = (OC)!E))j,k = (éjkﬁkn)j,k'

Die Diagonalmatrizen A, mit den Diagonaleintragen (31,,...,Bkn sind als
Endomorphismen von 1, offenbar gleichmaflig mit Norm eins beschrankt. Gilt
der Fortsetzungssatz 3.7.3, so miissen die Fortsetzungen A% eine 1-beschrankte
Menge bilden. Die |-Schranke hingt dabei nicht von N, K bzw. der genauen
Wahl der 3.,k ab. Es gibt also ein M > 0, fiir das die Abschitzung

N N
E|D gnAfun D gnln
n=1 n=I1

1(1,,Y) 1(12,Y)
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

tir beliebige N € N, (Bnx) mit [Bnk| < T und uy,...,un € U(1,,Y) erfillt ist.
Schreiben wir die I-Normen aus, so ergibt sich fiir ein Orthonormalsystem (e;)
von |, die Abschidtzung

K K

Z > gngﬁz o (e5)

n=1 k=1

EE’

N K
> D) gngiun(en)

n=1 k=1

‘ < MEE'

Y

Setzen wir hier die Definition der oc](]? ) ein, so zeigt sich, dafi Y die («)-

Eigenschaft hat (man beachte Bemerkung 3.1.7).

BEMERKUNG 3.7.5 Mit Hilfe des folgenden Lemmas von Kaiser und Weis
[35] kann man fiir den Fall H; = C in Satz 3.7.3 die Voraussetzung der («)-
Eigenschaft an Y zu endlichem Kotyp abschwiéchen, indem man im Beweis
anstelle von Lemma 3.7.2 nun Lemma 3.7.6 verwendet.

LEMMA 3.7.6 Es sei Y ein Banachraum endlichen Kotyps. Dann existiert eine

Zahl C > 0 so, daf8 fiir alle N,K € N, Elemente yy,...,yn € Y und komplexe
Zahlen oty n=1,... ., N;k=1,....,K) gilt:
V2 s
<E E’ ZZgngkankyn ) < Cmax|| (o] g ( ) -
k=1n=1

In der Tat gilt hier auch eine umgekehrte Abschidtzung auf beliebigen Ba-
nachrdumen, wie eine Diskussion mit C. Kaiser ergab:

LEMMA 3.7.7 Es sei Y ein Banachraum. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0
so, daf$ fiir alle N, K € N, Elemente y1,...,yn € Y und von Null verschiedene
Elemente (&4.),...,(an.) des C¥ gilt:

) P

Y,
) < C(E E’

Beweis. Es sei (gy ) eine von (g ) unabhdngige Folge unabhidngiger Gaufischer
Zufallsvariablen. Es bezeichne gy := Y &, Xngl. Zunichst betrachten wir
reelle o . Dann sind die Zufallsvariablen g, im allgemeinen nicht mehr un-
abhdngig, aber weiterhin normalverteilt mit Varianz 02 = ||(otnx k|| . Fiir das

Z Z In 0k %nkYn

S [CHSN (
k=1 n=1

erste Moment von g, gilt nach [10, Abschnitt Gaussian varzables, Kap. 12]

K
/
(angk
k=1

E/

= 0nmyq,
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3.7 Ein Fortsetzungssatz

wobei m; das erste Moment der Standardnormalverteilung sei. Fiir komplexe
on miissen wir die oy in Real- und Imaginérteil zerlegen. Wir setzen oy, r 1=
||(R€(06nk))k||f§ und o1 = ||(1m(0¢nk))k||fzk- Dann ist o7 g + o5 ; = o5, Wir
erhalten fiir das erste Moment von g,, hieraus die Abschédtzung

E ‘g_n‘ 2 my max(gn,R) 0'n,I) Z 1/2 mq0n.
Die zweite Abschidtzung ist hier die Norméaquivalenz der euklidischen Norm

zur Supremumsnorm. Folglich ist nach dem Kontraktionsprinzip (Ungleichung

(3.1.2))
2) Va

N K
(E > gnE'|) oungi
n=1 k=1
Mit der kontinuierlichen Minkowski-Ungleichung erhalten wir
N K 2\ 2
D gn|D xnoi > :
n=1 k=1
Wir schdtzen den dufleren Erwartungswert mit der Holder-Ungleichung ab:
N K 2\ 2
D gn|)_ onor ) :
n=1 k=1
Die Betragsbildung im Innern kénnen wir (fiir festes Argument des dufseren

Integrals) nun zunédchst als Multiplikation mit geeigneten w,, € S' auffassen,
und daher wiederum mit dem Kontraktionsprinzip abschétzen:
2) Y2

N K
Z Z On QLCanyn
= [min,, 0,]"" folgt hieraus die Behauptung. O

N

D gnUn

n=1

Yn

2\ % ]
) < \/Emax[mﬁfn}_ (E

Y

< \/Zmax[rm Gn}1E’<E Yn

< \/Zmax[nu Gn}_1 (E'E Yn

= +/8max [myo,] ! (E’E

n=1k=1

: —1
Mit max,, o,

3.7.1 Folgerungen

Wir haben bereits gesehen, daf8 fiir L*’~Funktionen h und Elemente y eines
Banachraums stets ||h ® y|| = [|h]|2 [lu]ly gilt. Die Lemmata 3.7.6 und 3.7.7
erlauben nun, diese Idee in Form einer Aquivalenz fiir randomisierte Summen
wie folgt fortzusetzen:

77



3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

LEMMA 3.7.8 Es sei Y ein Banachraum und (g.) eine Folge unabhéngiger
Gaufischer Zufallsvariablen. Dann existiert ein ¢ > 0 dergestalt, daf$ fiir alle
N € N und Elemente y7,...,yn € Y sowie hq,...,hy € L2(R,)\{0} gilt:

(a) Es gilt stets

2

E < c(min |[hy|2) E

N
D gnhn®yn
n=1

2
Y

N
> gnUn
n=1

HR+,Y)

(b) Hat Y endlichen Kotyp, so gilt

2

2
E
Y

N
D gnhn®yn
n=1

< ¢ (max ||hy|2)E

N
D gnun
n=1

Beweis. Esseien N € N, yq,...,yn € Yund hq,..., hy € L?(R,)\{0} fixiert. Zu-
néchst finden wir ein Orthonormalsystem (ey )« von L?(R. ) fiir das nur endlich
viele der Skalarprodukte oy, := (hnlex), n =1,...,N von Null verschieden
sind. Es existiert also ein K € N so, da h,, = Y 1_, asney gilt. Wir schreiben

L(R4,Y)

N 2 N K 0 2
E|Y guhe®yn — BE|Y Y guoi| haltlen(tidtun
n=1 LR4,Y) n=1%k=1 0 Y
N K 2
= E'E Zzgng{dxknyn
n=1k=1 Y
Beachten wir ||(ockn)kH12 = ||hn]|r2, so folgen unmittelbar die Behauptungen
(a) aus Lemma 3.7.7 und (b) aus Lemma 3.7.6. H

Wir kommen nun zu einer allgemeineren Folgerung aus dem Fortsetzungssatz,
die einen Satz von Le Merdy [43, Proposition 3.3] verallgemeinert. Sie ist mit
einem anderen Beweis in [49] enthalten.

KOROLLAR 3.7.9 Es seien X und Y Banachrdume und Y habe endlichen Kotyp.
Ist ¢ : I — B(X,Y) stark mefibare Abbildung und gilt ¢(-)x € 1(I,Y) mit einer
Abschatzung der Form || ¢@(-)x||y(1,v) < M||x||x fiir alle x € X, so ist die Menge

{L a(tp(t)dt: acL2(I),[all, <1}

l-beschrankt in B(X,Y).
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3.7 Ein Fortsetzungssatz

Beweis. Es sei (ax) eine dichte abzdhlbare Folge in der Einheitskugel U von
L%(I). Wenn wir Satz 3.7.3 und Bemerkung 3.7.5 auf H; = L*(I) und H, = C
anwenden, erhalten wir mit

o | ULY) — Y
¢ { i — [ a(t)f(t)dt

die 1-Beschranktheit der Menge {a® : a € U} in B(1(I,Y),Y). Also ist{a® o ¢ :
a € U} in B(X,Y) l-beschrankt. O

Wenden wir dieses Ergebnis auf eine spezielle Teilklasse in L*(R ), ndmlich
Funktionen der Form ay(t) := A”2 exp(—At) an, so erhalten wir den folgenden
Satz, der sogar ohne die Voraussetzung endlichen Kotyps an Y giiltig ist, wie
WEIS [69] zeigen konnte:

SATZ 3.7.10 Es seien X,Y Banachrdume. Ist N : R, — B(X,Y) stark mefsbar,
und gilt N(-)x € 1(R4,Y) mit einer Abschdtzung der Form ||[N(-)x|; < M]|x||
fir alle x € X, so ist fiir jedes w < 7/, die Menge {?\]/Zﬁ(?\) : A€ Sy,tin B(X)Y)
l-beschrinkt. Dabei bezeichne N die Laplacetransformation von N.

Beweis. Wir schreiben fiir ein beliebiges, aber festes x € X kurz f(t) := N(t)x.
Es sei ein beliebiges w € (0,7,) vorgelegt. Wir wihlen hierzu ein o € (w, ")
und betrachten Zahlen [6| < 0. Dann ist fiir A > 0
AT(eA ) :J ATe e N (1) dt,
0
wir integrieren also f gegen den Integralkern Kg(A,t) := A~ exp(—e®A'1).
Dieser ist homogen vom Grad —1 und es gilt

J t72[K(1,1)] dt :J t2e @t gt < M, fir alle 6] < o.
0 0

Nach Lemma 4.1.3 ist daher durch die Abbildung Kg : f — A~ fletA—1), 0| < o
eine gleichmiBig beschridnkte Familie von Operatoren auf L?(R ;) gegeben. Wir
haben also die Abschédtzung

1

J |z_]/21?(z)‘2dz z=r_le® J Jm|r_1?(eier_])‘2drd6
So —0JO

< ZO'MUJ |f(t)]* dt.
0
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

Diese Abschitzung zeigt, daf$ durch @ : f — A~"2f(A) eine stetige Abbildung
von L?(R ) nach L?(S,) gegeben ist. Diese setzen wir als ®® von l(R,,Y) nach
1(Ss,Y) fort. Hiermit konnen wir nun die Behauptung zeigen: es bezeichne
K(x, ) die Kugel um x mit Radius r in der komplexen Zahlenebene. Wir wahlen
ein beliebiges, aber festes a € [1,2]. Dann sind fiir beliebiges |0] < w die Kugeln
K(ae'®2™,82™), fiir n € Z sowohl in S, enthalten als auch disjunkt, wenn & > 0
nur hinreichend klein gewdhlt wird. Setzen wir A,, := ae'®2™, n € Z, so gilt
fiir die Funktionen
en = ﬁﬂk(xn,azn)

auflerdem |len||12(s,) = 1, es handelt sich also um ein Orthonormalsystem in
L%(Ss). Nach der Cauchyschen Integralformel gilt fiir Funktionen g, die auf
einer Umgebung der Kreisscheibe K(a, r) holomorph sind, die Beziehung

27
ola) = | ola-+se)ce
0

tir alle s € (0, 7). Integrieren wir nun {iber s, so erhalten wir

T 27
g(a):#‘[ sJ g(a—i—seie)d@dszﬂ%zj g(z) dz.
0 0 B(a,r)

Dies wenden wir fiir a = A, und r = 62" auf g(z) = 2_1/21?(7,) an:

AN (AR )x = AnAs 2F(A) = A—J 2z 2f(z) dz
B(An,52M)

Aus der Definition der 1-Norm erhalten wir hieraus unmittelbar die Abschét-
zung

B D onAENOwx| < J&s A = ANy,
nez
- ﬁH(D@N(')XHL(SU,Y)
a Vor. aM
< ﬁ||®||HN(')X“1(R+,Y) < Tms [P Ixlx

Nach [50, Prop. 2.3] impliziert dies bereits die |-Beschranktheit der Mengen
1 A~
(A2N(An) : € Z} mit einer 1-Schranke von héchstens \/E%MH(DH Die obige
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3.7 Ein Fortsetzungssatz

Konstruktion zeigt, dafs diese Konstante fiir a € [1,2] gleichméflig beschrankt
ist. Wir konnen Elso [21, Ex. 2.16] anwenden, und erhalten die 1-Beschranktheit
der Menge {AVZN()\) : A € Sy}, was zu zeigen war. O

Das obige Korollar 3.7.9 haben wir aus dem Fortsetzungssatz fiir den Fall
H;=L?(I) und H,=C erhalten. Vertauschen wir die Riume H; und H,, setzen
wir also H;=C und H,=L?(I) so kénnen wir die folgende Aussage gewinnen:

KOROLLAR3.7.11 Esseien U, X Banachrdaume, und U habe die («)-Eigenschaft.
Ist @ : I — B(U, X) stark mefsbar und gilt fI e(t)u(t) dt € X fir alle u € (I, U)
mit einer Abschitzung der Form || [; @(t)u(t) dt||x < K|[ul|,, so ist die Menge

{| atveiar: aelm o <1}
I
l-beschrankt in B(U, X).

Beweis. Es sei ay eine abzdhlbare dichte Teilmenge der Einheitskugel U von
L2(I). Wir betrachten dann fiir einn € N und uq,...,u, € U

2\ 2
(= )
k=1 X
= (], o0 (X sutaritiow)ar
I k=1
n 2 5
< M(E ng(ak®uk) )
— LR, W)

n 2 s
= M(]E D Oclaeu, ) :
k=1 L2 (R+),U)

Die Opertoren Ty : A — Aay sind beschrdankt von C nach L%(1), also ist die
Menge {TZ : k € N} gemif Satz 3.7.3 1-beschrankt von 1(C, U) nach L(L?(I), U).
Fir h € 1*(I) und w € U ~ YC,U) ist (TPu)(h) = (ar/h)uy, also T? =

Uq, ou, - Es folgt
2 1/2 2 1/2
) =g en],)
X u

(E Z OrUy
k=1

Mit Satz 3.5.5 folgt dann die Behauptung. O

Y o L @ (1) (t)u dt

2\ %
X)

ngj ar(t) @ (D) dt
k=1 I
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

3.8 Translationsinvariante Operatoren auf (R, X)

Es sei mit C, die rechte Halbebene, also die Menge C, ={z € C: Re(z) > 0}
bezeichnet. Mit S. sei der ,Rechtsshift”, auf L?(R. ) bezeichnet, also (S.f)(t) =
f(t—7) fir t > T und Null sonst. Der entsprechende ,Linksshift” ist der ad-
jungierte Operator: (S’.f)(t) = f(t+ ). Wir haben dann fiir einen Banachraum
X die erweiterten Shiftoperatoren S und (S.)®, die I-Funktionen f € (R, X)
in der gleichen Weise nach rechts bzw. links verschieben: Es ist namlich

(S2urh = (s 0 SL)(h) = j £(1)S%(h)(t) dt = J S+(f)(/h(t) dt = us,h,
0 0
und entsprechendes gilt fiir den Linksshift.

In diesem Abschnitt wollen wir translationsinvariante Operatoren auf dem
Raum (R, X) untersuchen, also Operatoren F € B(1(R, X)) fiir die S¥F = FS?
gilt. Analog zu dem von G. WEISS in [70] betrachteten Fall L*(RR , X) stellt sich
heraus, daf$ translationsinvariante Operatoren auf (R, X) notwendigerweise
Faltungsoperatoren sein miissen. Es sei im folgenden e, := exp(s-).

LEMMA 3.8.1 Es sei f € [?(R;) und s € C, so, daB8 f der folgenden, als
Translationseigenschaft bezeichneten Eigenschaft gentigt:

Firallet>0: S.f=e °f. (T)
Dann existiert eine komplexe Zahl «, fiir die fast tiberall f = xe_; gilt.
Beweis. Esistf € L'([0,1]). Da fiir t € [n,n+1] die Beziehung f(t) = f(t—m)e "
fast iiberall gilt, ist f € L'(R). Wir setzen F(t) := J":o f(r)dr. Auch F ge-
niigt der Translationseigenschaft (T) und ist stetig. Daher ist die Funktion

W(t) := e®'F(t) konstant, und mit « := sW(t) ist F(t) = ¥e 5'. Durch Ab-
leiten erhalten wir schlieSlich f(t) = —F/(t) = e ' fast tiberall. m

LEMMA 3.8.2 Es sei U ein Banachraum und s € C... Erfiillt eine stetige Line-
arform f € (R, U)’ fur alle g € (R, U) die Translationseigenschaft

<STg)f> = <g,S,,rf> = <g)e_STf>)

so gilt f = e_s ®V’ fiir ein eindeutig bestimmtes v’ € U’.
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3.8 Translationsinvariante Operatoren auf (R, X)

Beweis. Wir definieren zunéchst den bilinearen Operator ¢ : U x (R, ,U)" —
L?(R,)" durch

(h, (p(u’y)>L2(R+),L2(R+)’ =(h® u’U>L(R+,u),1(R+,u)"

Offenbar ist ¢ beschrénkt. Ist h € L*(R.) gegeben, so ist

(h,o(u,SLy)) = (heu,Sy) =((S:h)®u,y)
= (S:h,9o(u,y)) = (h,SLe(u,y)).

Demnach gilt ¢(u,SLy) = SLe(u,y). Setzen wir hier y := f, so erhalten wir
SLo(u,f) = @(u,SLf) = e *T@(u, f). Fir festes u € U erfiillt also auch ¢(u, f) €
L%(R,) die Translationseigenschaft (T). Also existiert nach Lemma 3.8.1 ein o,
fur das @(u,f) = aye_; gilt. Die Abbildung v’ : u — «,, ist linear und wegen
der Beschrinktheit von ¢ selbst beschrinkt, sie ist also ein Element von U’. Ist
y € YRy, U), soist ¢(u,y) nach Lemma 3.6.6 durch t — (u,y(t))u u’ gegeben.
Es folgt fiir alle u € U:

(p(u,f) =€ <U>V,>u,u' = (p(u, € s ®V,)-

Wir zeigen nun, dafi hieraus die Behauptung folgt. Dazu beginnen wir mit
einem beschriankten Intervall I C R, und setzen g := 1; ® u fiir ein u € U.
Dann ist

<9)f>l(R+‘U),l(R+,U)/ = <11»(p(u>f)>L2(R+),L2(JR+)’
= <11,(P(U» €s ®v/)>L2(R+],L2(R+)’
o !/
= <ILI KU,e_s @V >1(R+,u),1(u{+,u)’
!/
<9, sV >1(R+,u),l(R+,u)”

Es ist unmittelbar klar, daff diese Gleichheit auch fiir Treppenfunktionen gilt,
und vermoge deren Dichtheit in (R, U) folgt die Behauptung. O

SATZ 3.8.3 Es seien U,Y zwei Banachraume, und F: (R, ,U) — (R,,Y) sei
ein stetiger linearer und translationsinvarianter Operator in dem Sinne, daf3 fiir
alle T > 0 gilt: S®F = FS?. Dann existiert eine eindeutig bestimmte holomorphe
Funktion H: C; — B(U,Y) derart, dafs fiir y := Fu gilt:
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

Dabei bezeichnen y und 1 die Laplacetransformierten der jeweiligen Funktio-
nen y und u. Weiterhin ist H auf der offenen rechten Halbebene analytisch
und beschrédnkt, und es gilt ||H||« < ||F||. Haben U und Y nichttrivialen Typ,
so ist H auf der offenen rechten Halbebene sogar 1-beschrankt.

Beweis. Es seien s € C;, und w’ € Y. Danniste_;@w’ € l(R,,Y’) C (R,,Y)’
und daher gilt fiir den adjungierten Operator F’: F'(e_s ® w') € (R, U)".
Wegen der vorausgesetzten Translationsinvarianz ist

(SH)¥F(e—s @w') =F/(S;)%(e—s @W') = e *"Fle_s @W').

Nach Lemma 3.8.2 existiert also ein eindeutig bestimmtes v/ € U’ fiir das
gilt: F'(e_s ® w') = e_s ® v'. Die durch G(s)w’ := v’ gegebene Abbildung
G(s) : Y/ — U’ ist konstruktionsgemaf3 linear und beschrankt. Also ist auch
G(s)" : U” — Y” beschrankt. Es sei 1y die kanonische Einbettung von U in
seinen Bidualraum. Wir setzen H(s) := G(s)’ o 1y und zeigen zunichst y(s) =
H(s)u(s): Fiir beliebiges w’ € Y ist F/(e_s @ W) = e_s ® G(s)w’. Somit ist

P

J:o e SY(Fu)(t) dt,w’>Yyy,

(u(t),F'(e_s ® w’)(t)>u)u, dt

<ﬁ(s)>wl>v,w =

I I
—_—
80
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(u(t), e **'G(s)w’) dt

u,u’

= { (s),G(s)w’>uyu, = <H(s)ﬁ(s),w/>Y,,yy,.

Da also fiir alle s und u das Element H(s)u(s) durch y(s) € Y gegeben ist,
konnen wir H(s) auch als Abbildung nach Y betrachten. Damit ist H stetig
von U nach Y. Die Betrachtung der speziellen Funktion u = e_; ® v zeigt, daf8
wegen der Analytizitit von FL\L(S) = H(s)0(s) = (14+s)""H(s)v auf der rechten
Halbebene auch die Funktion s — H(s)v fiir jedes v € U auf der rechten
Halbebene analytisch ist. Nach [9, Lemma 1.45] ist H dann auch analytisch als

Abbildung nach B(U,Y).

Nun zur Normabschitzung: Es sei w’ € Y'\{0} gegeben. Dann ist nach Lem-
ma 3.6.5

”G(S)W/Hu/ = \/Z_SHe*S®G(S)W/H1(R+,u)/:\/Z_SHF/(e*Sg)W/)HL(M,u)/
< V2s|[F|llle—s @ W'l e vy = [IFIllIwlly,
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3.8 Translationsinvariante Operatoren auf (R, X)

also [|G(s)[| < [IF"|l = [[FI[.

Es seien nun U und Y Banachrdume mit nichttrivialen Typ. Nach [37, Cor. 5.5]

sind die Normen || - ||y, uy und | - [/ (g, u/) dquivalent. Damit kénnen wir
(R, U’) als Teilraum von (R, U)" auffassen. Wir wahlen wy,...,w; € Y'\{0}
und si,...,s, € C; und setzen h; := e_g,, es ist also |h;|[> = 2s5]~"2. Nun

wenden wir Lemma 3.7.8 an:

E < cE

> 9;Gls;)wj > g5h; ® G(sj)w)
j=1 j=1

u’ LR, U’

IN

cmE

Z g;h; ® G(s;)wy
=1

LRy, W)’

> giF'(hjew))

j=1

= cmE

LRy, W)’

mn
D gihew;
1

j=1

IN

cm|[F'|| E

(Ry,Y)’

Die Dualraumelemente im letzten Ausdruck sind als Funktionen h;@w’ in
L(R;,Y’) gegeben, liegen also stets im (offenbar endlichdimensionalen) Teil-
raum span{wj, ..., w/ }. Damit liegt die Summe nicht nur im Raum (R,,Y)’ =
I, (R4,Y’) sondern sogar in seinem Teilraum /(R ,Y’). Dessen Norm aber ist
nach [37, Cor. 5.5] zur Funktionennorm || - |[v/(r, v,y dquivalent. Wir erhalten
daher eine Abschdtzung gegen

n
Z gjh]-@w’

j=1

< em|F| B

UR:,Y")

Schliefdlich erhalten wir die gesuchte Abschitzung mit Lemma 3.7.8, da Y end-
lichen Kotyp hat

< em?|F| 2

Yl

n
. /
gjW;
j=1

Wir wissen also, dafy die Menge {G(s) : s € C,}in B(Y’,U’) 1-beschréankt ist.
Da U und Y nichttrivialen Typ haben, ist auch {H(s) : s € C,} l-beschrdankt. [
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3.9 1-Sektorialitit, quadratische 1-Abschdtzungen

DEFINITION 3.9.1 Ein Operator A auf X heifle 1-sektoriell vom Typ w, < T, falls
gelten:

(a) Esist o(A) C S

wi-
(b) Fiir alle 0 € (wy, ) ist (A(A+A)"': A & Sg U{0}} I-beschrankt.

LEMMA 3.9.2 Ist A ein l-sektorieller Operatoren auf dem Banachraum X und
0 <s <r, so ist die Menge {A*A""*(A+A)" : A > 0} l-beschrankt.

Beweis. Bei genauer Betrachtung ist der Beweis eine Variante des Beweises von
Lemma 1.3.4 unter Verwendung von Lemma 3.5.6. Wir geben ihn kurz an: Ist
s € (0,7) und T" der Integrationsweg aus Lemma 1.3.4, so gilt

z$
r (7\ + Z)r

1 z° dz
= L zR(z, A)x 4z
Z”IL oy AN

R(z,A)x dz

27mi

ASAHA) X = ] J

Nun haben wir im Beweis von Lemma 1.3.4 gesehen, dafd die Funktionen
ha(z) :=z5(A + z) 7" gleichmé&Big in L'(T, %) beschrankt sind. Damit folgt die
Behauptung aus Lemma 3.5.6.

Im Fall s=0, v > 0 gehen wir dhnlich vor: wir betrachten wieder die Abbildung
P(z) == (14z) " — (1+z)7" € HY. Es ist p(ATA) = A"(A+A) " — AA+A) .
Wegen

YATA) = L er(%) ZR(z,A) &

und der fiir A > 0 offensichtlich gleichméfligen Beschranktheit der Funktionen
gr(z) == P(%) in L'(T, 42) folgt die Behauptung fiir s=0 aus Lemma 3.5.6.
Den Fall s=r > 0 schliefslich zeigt man analog zum Fall s = 0, v > 0 mittels

o(z) = V(7). H

SATZ UND DEFINITION 3.9.3 Eine beschrdnkte analytische Halbgruppe T(-)
heifle 1-analytisch, falls sie auf einem kleinen (nicht degenerierten) Sektor Sg 1-
beschrankt ist. Bezeichnet —A den Erzeuger von T(-), so ist dies ist dquivalent
dazu, daf8 A dicht definiert und l-sektoriell vom Typ w; < 7, ist.
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3.9 1-Sektorialitdt, quadratische 1-Abschdtzungen

Beweis. In [68, Theorem 2.10] hat L. WEIS gezeigt, daf3 die R-Beschranktheit
von T(z) auf Sektoren Sq fiir 6 < 0, dquivalent dazu ist, dafs fiir alle 6 < 6,
die Menge {uR(p,A) : —p € Sn/, 0} R-beschrankt ist.

. /
\

~Supio

Abbildung 3.1: Die Sektoren Sg und —S~/, ¢

Sein Beweis benutzt neben der Beschranktheit und Analytizitdt der Halbgrup-
pe nur Satz 3.5.5. Da dieser, wie gezeigt, fiir R-beschrankte Mengen wie fiir
l-beschrankte Mengen gilt, folgt die Behauptung wie in [68, Theorem 2.10]. [J

DEFINITION 3.9.4 Essei A ein l-sektorieller Operator vom Typ w; < rauf dem
Banachraum X. Zu o > w; sei eine Funktion ¢ # 0 der Klasse HF’ (S, ) gegeben.
Wir sagen, dafs A einer quadratischen 1-Abschiitzung beziiglich ¢ gentigt, wenn
fiir eine Zahl M > 0 die Abschdtzung

veeX: [olAN,, ar, <Mixlx

besteht.

Analog zu Satz 2.1.5 gelten die folgenden Aussagen (siehe N. KALTON und L.
WEIS [37, Proposition 7.7, Theorem 7.2]:

SATZ 39.5 Es sei A ein dicht definierter 1-sektorieller Operator vom Typ
wy < 7 mit dichtem Bild auf dem Banachraum X. Weiter seien zu 0 € (w1, 7)
zwei von Null verschiedene Funktionen ¢ und 1 der Klasse H*(S¢) gegeben.
Dann existiert eine Zahl C > 0, fiir die jede Funktion f der Klasse H*(Sg) der
Abschitzung

Hf(A)(p(tA)XHl(R_,_‘%‘X) < Cl[ffloo |"b(tA)XH1(R+‘%‘X)

fir x € D(A) N R(A) geniigt. Insbesondere zeigt die Wahl f = 1, daf8 die
Eigenschaft von A, quadratischen 1-Abschidtzungen zu gentigen, nicht von der
gewihlten Funktion ¢ # 0 abhéngt.
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

SATZ 3.9.6 Es sei A ein dicht definierter l-sektorieller Operator vom Typ w; <
7t mit dichtem Bild auf dem Banachraum X. Dann gelten:

(a) Gentigen A und A’ quadratischen 1-Abschédtzungen, so hat A einen be-
schrankten H*(Sg)-Kalkiil fiir alle 0 € (wq, 7).

(b) Hat X endlichen Kotyp und A einen beschrankten H*(Sg)-Kalkiil fiir ein
0 € (wy,m), so gentigen A und A’ quadratischen 1-Abschdtzungen.

3.10 Spurrdume fiir das Cauchyproblem

SATZ UND DEFINITION 3.10.1 Es sei —A Erzeuger einer 1-beschrankten ana-
lytischen Halbgruppe T(-) und « € (0, 1). Dann sei der Raum D} («) definiert

als
D) ={x€X: [Klg:= ||t1_“AT(t)X||l(R+,%,X) < oo}

Versieht man den Raum D}, () mit der Norm ||x| « := ||x||x + [x]«, SO wird er
zu einem Banachraum der D(A) enthalt.

LEMMA 3.10.2 Fiir f € 1(I, X) sei @ : X’ — L?(I) durch @¢(x’) = x'(f) gegeben.
Dann gilt die Abschdtzung ||©¢|| < ||f|[v(1,x)-

Beweis. Setzen wir h(t) := x/(f(t)) - ||x/(f)||zz1, so ist nach Lemma 3.6.6 und
Lemma 3.6.5

x", B = J [(f(t), h(t) @ x ) dt < [[fllurx) - [h @ x"|lux
I
< XM [l xo-

Nun kommen wir zum O

Beweis von Satz 3.10.1. Zunidchst zeigen wir, dafl D} (o) stets D(A) umfafit. Es
sei M die 1-Schranke von {T(t) : t > 0}. Wegen der Darstellung

T 2mi

tAT(t) = LJ te Y*zR(z,A) dz
r
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3.10 Spurrdume fiir das Cauchyproblem

und der 1-Sektorialitit von A ist nach Lemma 3.5.6 auch {tAT(t) : t > 0}
l-beschrankt, etwa mit Konstante K. Ist x € D(A), so gilt:

I *AT(t
| X|| 7, 4t x)

= tAT(t AX||1R+ X)
[£727*T () Axlu(10,1),x) + 1t ST () AX|[1(11 00 x)

<
< M|t “IILZ(o,nIIAXIIx +KIE2 [L2g1 00 Il

also ist x € DY («). Als nichstes wollen wir zeigen, daf8 DY, («) ein Banach-
raum ist. Dazu sei (x, ) eine Folge in X, die Cauchyfolge beziiglich || - ||« ist.
Offenbar konvergiert (x,) gegen ein x, € X und wegen der Stetigkeit der
Operatoren AT(t), t > 0, konvergiert die durch f,(t) := t'"*AT(t)x, gege-
bene Funktionenfolge (f,,) auf (0,00) lokal gleichmafig gegen die Funktion
f(t) := t'"*AT(t)xo. Diese ist stetig auf (0, 00), also Bochner-meflbar. Wir wol-
lenf e P(R,, %, X) nachweisen. Wir betrachten nun stets die Dualitat (X, X’).
Nach dem Lemma von Fatou geniigt es zu zeigen daf3 fiir jedes x" € X’ mit
|x’]| < 1 die Funktionen (f,,x’) in L*(Ry, %) gleichméBig beschrankt sind.
Dies ist aber nach Lemma 3.10.2 der Fall. Wegen |If[[i < liminf ||f,,||; (siehe
Lemma 3.4.10) ist schliellich xy € DY (). O

SATZ 3.10.3 Es sei A ein dicht definierter 1-sektorieller Operator vom Typ
wy < 7, T(-) die von —A erzeugte l-beschrankte analytische Halbgruppe,
x € X und u(t) := T(t)x. Dann sind dquivalent:

(a) x € Dy (Ya).

(b) Aue (R, X).

(©) w,u €1((0,1),X).
Beweis. Es sei x € DY (/). Wegen der Analytizitdt von T(-) gilt fiir alle t > 0:
u(t) € D(A). Definitionsgemafs ist t2Au(t) € 1(]R+, dt 'X), also Au € (R, X).

Also gilt (b). Aus (b) folgt seinerseits sofort u’ € l((O,]), ). Weiterhin gilt
[w/(t)]x <, soda Lemma 3.4.9 zeigt:

]
1
w01y, < J 72|l (1) ||x dt + [[u(1)]|x < 2M + const. ||x]|x.
0
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

Es gilt also (c). SchliefSlich sei (c) erfiillt. Es ist Au = —u’ € 1((0, 1), X), und
damit

[x] &

1
= Ht/zAuH = |AU|ly(=, x)

dat X)
it
< [, +Ht AT ()% u(1,000,%) < 10 0,1),%) + KlIxlx

Im letzten Schritt haben wir die 1-Beschrinktheit von {tAT(t) : t > 0} sowie
It~ "lL2(p1.00)) = 1 ausgenutzt. O

BEMERKUNG 3.10.4 Eine Idee im letzten Beweis ist eine separate Bemerkung
wert: Ist T(-) analytisch, so ist fiir alle x € X und b > 0 wegen Lemma 3.4.9
T(-)x € 1([0, b], X). Ist T(-) exponentiell stabil (oder skaliert man entsprechend),
so gilt dies auch auf R,:

HT(')XHI(R+,X) - HZT (= )xLinnt) ')]Hl(ﬂh,x)

< ZMe*a“HT(‘—n)ﬂ[n,nﬂl(')XHum,x)
< M1 —e ) T)x|0,11,%)-

DEFINITION 3.10.5 Wir bezeichnen als Spurraum (X, X;)4,1 fiir x € (0,1) den
Vektorraum aller x € X fiir die eine Funktion

w e C([0,1],X) N C((0,1],X:) N C'((0,1],X) (3.10.1)
derart existiert, dafs w(0) = x sowie

Wl = £ —=w/(1)]] o FIETEAW ) a <o

u(o,1),4t 1((0,1),5,X)

gelten. Auf (X, X;)«,1 wird die Norm HX”(X,X])‘XJ = [|x||x + infiu Wyl erkldrt
(das Infimum werde hier tiber all diejenigen w, genommen, die die obigen
Voraussetzungen erfiillen).

SATZ 3.10.6 A sei ein dicht definierter 1-sektorieller Operator vom Typ w < 7,
auf X und T(-) die von —A erzeugte l-analytische Halbgruppe. Fiir « € (0, 1)
und x € X sind dann die folgenden Aussagen dquivalent:

(@) x € DY ().
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3.10 Spurrdume fiir das Cauchyproblem

®) bli = e 5T =2l ey < 0o

© NG = A= AAMHA) X < oo

(d) x € (X, X1)a,1:

Die drei Normen || - ||o, |-l =1 lIx + [, und || - ||Z = - ||x + []2 sind
dquivalent, insbesondere ist (X, X;),1 also ein Banachraum.

Beweis. (a) = (b). Es sei x € DY, («). Dann ist

[r=*(T(r)x — x) ”1(R+,%,X)

_ HT—aL AT (w)x du”uM%x),

und mit den Substitutionen r = et, u = e® erhalten wir

net

— H ; e “*AT(u)x dqu(R)X)

rt
= ||| et e HUAT(e)xds |,

J —00
el

= H ﬂ[oyoo)(t—s)e""(t’s) ceST=YAT(e8)x dsHHR’X).

J—00

Nun konnen wir Korollar 3.4.13 anwenden und erhalten

< Ht’_) et(1—oc)AT(et

He_a”U(RH )X”l(R,X)

- &HJ‘(F“)AT(J{)XHL(R+ 4t 3
T

mittels Riicksubstitution.
(b) = (c). Die Resolventendarstellung als Laplacetransformierte der Halb-
gruppe zeigt, daf8 fiir A > 0 gilt:

(0.¢]

AMA) Tx =x —AA+A) Tx = J Ae M(x — T(t)x) dt.
0
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

Damit erhalten wir

H}\O{A (A+A)™ X” Ry, % X)

= [|A* J Ae M(x—T(t)x) dt
0

dA
R4, N ,X)

t dA

= J (At)*HTe M= (x—T(t)x) 4t
LR+, 55 ,X)

0 N ~~
=:h,(t) =F(t)x

At=s OO s

S| RSELTA

0

UR,, 2 %)

IN

ds
S

(OIS
< ||h1||L1(%) Ssli}g\\F(*“Vx)x\\L(M%

dA
HRy,57,X)

X)
< Ml ac Xl = MT(a+1) x| nach (b).
t

(¢) = (d). Es sei [x]”/ < oo und u(t) := (14+tA) 'x. Dann gelten u(0) = x
und u € C([0,11,X) N C((0,1],X7) N C'((0, 1], X). Wegen der 1-Sektorialitit von
A und der Gleichheit (1+tA)~! = %(%+A)_] lassen sich die beiden Summan-
den in [u] 1 wie nachfolgend zusammenfassen:

ulen = [t—=t A0+HA) ]| S
[t =t *A(1+tA) x|| I
o
< C Ht»—>t] “A(T+tA)~ XH 1.4t
o
1
M « "
A= ACANFA) x| < G
X
Also ist x € (X, Xa) o, und [[x|(x,x5)0, < XI5

(d) = (a). Es sei x € (X,;Xa)1,« und w eine Funktion, die der Bedingung

(3 10 1), w(0) = x und [wly1 < oo gentige. Dann zeigt die Gleichung x =
— [y w'(s)ds, da88
1—x 1—a
[t =t SATX oy dt ) < tet AT(t)W(t)”l((O,l),%‘X)

t
+ th“tAT(t)J w'(s)ds at ...
H o Hu(o,n,%,X)
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3.10 Spurrdume fiir das Cauchyproblem

Die 1-Beschranktheit von {T(t),tAT(t) : t > 0} erlaubt nun eine Abschitzung
gegen

t
< const. ([t t' *Aw(t tt s) ds :
= <” ~ Bl 01y, 2t 5 F It L I 01),‘1tt,><))
Hiervon wird der zweite Term weiter abgeschétzt:

t
— X /
It —t Lw (S)dS”u(o,n,%,X)

u
— HuHemJ w'(e")e drl|y((—so.01.x)
—o00

u
= HuHJ w'(e")e™ e M dr||y((Loo,01x)
—0c0

o0
i T HUHJ W/(eu—S)e(l—oc)(ufs)efocs dsHl((foo,O],X)
0

Mit der kontinuierlichen Minkowski-Ungleichung ergibt sich nun

0o
< e flu— w(e" %)l VM L0, x) ds
JO
t=u— [
=u-s e |t — w(e)e" Y|y (Loo,—s) x) ds
JO
o)
< e **[[t = w'(e e Y ((oo01,x) ds
JO
el=s 1 1oy’
— (XHS S w (S)HI[O,”,%yX)'
Insgesamt folgt (a) also aus (d), was zu zeigen war. .

Fiir den Fall, dafs X endlichen Kotyp und A einen beschrankten H*-Kalkiil

besitzen, konnen wir DY («) mit Hilfe von Satz 3.9.6 leicht bestimmen: ist
etwa x € D(A), so gilt

||t1 *AT(t XHL L4t X) —||t] “Al™ *T(t A"‘x||1 dt,X)”HAaxHX»

sodaf8 wir wegen der Dichtheit von D(A) die Gleichheit D} () = D(A*) haben.
Allgemein erhalten wir in diesem Fall aus Satz 3.9.5 fiir Funktionen ¢(z) €
H\{0} die Darstellung

xeDhla) & [t to(tA)X]| 4 <o
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3 Quadratische Abschitzungen auf Banachrdumen

Insbesondere die Aquivalenzen (b) und (c) aus Satz 3.10.6 erkennen wir dann
als Spezialfdlle: die Funktion f(z) := z*(exp(—z) — 1) etwa liefert die aus (b)
bekannte Darstellung via

f(EA)A%x = (tA) " *(T(t)x — x)A%x =t *(T(t)x — x),

die Funktion g(z) :=z' ~*(1+z) " dagegen liefert die aus (c) bekannte Darstel-
lung via

g(tA)A%x = A TTA) (142 TA) TAX = A*A(A+A) !

Die Raume (X, X;)q,1 erhdlt man aus der in [38] eingefiihrten allgemeinen x—
Interpolationsmethode, wenn man sie auf die Interpolationsskala der Rdume
X, anwendet.

SATZ 3.10.7 Wir betrachten das abstrakte Cauchyproblem u'(t) + Au(t) =
f(t), u(0) = uo auf einem Banachraum X. Es sei A ein dicht definierter stetig
invertierbarer l-sektorieller Operator vom Typ w < 7, und u sei die milde
Losung des Cauchyproblems. Dann sind dquivalent:

@ uwe (R, X;)NUR,,X) und v € (R, X).
(b) uo € DY (%) und f € (R, X).

Wenn eine (beide) Bedingungen erfiillt sind, gilt weiterhin

Hu’HL( )+ ||Au||l | < const. HfHL (3.10.2)

Beweis. Es gelte (a). Dann ist

w4+ Aullye, x)

1
= |t~ t2(u/ () + Au(t))Hl(R+ dt
't

1-1

,X)

Voot
< e TR ey
beschrinkt, also uy € D4 (%) und f € (R,,X). Wir nehmen nun an, daf
(b) gilt. Dann liegen die homogene Losung un(t) = T(t)up wie ihre Ablei-
tung uy (t) = AT(t)uo nach Satz 3.10.3 in 1((0,1),X). Da T(t) analytisch und
wegen 0 € p(A) exponentiell stabil ist, liegen u;, und uj, sogar in (R, X):
Wie in 3.10.4 konnen wir AT(t)x = T(n)AT(n — t)x auf dem Intervall [n, n+1]
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3.10 Spurrdume fiir das Cauchyproblem

schreiben und so die I-Norm auf R, gegen diejenige auf [0, 1] abschidtzen. Wir
konnen also ohne Einschrankung 1y = 0 annehmen.

Ist f € C®(R,X), so hat die Differentialgleichung eine eindeutige klassische
Losung u (siehe etwa [54, Cor. 4.2.5]). Nach der Youngschen Ungleichung ist
u € L'(R,); wir konnen also die erweiterte Fouriertransformation anwenden
und erhalten

U(s) = (is + A)'f(s), seR.
Die 1-Beschrinktheit der Mengen {A(A+A)~': A ¢S, } und {A(A+A)"': A ¢
Sy} fir v € (w, ") zeigt dann, daf

HSﬁ(S)Hl(R,X) + HAa(S)Hl(R‘X) < MHﬂ‘l(R,X)

wobei M > 0 nur von der 1-Sektorialitdtskonstante abhdngt. Dann bekommen
wir die gewiinschte Abschdtzung (3.10.2) mittels erweiterter inverser Fourier-
transformation. Da C®(R., X) dicht in (R, X) liegt, erhalten wir schlieslich
die in (a) geforderte Abschitzung. ]
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4 Kontrolltheorie in Banachraumen Teil 2

4.1 1-Zuldssigkeit

DEFINITION 4.1.1 Es sei —A Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe T(-) auf
dem Banachraum X. Dann heifle ein stetiger Beobachtungsoperator C von X;
nach dem Banachraum Y l—zulissig fiir A (oder T(-)), falls es eine Zahl M > 0
gibt, beziiglich der fiir alle x € X; die Abschitzung

ICTEX] [, vy < MIx|lx

gilt. Entsprechend heifde ein stetiger Kontrolloperator B von dem Banachraum
U nach X_ l—zulissig, falls das Integral fgo T_;(t)Bu(t) dt in X_; existiert, Wer-
te in X annimmt und fiir eine Zahl K > 0 die Abschédtzung

I], TateBult) dtl < Kz,

erfuillt ist.

Wie im Kapitel iiber die [?-Zulassigkeit, wollen wir auch diesen Begriff fiir be-
schrankte analytische Halbgruppen charakterisieren. Es zeigt sich, dafs unsere
Beweise im klassischen [?~Falle so formuliert sind, daf sie sich ohne grofde
Miihe {ibertragen lassen. Erstaunlicherweise stellt die im L*-Fall leicht nach-
zuweisende notwendige Bedingung der Resolventenabschdtzung an C hier das
Hauptproblem dar, fiir das der im vorangestellten Kapitel dargestellte Fortset-
zungssatz erdacht wurde.

SATZ 412 Es sei A ein dicht definierter l-sektorieller Operator vom Typ
wy < 7/, der dichtes Bild habe. Die von —A erzeugte Halbgruppe sei mit
T(-) bezeichnet. Es sei C ein stetiger Beobachtungsoperator von X; nach dem
Banachraum Y und es sei W :={A”2C(A + A)~' : A > 0}. Dann gelten:

(a) Notwendig fiir die 1-Zuldssigkeit von C ist die 1-Beschranktheit der Men-
ge Wc in B(X,Y).
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(b) Geniigt A quadratischen 1-Abschitzungen so ist die 1-Beschranktheit der
Menge W in B(X,Y) hinreichend fiir die 1-Zuldssigkeit von C.

Beweis. Zundchst konnen wir vollig analog zum Beweis von Satz 2.1.6 CT(t)
als CA=72A2T(t) schreiben und mit @o(z) = z2e~* dies weiter zu CT(t) =
CA~"2@o(tA)t~ "2 umformulieren. Wir wihlen die bew#hrte Darstellung ¢ =
@ mit den Funktionen

0(z):=2z%(142)"",  P(z)=2z""%1+z)e =

fiir ein « € (0, /). Wie im Beweis von Satz 2.1.6 zeigt man, dafl die Operatoren
CA~"2@(tA) fiirt > 0 stetige Fortsetzungen K(t) von X nach Y haben, die durch

T2 z

K(t)X —— J (P(tZ) Z]/ZCR(Z, A)X%
r

gegeben sind. Nun zeigen wir die 1-Beschranktheit von {K(t) : t > 0} und
nutzen dann die vorausgesetzte quadratische Abschadtzung fiir P (tA) aus:

Wenn wir in Lemma 2.1.7 sektoriell durch l-sektoriell ersetzen, erhalten wir
die 1-Beschréanktheit der Menge {(z/2CR(z,A) : z € I'.. Die Funktionen ¢¢(z)
liegen wegen der Invarianz von I' sowie des Mafes 4 gegeniiber Streckungen
mit t > 0 gleichmagBig in L'(T, 42). Nach Lemma 3.5.6 ist damit auch {K(t) :
t > 0} l-beschrankt, wie behauptet. Wir schlieffen damit unter Verwendung
der quadratischen 1-Abschédtzungen fiir 1 fiir geeignete c;,c; > 0

HCT(t)XHl(RJﬂY) = HCA_]/Z(P(tA)w(tA)t_]/szl(&,Y)
= HK(t)lb(tA)XHl(R%%‘Y)
< al[RAN]| g, e < caf[x]].

Umgekehrt sei C ein -zuldssiger Beobachtungsoperator fiir A. Dann ist

N2C(A+A)! :J N2e MCT(t)dt.
0
Die Funktionen h,, : t — A”2e " sind in L?(R, ) gleichmégBig beschrankt, sodaf
die Behauptung aus Satz 3.7.10 folgt. O

Wir geben fiir diesen Satz einen weiteren Beweis an, der seine Reize aus der

Verwendung von Mitteln zieht (wie etwa der Fouriertransformation, bzw. de-
ren Erweiterung auf 1-Rdume), die im banachraumwertigen [ 2—Falle verwehrt
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bleiben. Doch zundchst ein einfaches Lemma aus [64, Appendix A] von E.
STEIN:

LEMMA 4.1.3 Essei 1 < p < oo. Es sei k eine mefibare, homogene Funktion
vom Grad —1 von R2 nach R, es gelte also k(Ax,Ay) = A" 'k(x,y) fiir A > 0.
Wenn [7 [k(1,y)ly~"»dy =: A, endlich ist, so ist der Operator T auf LP(R.),
gegeben durch

(o ¢]

(TH)(x) = L K(x, u)f(y)dy,

stetig und seine Norm ist hochstens A,,.

Ein weiterer Beweis von Satz 4.1.2. Wegen des dichten Bildes ist A injektiv ([7,
Theorem 3.8]). Die Menge W¢ sei l-beschrankt. Wir wenden die in Bemer-
kung 3.4.12 (d) erkldrte Erweiterung der Fouriertransformation F® an und er-
halten

ICTC)x|yr, vy = 1F2(CTEX) yzmyyy = [CE-+A) x[[ur,v)-

Fiir B € (0, ») wollen wir die Darstellung

1 z P
. —1 _ ﬁ
C(is+A) 'x = o= Jrg is+zCA R(z,A)x dz (4.1.1)

auf dem dichten Teilraum Z := R(A*(I+A)~') nachweisen. Dazu sei ein « > 0
mit o + B < 1 gewdhlt. Es sei also xo € X und x = A*(I+A) 'xo. Dann ist
C(is+A)'x = CA*(is+A)"T(I4+A) "xo. Nach Satz 3.9.3 ist A 1-sektoriell vom

Typ wi < ™,. Wir wiahlen ein 0 € (wy,). Dann konnen wir mittels des
Funktionalkalkiils fiir s > 0 schreiben:
1

Clis+A) 'x = C—,J 2 R(z, A)(I+A) "xo dz
2mi Jr is+z

_ (LA J 2 R(z, A)xo dz
2mi r, 1s+z

Mit Lemma 1.3.5 ergibt sich

1
= C(I+A)"! J A“*ﬁR(z A)xo dz
2711 r, ls+z
1
= APR(z, A) A%(I+A ) 412
ijr lmc (2, A)AX(I4A) o dz.  (4.12)

=X
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Damit ist der erste Abschnitt gezeigt. Als ndchstes betrachten wir

K(z)x = J CAPR(A, A)*x dA, (4.1.3)
Yz

wobei v, der durch den Halbstrahl von z gegen Unendlich auf dem Sektorrand

I gegebene Weg ist. Ist x = A'~P(I4+A)?x,, so gilt nach Korollar 1.3.7

CAPR(z,A)x = CR(z,A)A(I4+A) x,
= C(I+A)‘J RN, A)ZA(TH+A) "xo dA

Yz

= J CAPR(A, A)?x dA,

z

Wegen der Abschitzung
ICAPR(A, A)2|| = [[AP~72 . AT"PAPR(A,A) - A2CR(A, A)|| < const. |A|P~72

und unter Beachtung von B < ' konvergiert das Integral in (4.1.3) fiir alle
x € X. K(z) ist also wegen der Dichtheit von R(A'"F(I+A)~?) eine stetige
Fortsetzung von CAPR(z, A) auf B(X,Y). Integrieren wir nun, so folgt zudem
die Abschitzung ||K(z)|| < const. |z|®~"2. Diese zeigt, daf die zunichst nur auf
dem dichten Teilraum Z = R(A*(I+A) ") giiltige Gleichheit

CR(is, —A)x

L L 1 1
= — - z PCAPR(z,A)xdz = — -

2mi | is+z 2mi Jr is+z

z PK(z)x dz

auf ganz X fortgesetzt werden kann. Wir schreiben dies um als

1T (1
= — | - zﬁj AP=TIA2CR(A, A)I A2 BABR(A, A)] x dA dz.
21, is+z v. N

::77\] ::g?)\)

Wir schdtzen nun in zwei Schritten ab:

a. Wenn wir die Parametrisierungen der beiden Wegintegrale einsetzen, ergibt
sich

|Clis+A) x| (4.1.4)
o -I 00 ‘ ‘
o lstre '@ .
0 o0
1 . .
—B B—1 10 i0
+Hm is+rew{r J t"TR(e™t)S(e t)xdt} drl|.  (41.6)
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4.1 1-Zulassigkeit

Der Integralkern
1

K] (S, T) = W
ist homogen vom Grad —1, sodafl nach Lemma 4.1.3 die ersten Integrale in
den beiden Zeilen (4.1.5) und (4.1.6) einen beschrankten Integraloperator X,
auf L*(R,) definieren. Das jeweilige zweite Integral wollen wir sehr dhnlich
abschidtzen: Der Integralkern lautet

Kz(T, t) = Tiﬁtﬁi] ﬂ[r,oo) (t)

Er ist ebenfalls homogen vom Grad —1, und wegen B € (0, /) definiert auch er
einen beschrankten Operator K, auf L*(R, ). Mit X7 und X, sind auch ihre Er-
weiterungen auf (R, X) beschrankt. Wir schreiben dies der Ubersichtlichkeit
halber aus: fiir u = e*'°, h € L*(R,) und f(t) := R(ut)S(ut)x gilt:

(JOO ki(t,s)f(t)dt)(h) = N h(s) Joo ki(t,s)f(t) dtds
0

JO 0

= [~ f(t) J:o h(s)ki(t,s)dsdt

= f(t)(I{h)(t) dt
JO

= wi(K(h) = KE(f).

b. Wie im ersten Beweis erkennen wir {R(A) : A € I';} als I-beschrankt. Schliefs-
lich miissen wir noch zeigen, dafd S(-)x sich mittels einer quadratische 1-
Abschitzung gegen die Norm von x abschitzen 148t; dazu sei u := e*'°. Dann
ist

Hs(ut)XHL(R+,X) = |t— AP27PR(tu, A) X”l
< K[[t— APtTTP(t4A)" xHL

dt,X]

s=1/t

KH P(I+sA) XHl 48 Xy

Im letzten Schritt haben wir benutzt, das die Menge der Orthonormalsysteme
auf LZ(R+, ) invariant unter der Substitution s = Y, ist, die 1-Norm sich also
nicht andert Die beiden Teile zusammen ergeben:

HC IS+A XHlRY
< HC (is+A)~ XHL (R.,y) T HC —is+A)" XHL (R4,Y)

Wegen der Darstellung von C(+is+A) 'x = KPKTR(e*?-)S(e*?.)x gibt es
nach (a) eine Zahl M > 0, fiir die gilt:
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4 Kontrolltheorie in Banachrdumen Teil 2

< MHR(ews)S(ei")x||1(R+,y) + MHR(e’ic’s)S(e’“’)x||1(R+,y).

Nach (b) ist die Menge {R(e*'°s) : s > 0} l-beschrdnkt sodal wir gegen die
Norm ||S(e*'s)x|[yx, x) und die weiter gegen die Norm von x abschétzen
konnen. Insgesamt ist C also l-zulédssig. Die umgekehrte Richtung haben wir
im ersten Beweis schon aufgeschrieben. O

Wir merken auch hier an, daf$ fiir die Giiltigkeit des obigen Satzes die Vor-
aussetztund an A, quadratische 1-Abschédtzungen zu besitzen, notwendig ist:
nach Lemma 3.9.2 ist die Menge {A”2A"2(A+A)~" : A > 0} l-beschrinkt; gilt
Satz 4.1.2, so ist A also l-zuldssig, und dies ist dquivalent zu quadratischen
I-Abschédtzungen fiir A.

SATZ 4.14 Es seien X und U Banachrdume und A ein dicht definierter 1-
sektorieller Operator vom Typ w; < 7/, mit dichtem Bild. Die von —A erzeugte
Halbgruppe auf X sei mit T(-) bezeichnet. Wir betrachten einen stetigen Kon-
trolloperator B von U nach X_; und setzen Wg = {)\]/2()\+A_1 )J7'B: A > 0}
Dann gelten:

(a) Hat U die («)-FEigenschaft, so impliziert die 1-Zuldssigkeit von B die 1-
Beschranktheit von W5 in B(U, X).

(b) Geniigt A’ einer quadratischen 1-Abschdtzung auf X’, so impliziert die
I-Beschranktheit von Wg die 1-Zuldssigkeit von B.

Beweis. A ist l-sektoriell vom Typ w; < "4. Wir wihlen ein o € (wy,7)).
Wieder sei I' := 0S, der bekannte Sektorrand mit geeigneter Parametrisierung.
Nach Lemma 2.1.11 gilt fiir « € (0, /») die Darstellung

T_1(t)Bu(t) = 5 Jr z % MAX (AM-A_;) 'Bu(t) dA.

— 2mi

Wir wihlen ein x’ aus D(A’) und haben

|<ro T_1(t)Bu(t) dt, x’)|

0

= ‘ <E° T_1(t/2) L A% 2YA_)X(A+A_7) "Bu(t) d\ dt, x') ]

Mit der Funktionenfamilie hy(A) := t”2~%e~"2*A=*~"2 und der Operatorenfa-
milie R(A) := A"2(A+A_;) "B l4Bt sich dies folgendermafen umschreiben:
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4.2 1-Zulassigkeit auf endlichen Zeitintervallen

< 3%LTKLEHMJRM)dxuuytw4QUA_n“tqu/m)&»\dt

Nun wenden wir Lemma 3.6.6 an:

(4.1.7)

< e | ROV RN Ao

[t = (A1) T (/2)) ¥

Ry, X")"

Wir wenden die quadratische 1-Abschdtzung fiir A’ nun auf die Funktion
$«lz) =z%e 72 an und erhalten

< Mg||x||[[t — (L he(A)R(A) dA) u (4.1.8)

e,

Wie im Beweis von 2.1.12 bereits gesehen, ist die Funktionenfamilie {h: t > 0}
in L' (") gleichmé&Big beschréankt. Nach Lemma 3.5.6 bilden die Operatoren in-
nerhalb der I-Norm in Gleichung (4.1.8) also eine l-beschrankte Menge, wor-
aus mit Satz 3.5.8 die Behauptung folgt.

Es habe nun also U die (x)-Eigenschaft und B sei l-zuldssig. Da

A2(A+A_1) "B = J A2e ML T L (4)B dt
0

und die Funktionen h,(t) := A”2e " in [2(R,) gleichmiBig beschrinkt sind,
folgt die 1-Beschranktheit der Menge Wy C B(U, X) aus Korollar 3.7.11. O

Die Voraussetzung an A’, quadratischen l-Abschitzungen zu gentigen, ist auch
in diesem Falle notwendig.

4.2 1-Zulassigkeit auf endlichen Zeitintervallen

DEFINITION 4.2.1 Es sei —A Erzeuger der beschrinkten stark stetigen Halb-
gruppe T(-). Ein Beobachtungsoperator C € B(X;,Y) heifSe 1—zulissig auf [0, b],
falls fiir alle x € X; die Abschédtzung

HCT(')XHL([o,b],Y) < const. ||x||x
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gilt. Ein Kontrolloperator B € B(U, X_;) heifse l—zulissig auf [0, b], falls fiir alle
u € ([0, b], U) das Integral jg T_7(t)Bu(t) in X_; existiert, Werte in X annimmt
und die Abschédtzung

b
HJ T_1 () Bu(t) dt||, < const. [[ullyo,v),u)
0

gilt.

LEMMA 4.2.2 Ist der Beobachtungsoperator C stetig von X nach Y, so ist er
auf jedem endlichem Zeitintervall [0, b] 1-zuldssig. Entsprechend gilt: Ist der
Beobachtungsoperator B stetig von U nach X, so ist er auf jedem endlichen
Zeitintervall [0, b] 1-zuldssig.

Beweis. Es gilt || -LCT(t)x|| = ||[CAT(t)x|| < const. ||C|| [|x||T. Also folgt die 1-
Zulassigkeit von C auf endlichen Intervallen aus Lemma 3.4.9. Fiir Kontroll-
operatoren B und x’ € D(A’) gilt:

b b
(x’,J T 1(t)Bu(t)dt) = J (T_1(t)'x/, Bu(t)) dt
0 0

< [T %y 10,0150y IBIH Il pr,0)-

Der vordere Ausdruck ldfit sich nun nach demselben Argument gegen die
Norm ||x’|| abschétzen. O

Ahnlich zu den Ergebnissen aus Kapitel 2 kann man auch die 1-Zulassigkeit
auf endlichen Zeitintervallen charakterisieren.

LEMMA 4.2.3 Es sei T(-) eine l-beschrdnkte analytische Halbgruppe mit Er-
zeuger —A. Die Operatoren B : U — X_; und C : X; — Y seien stetig und es
sei to > 0.

(a) Der Kontrolloperator B ist genau dann auf [0, to] 1-zuléssig beziiglich T(-),
wenn B fiir alle & > 0 auf ganz R 1-zuldssig fiir die skalierte Halbgruppe
e *T(-) ist.

(b) Der Beobachtungsoperator C ist genau dann auf [0, to] l-zuldssig beziig-
lich T(-), wenn C fiir alle & > 0 auf ganz R, l—zuléssig fiir die skalierte
Halbgruppe e~ *T{(-) ist.
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4.2 1-Zulassigkeit auf endlichen Zeitintervallen

Insbesondere hidngt die Eigenschaft, auf [0, b] zuldssig zu sein, nicht von b > 0
ab.

Beweis. (a) Ist B beziiglich der skalierten Halbgruppe l-zuldssig auf R,, so
ist B auch beziiglich der skalierten Halbgruppe l-zuldssig auf [0, to]. Dies ist
aber genau dann der Fall, wenn B beziiglich der unskalierten Halbgruppe 1-
zuldssig ist, wie wir aus Bemerkung 3.4.12(b) (wegen e ** < e~** < 1 fiir
alle t € [0,to]) wissen. Nun sei B auf [0,to] l-zuldssig beztiglich T(-) und
o« > 0. Wie in Lemma 2.2.2 kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dafs
[ T(to)e **|| < 1 gilt. Dann ist

[ 0 (n+1)to
J e T ;(t)Bu(t)dt = ZJ e *'T_;(t)Bu(t) dt
0 n=0 nto
o] to
= Z (e™**T(t J T_;(t)Bu(nty + t)e ** dt.
n—o 0

Das Integral 1dfit sich wegen der vorausgesetzten 1-Zuldssigkeit auf [0, to]
gleichmaflig in n € Ny gegen die I-Norm von u auf R, abschdtzen (beachte
Bemerkung 3.4.12 (a)). Wegen der Abschitzung ||hf||; < ||h|/«|/f||i konvergiert
die Reihe in X absolut und gentigt einer Abschitzung gegen |[uf|yr, u)-

(b) Ist C beziiglich der skalierten Halbgruppe l-zuldssig, dann folgt die 1-
Zulassigkeit bezuiglich T(-) auf [0,ts] wie oben. Es sei also C auf [0,to] 1-
zuldssig beziiglich T(-). Wieder konnen wir ohne Beschrankung der Allge-
meinheit annehmen, daf8 ||T(to)e *%|| < 1 gilt. Es bezecihnel,, das Intervall
[, == [nty, (n+1)te]. Unter Verwendung der Halbgruppeneigenschaft erhalten
Wir so

” CCT( XHLZR x) =

ann e *CT(-)x

L2(R4,X)
< Z”ei‘x.CT(')XHLZ[In,X)
n=0
o0
< Z max{e **: t € L |CT (x|l 21, x)
n=0

< const. Y ||(e"*"T(to)) x|, < const. [x[|x. O
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LEMMA 424 Falls B € B(U,X_;) fiir die exponentiell stabile l-beschrankte
und analytische Halbgruppe T(-) l-zuléssig ist, so ist die Abbildung u — ®.u
fur jedes T > 0 von ([0, T], U) nach 1([0, T], X) beschrankt.

Beweis. Es sei I:= [0, T] und u eine Funktion aus der Schwartzklasse . (I, U);
wir bezeichnen ihre Nullfortsetzung auf R mit uy. Vermoge der erweiterten
Fouriertransformation gilt dann

T
T J T_;(1—s)Bu(s)ds < c||(is+A_7) "Big

0 L(R,X)
=c| [[+As+A )" —is(is+A )T (IHA 1) T TBAUGS) || oy, (421)

Es gilt fiir alle s # 0

(S)Hl(R,X)

(is+A_7)"! :J e YT (t)dt.
0

Da die Funktionen h(t) := exp(—ist) in L*°(R) gleichméflig beschrankt sind, ist
{(is+A_1)"": s € I} nach Lemma 3.5.7 1-beschrankt. Damit bilden die in der
eckigen Klammer stehenden Operatoren fiir s € I eine 1-beschrankte Menge
in B(X), soda8 die Behauptung wegen (I4+A_;)"'B € B(U, X) mittels inver-
ser Fouriertransformation folgt. Schliefllich zeigt die Dichtheit von .7 (I, U) in
L(I,U) die gewiinschte Behauptung. O

4.3 1-Zulassigkeit vom Typ o

DEFINITION 4.3.1 Es seien U, X,Y Banachrdume, —A sei Erzeuger einer stark
stetigen Halbgruppe T(-) auf X und o« > —1.

(a) Ein Beobachtungsoperator C € B(X;,Y) heiSe \—zulissig vom Typ «, falls
fiir eine Zahl M > 0 und alle x € X; gilt:

IE2CT(Ox] ey, < Mxlx-

(b) Entsprechend heifie ein Kontrolloperator B € B(U,X_) l—zulissig vom
Typ «, falls fiir alle u € [(R,U) das Integral [§ t72T_;(t)Bu(t) dt in X_;
existiert, Werte in X annimmt und fiir eine Zahl K > 0 gilt:

0

}|J t72T 1 () Bu(t) dtf|, < Klullye, u)-
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4.3 1-Zulassigkeit vom Typ «

SATZ 4.3.2 Es sei A ein l-sektorieller, dicht definierter Operator vom Typ
w < ™ auf dem Banachraum X, der dichtes Bild habe; die von —A er-
zeugte Halbgruppe sei mit T(-) bezeichnet. Es seien Zahlen « > —1 und
B € (—1,3) derart gegeben, daBl k := “:E eine nichtnegative ganze Zahl sei.
Wir betrachten einen stetigen Beobachtungsoperator C : X, — Y und setzen

1+

Wc :={A 2 C(A+A) %1 A > 0}. Dann gelten:
(a) Ist C l-zuldssig vom Typ «, so ist W¢ in B(X,Y) l-beschrankt.

(b) Gentigt A quadratischen 1-Abschdtzungen, und ist W l-beschrankt, so
ist C l-zuldssig vom Typ «.

Beweis. Zunéchst verlduft der Beweis wie derjenige im L?-Fall (Satz 2.4.4). Wir
schreiben t72CT(t)x = t727*CA *@o(tA)x mit @o(z) := z"e* und zerlegen o,
als @o(z) = @(z)P(z) mit den Funktionen

©(z) =z°(1+2)"% und P(z) =25 (1 +2z)ke =

Dabei lassen wir die genaue Wahl von € € (0, 1) noch offen; wir erhalten

ox+1

[E72CT(Wx]| g,y = [[EF T FCAFQ(A) 2 (tA] 5 -

ox+1

= [t FCATF QAN (AN 5 -

Das Ziel ist, die quadratische 1-Abschatzung fiir 1 auszunutzen; fiir die aus
Lemma 2.4.3 gegebene Funktion f betrachten wir wieder

27

| 2 ()

Da die Menge W beschrankt ist, wissen wir bereits aus dem Beweis von
Satz 2.4.4, da K(t) eine stetige Erweiterung von t*2' "*CA *@(tA) ist. Es gilt
nun die 1-Beschrinktheit von {K(t) : t > 0} nachzuweisen.

Kt)x := L'J t°7 f(z)CR(z,tA)* 'x dz + yt*7 C(1 +tA) % 'x
r

14
- 148

CR(2, A &2 4 y[t 7 C(1+A) * x].

R

Wie in Lemma 2.1.7 kdnnen wir die 1-Beschrdnktheit der Operatoren aus W¢
auf den Integrationsweg I' ausdehnen. Um Lemma 3.5.6 verwenden zu kon-
nen wollen wir zeigen, dafi die Funktion z — z_#f(z) in L'(I") liegt. Da
@ € O(|z|¢) fiir z — 0 und @ € O(|z|*7") fiir z — oo liegt, wissen wir aus Lem-
ma 2.4.3, daf8 f mit denselben Abschidtzungen gewdhlt werden kann. Damit
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liegt z — z#f(z) in L'(R,), falls gleichzeitig %—e < Tund %4—(1—6) > 1
gelten, mit anderen Worten falls

B—1 B+1
7 SE€< o

Wegen 3 € (—1,3) ist diese doppelte Ungleichung stets erfiillbar. Aus Lem-
ma 3.5.6 folgt die 1-Beschranktheit von {K(t): t > 0} und daher die Abschit-
zung

x+1

[ CTOx ]|y, vy = ([t T CAT QAN (RA)X]|

= HK(t)ll)(tA)le(R+,%,Y)
< KelWAX]| 5, a ) < MKglx]l,

dt
7T)Y]

in der, wie angekiindigt, die quadratische 1-Abschédtzung fiir A benutzt wird.
Es sei nun C l-zuléssig. Es ist

AT CHA) T = J A S ke MCT (t)x dt

Im Beweis zu Satz 2.4.4 wurde bereits gezeigt, dafs die Funktionenfamilie
ha(t) == A2 t72e ™ in 12 gleichmaRig beschrankt ist. Daher folgt die 1-
Beschranktheit von W mit Satz 3.7.10. O

Die geforderte quadratische 1-Abschitzung an A ist dabei fiir die Giiltigkeit
des Satzes notwendig.

SATZ 43.3 Es sei A ein l-sektorieller, dicht definierter Operator vom Typ
wy < 7/, auf einem Banachraum X, der dichtes Bild habe. Die von —A erzeugte
Halbgruppe sei mit T(-) bezeichnet. Es seien U ein weiterer Banachraum, « >
—Tund B € (—1,3) so, daf$ k := %ﬁ eine nichtnegative ganze Zahl ist. Wir
betrachten einen stetigen Kontrolloperator B : U — X_y, und setzen Wy =
A2 (A+A_ )" 'B, A > 0}. Dann gelten:

(a) Geniigt A’ quadratischen 1-Abschdtzungen auf X', so impliziert die 1-

Beschrianktheit von W3 die 1-Zulédssigkeit vom Typ « von B.

(b) Hat U die («)-Eigenschaft, so impliziert die 1-Zuldssigkeit vom Typ «
von B die 1-Beschrinktheit von W5 in B(U, X).
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Beweis. Wegen der 1-Sektorialitdt von A kénnen wir ohne Einschrankung k > 0
annehmen. Wir zeigen zundchst, daf8 die Beschranktheitsbedingung an Wjg
hinreichend ist: dabei verlduft alles in gewohnten Bahnen: wir wéhlen ein
0 € (wy,2), und T sei der bekannte Integrationsweg. Als erstes wollen wir
nachweisen, dafs das Integral

JOO t72T_ (t)Bu(t) dt (4.3.1)
0

als Pettis-Integral in X_; existiert, sodann, daf} es eine stetige lineare Abbil-
dung @ von (R;, U) nach X definiert. Es sei (X’)x der mit der Graphennorm
von (A’)* versehene Definitionsbereich von (A’)¥. Wir betrachten den bereits
in Satz 2.4.6 verwendeten Isomorphismus ki : (X')x — (X_x)’. Es sei also
x" € (X')k. Dann ist

ﬁ(t%T L(OBu(t),x)|dt = r}< £2 7% A K (AT () Bu(t),x') | dt.
0 0

Wieder zerlegen wir die Funktion ¢o(z) =z %e % in @o(z) = P(z)@(z) mit

e(z) =z°(1+2)7% und YP(z) =2"¢(1 +2z)ke 3,

wobei die Wahl von € € (0, 1) auf spater verschoben wird. Es entsteht

Jw\(t%T_ (t)Bu(t),x')| dt
0

— Jm\(A_tcp(tAk)t%kxp(tA ©)Bu(t),x)| dt
0

Wie im Beweis von Satz 2.4.6 konnen wir wegen der Analytizitit der Halb-
gruppe wie folgt vertauschen:

- Jw](t%_k(p(tA_k)A:,’jtp(tA WBu(t), x')| dt

o ox+1
_ J (57 AR (A )Bu(t), t 2 (tA_)x')| dt

IN

H [T *ATK (A B]uY)

L(R+,X) ”(P(tA,)X/HNR X’

o+1
Die 1-Beschranktheit der Operatorenfamilie (tT*kA:tll)(tA,k)B)bo zeigt
man vollig analog zum Beweis von Satz 4.3.2. Hierbei konnen wir wieder
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eine geeignete Wahl von e treffen; die quadratische 1-Abschitzung fiir ¢ auf
X’ zeigt nun, daf8 das Integral (4.3.1) schwach existiert, also eine stetige lineare
Abbildung @ : (R, U) — X” definiert. Ist u eine Treppenfunktion, deren Tréa-
ger kompakt ist und die Null meidet, so existiert das Integral (4.3.1) sogar als
Bochner-Integral. Wegen der Analytizitdt der Halbgruppe liegt sein Wert in X.
Da derartige Treppenfunktionen in (R, U) dicht liegen (siehe die Bemerkun-
gen nach 3.4.6), ist das Bild von @ in X enthalten. Nach dem Graphensatz ist
® damit auch als Abbildung von (R, U) nach X stetig.

Es habe nun also U die (o)-Eigenschaft und B sei l-zuldssig vom Typ o. Es
gilt

k 1+8

AT (ALA ) B = %J A2 the ML T (1)B dt.
0
Wie bereits im Beweis von Satz 2.4.6 gesehen, sind die Funktionen hj(t) :=

A2 tke At in [2(R,) gleichmiBig beschriankt; mit folgt Korollar 3.7.11 hieraus
die 1-Beschranktheit der Menge Wg C B(U, X). H

Die geforderte quadratische 1-Abschdtzung an A’ ist fiir die Giiltigkeit des
Satzes wiederum notwendig.

4.4 Beispiele 1-zuldssiger Operatoren

Wir wollen im Falle X = LP(Q), p € (1, 00), Beispiele fiir 1-zuldssige Kontroll-
und Beobachtungsoperatoren angeben. Wir verwenden dazu eine Notation aus
der Arbeit [20] von GIRARDI und WEIS: Es bezeichne Rad(X) = (N, X) den
Vektorraum aller Folgen (x;); aus X, fiir die die Reihe }_;* ; vj(-)x; in L*([0, 1], X)
konvergiert. Auf Rad(X) haben wir fiir q € [1, co) nach Kahanes Ungleichung
die dquivalenten Normen ||(x;)||rad, (x), die durch

H (%5)5 HRadq(X) = ”Z T ()% HLq([O,H,X]’
j

gegeben sind.

BEMERKUNG 4.4.1 Mit dem Raum Rad(X) haben wir die folgende dquivalen-
te Formulierung von R-Beschrédnktheit: Eine Menge {T; : j € N} C B(X,Y)
ist genau dann R-beschrankt wenn der zugehorige Diagonaloperator (T;) von
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Rad,, (X) nach Rad,, (Y) beschrankt ist. In diesem Fall ist die Operatornorm von
(T;) genau die R-Schranke der Menge {T; : j € N}.

Wir betrachten die Abbildung
Ix : L?(Q,Rad, (X)) — Rad, (LP(Q, X)),

die durch Ixf := (fj)jen fir f(-) = (fj('))jeN € LP(Q,Rad, (X)) gegeben sei.
Nach dem Satz von Fubini ist sie eine Isometrie. Dariiber hinaus gilt fiir Funk-
tionen f € L'(R™,Rad, (X))

Fnf = (Fufj),q and F.'f = (F.'f)

N jeEN’

(siehe [20, 2.4]
Im Folgenden sei A = € — A, fiir ein € > 0 und A,, der Laplace Operator A

auf X = LP(R™). Es sei weiterhin 1 < k < n, und mit (x,y) seien Variablen des
R™ bezeichnet, wobei x € R % und y € R* seien.

4.4.1 Beobachtungsoperatoren

Wir untersuchen Beobachtungsoperatoren C, die von X = LP(R™) nach Y =
LP(R™¥) fiir k < n bzw. Y = C fiir k = n abbilden und von der Form
(Cyf)(x) = (P, f(x, )k sind, wobei P € 8'(R*) gewihlt sei. Die 1-Zuldssigkeit
solcher Operatoren 1df3t sich wie folgt charakterisieren:

SATZ 4.4.2 Es seien p € (1,00), n > k > 1, X = LP(R"), Y = LP(R™¥),
A = e—A, und € > 0. Es definiert \ € §'(R¥) N H;,Z(RK) genau dann einen
l—zuldssigen Beobachtungsoperator Cy, von X nach Y, wenn die Menge

{ (W +e =AY, -) : >0} C B(LP(RY),C) (44.1)
l-beschrankt ist.

Da sowohl X als auch Y endlichen Kotyp haben, fallen die Begriffe der R-
Beschranktheit (bzw. der R-Zuldssigkeit) und der 1-Beschranktheit (bzw. der
1-Zuldssigkeit) zusammen. Wir verlangen 1 € H;/Z(Rk) um sicherzustellen,
dafS die Voraussetzung C € B(X;,Y) von Satz 4.1.2 erfiillt ist.
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Beweis. Es sei ein 1 fest gewidhlt. Wir schreiben abkiirzend C := Cy. Da
A einen beschrankten H*-Kalkiil hat (und Y endlichen Kotyp hat), ist nach
Satz 4.1.2 C genau dann l-zulédssig, wenn die Menge

{VAC(A+A)™": A > 0} € B(LP(R™), LP(R™*))

R-beschrankt ist. Zundchst wollen wir T,,, = VAC(A+A)~" als Fouriermul-
tiplikator von LP(R") = LP(R™* LP(R*)) nach LP(R™*) erkennen. Fiir das
operatorwertige Symbol m, : R* % — B(LP(R¥), C), & — m, (&) zeigen wir also
T, f =3 A(mAS" (f)). Dazu bezeichne nun JF,,_y die Fouriertransformation auf
R™* und f(&,y) die partielle Fouriertransformation auf R™ beziiglich x — &.
SchlieBlich sei Ay := € — Ay, also der auf R* eingeschrédnkte Operator A. Dann
ist
VACOHA) T = .1 (8= VA (b, AHEP — A TH(E, ) ),

es gilt also in der Tat T,,,f = ff;lk(é — ma(&)Fn_kf(&)) wobei my(§) =
VA (b, AHEP=AL) ) (TP (R¥) — C fiir £ € R,

Es sei (A;j)jen eine Folge positiver Zahlen und die Operatorenfamilie {T,,, : A >
0} C B(X,Y) sei R-beschrankt. Wir betrachten das folgende Diagramm

(Tmy, )

Rad, (LP(R™*), LP(R¥)) ——= Rad, (LP(R™ ¥, C))
ILp(Rk)i (~ | IC1
TmAA
LP(R™ % Rad, (LP(R¥))) —— LP(R™ ¥ Rad,(C))

Nach Bemerkung 4.4.1 gilt fiir Funktionen f = (f;) aus der Schwartzklasse
§(R™* Rad,(L?(R¥))), daB

-~ -~

T, f = Folic(& = ma (E)T(E, ) = (F L) [E = (ma (8) (FIE, )]

Also ist auch Tm;\]. ein beschrdankter Fouriermultiplikator. Dann aber folgt aus
der notwendigen Bedingung [6, Proposition 1] aus der Arbeit von CLEMENT
und PRUSS, dafs die Menge

{(ma(8));: & e RMF}

in B(Rad,, (L?(R*)),Rad, (C)) R-beschrankt sein muf.

Wir zeigen, daf dann auch die Menge der Symbole {m)(&) : A > 0,& €
R™} in B(LP(R"),C) R-beschridnkt ist: Dazu seien Zahlen &;,...,&, € R™K,
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4.4 Beispiele 1-zuldssiger Operatoren

A,...,Aq > 0 und Funktionen fy,...,f, € LP(R¥) gewdhlt. Um eine umstind-
liche Notation zu vermeiden, setzen wir diese Elemente mit Nullelementen
zu Folgen (&;), (A;) und (f;) in den jeweiligen Raumen fort. Schliefllich sei
fix = f;0;k, wobei §;x das Kronecker Symbol bezeichne. Es folgt

2 2
E ’ Z Gjm}\j (E,))f] [;) EE/ Z €j€{<m7\j (E,j)fjk
j € j,k c
2
= E ‘ Z ex (M (Ex)) (fjk)j
k Rad, (C)
2
< ME Z ek(fjk)j
k Rad;, (LP (Rk))

2
MEE’

/
2 €j€ ik

I
§ €if;
;

in den beiden mit (x) bezeichneten Gleichungen haben wir die folgende Aus-
sage aus [10, Lemma 11.2] verwendet: Sind (xx)x eine Folge symmetrischer
reellwertiger unabhingiger Zufallsvariablen auf Q, (x) C X eine Folge in X
und (r;) eine unabhidngige Folge Bernoullischer Zufallsvariablen auf Q' und
p € [1,00), so ist

LP(Rk)

*

- M]E‘

N

)

2
LP (R¥)

n n
BJ| D xiox]|” = B[ 3_ rioaoa]”
k=1

k=1
Damit ist die Notwendigkeit von Gleichung (4.4.1) gezeigt.

Fiir die andere Richtung benutzen wir das Ergebnis [20, Thm. 3.2] von GIRARDI
und WEIS. Es besagt, dafs die Menge {T,,, : A > 0} R-beschradnkt ist, falls
die Symbole m, (&) die folgende R—Version der Voraussetzungen von Michlins
Multiplikatorsatz erfiillen: Fiir jeden Multiindex « € Ni* ist die Menge

(£em\ () : & #0,A >0}

R-beschrinkt. Es wire ausreichend, dies fiir alle &« < (1,...,1) nachzuweisen,
aber den Aufwand reduziert dies nicht. Durch eine Induktion erkennt man die
nachzuweisende R-Beschrédnktheit als dquivalent zu der R-Beschranktheit der
Mengen R

{D¥ma(E) : E#0,A >0}
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wobei D*:=D{"---D"* und Dj = &; 3 seien.
)

Mittels einer weiteren Induktion erkennt man, dafs es zu jedem Multiindex o
C*-Funktionen @4~ : R™ — C, v =0,...,|«f gibt, die positiv homogen vom
Grad 2v sind (die also @~ (p&) = p?¥ @a~ (&) fiir & € R™ und p € R, erfiillen),
sodaf’ gilt:

x|

D¥ma(E) = VA D @an(E)h, (AHE? — Ay) Y1),
v=0

Es seien A =: 0% und p? = 0% + ||* (wir wihlen o, > 0). Wegen der Ho-
mogenitdt und der Abschitzung o < p geniigt es, die R-Beschranktheit der
Mengen

{HZVH«HZ — Ay) Yy, > TS o} C B(LP(R¥),C)

fiir v € Ny nachzuweisen. Da aber die Menge {pu?(n? + Ayx) ™' : p > 0} wegen
der R-Sektorialitdt von Ay eine R-beschrinkte Teilmenge von B(LP (R¥)) ist, ist
die R-Beschrédnktheit fiir v =1, also die R-Beschrdnktheit der Menge

{w{(?+e—A) ", ) : p>0}

bereits hinreichend, was zu zeigen war. O

Nach Bemerkung 3.5.4 sind fiir p < 2 beschrankte Mengen in B(LP(R*),C)
stets 1-beschrdnkt. Es sei auflerdem e > 0 vorausgesetzt. Dann ist fiir ein
P € H?(R¥) = X_; die Bedingung (4.4.1) d4quivalent zur Beschrinktheit der
Menge {A2A_;(A+A_;) "} in X_;. Nach [67, 1.14.2] ist dies nun dquivalent
zu P € (X_1,X)1, 00 = B! (R¥).

BEISPIEL 4.4.3 Wir betrachten den Spezialfall p = &y € 8'(R*), den man
als Beobachtung auf einem (n—k)-dimensionalen Teilraum von R™ auffassen
kann.

In [55, Example 3.2, S. 50] zeigt PEETRE, daB8 5o € BS ,(R¥) fiir s < —¥,
und q=oo gilt. Dariiberhinaus wird gezeigt, daf} dieses Ergebnis in dem Sinne
optimal ist, daf} es fiir echt groflere s oder im Falle s = —%/, und q < oo falsch
wird. Es ist also genau dann &y € B;,],W(Rk), wenn k < p’. Da wir p € (1,2]
voraussetzten, konnen wir als Ergebnis festhalten, dafd 6, fiir k = 1,2 (fiir
A = e—A,) stets l-zulédssige Beobachtungen definiert. Ist p € (1, "+], so gilt
dies fur alle k =1,... n.
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4.4 Beispiele 1-zuldssiger Operatoren

Aber auch im Falle p > 2 1463t sich R-Beschrédnktheit in B(LP(Q),C) und dual
dazu in B(C,L?'(Q)) charakterisieren [69]:

SATZ 444 Essei (Q,Z, ) ein o—endlicher MafSraum, p € (2, 00) und (f;) eine
Folge von Funktionen auf L?'(Q). Es seien durch Tj(g) := [, gf; du Operatoren
T; : [P(Q) — C gegeben, und durch S; : A +— Af; Operatoren C — L?'(Q)
gegeben. Dann gelten:
(a) Die Menge {T; : j € N} ist genau dann l-beschrankt, wenn eine positive
Funktion w € LP-2(Q) mit ||w|_p_ < 1 existiert, fiir die die Funktionen
p—2
f; in L2(Q,w'du) gleichmafig beschrénkt sind.
(b) Die Menge {S; : j € N} genau dann l-beschriankt, wenn eine positive
Funktion w € L72(Q) mit |[w™ H% < 1 so existiert, dafs die Funktionen
f; in L2(Q,w dv) gleichméfig beschrankt sind.

Beweis. (a). Die 1-Beschranktheit von {T; : j € N} in B(L?(Q),C) bedeutet
definitionsgemafs fiir n € N und beliebige h, ..., h,, € LP(Q) die Abschdtzung

2 1/2 2 ]/2
(s 0mn]) =M (=S en],)
i i Lp

> gTihy > gy

j=1 j=1
Nach der Chin¢in-Ungleichung und der Kahane-Ungleichung ist dies dquiva-
lent zu der Abschédtzung

n v
(EZYEh”z) zf;C

i=1

(i“%' !2>1/2

j=1

Lr

Mit den Konstanten aus den Sdtzen 3.1.1 und 3.1.4 kénnen wir ¢ := MB,K, >
wihlen. Wir setzen ¥, := !, — ¥,. Dann ist die letzte Abschitzung nach [32,

P
Theorem VI.4.5'] 4quivalent zur Existenz einer positiven Funktion w € L»—2(Q)
mit [|[w||_p_ <1 und der Abschitzung
p—2

VjeN: ITh| < clhliz(0wdw-

Dies bedeutet aber nichts anderes als f; € (L2(Q,wdu))’ = L2(Q,w'du) mit
einer gleichmafiigen Normabschidtzung gegen c.
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(b). Die 1-Beschranktheit von {T; : j € N} in B(C,L?(Q)) ist wie oben dquiva-
lent zu einer Abschidtzung der Form

(Epor)

und mit % := ¥,» — ¥, ist dies nach [32, Theorem VI1.4.2] gleichbedeutend

n P2
< c(Z MZ) ,
L’

=1

zur Existenz einer postiven Funktion w & L7v (Q) mit w1 < 1diedie
Abschitzung o

Vj e N: 1SiM iz wan) < clA
erfiillt. Dies war zu zeigen. ]

4.4.2 Kontrolloperatoren

Der adjungierte Operator C;;, von C, ist als die Abbildung g — g®1 gegeben.
Ist namlich g € L? (R™ ) und f € LP(R"), so ist nach dem Satz von Fubini

(0,Cuf) = |

Rn—k

g (x) (W, F(x,)) dx = <¢,jg(x)f(x, Jdx) = (g0, f).

Wir erhalten mittels Dualisieren von Satz 4.4.2 das folgende Ergebnis:

SATZ 445 Esseien p € (1,00), n > k > 1, X = LP(R"), U = LP(R™¥),
A =e—A, und e > 0. Dann erzeugt ¢ € 8'(R*) N H,?(R*) genau dann einen
l-zuldssigen Kontrolloperator By : g — g ® ¢, wenn die Menge

{ mln*+e—A) "¢ u>0} C B(C,LP(RY)) (4.4.2)

l-beschrankt ist.

4.5 1-Beobachtbarkeit

Betrachten wir Losungen des Kontrollsystems (KS)

{ x'(t) + Ax(t) Bu(t)
y(t) = Cx(t)
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4.5 1-Beobachtbarkeit

fiir 1-zulédssige Kontroll- und Beobachtungsoperatoren B und C, so stellen sich
etwa die folgenden Fragen: welche Werte kann die Losung x annehmen, und
kann man durch geeignete Kontrollfunktionen u einen gewiinschten Zustand
in vorgegebener Zeit erreichen? Welche Riickschliisse auf die Losung x lassen
die Beobachtungen durch C zu? Dazu betrachten wir die folgenden Abbil-
dungen: Zu T > 0 seien die Beobachtung und die Steuerung auf [0, 1] gegeben
durch

1o, ,u — X

. X1 - l([O)T])Y) . T

Y { x +— CT()x und @ : { u — [ T_q(t—s)Bu(s)ds.
0

Dazu betrachten wir noch die entsprechenden Abbildungen ¥, : X; — (R4, Y)
und @ : (R4, U) — X, die durch Y, ou = CT(-)u beziehungsweise O u :=
o T-1(t)Bu(t) dt gegeben sind.

Die 1-Zuldssigkeitsabschédtzung erlaubt es, die Abbildung V. auf X fortzuset-
zen; wir erhalten so eine Abbildung W : X — 1(L*([0,7]),Y); entsprechendes
gilt fiir Wo,. W ist also abstrakt als stetige Fortsetzung gegeben; wir haben je-
doch fiir x € X; die Beziehung W!x = uy_. Ist die Halbgruppe T(-) analytisch,
so ist Wx stets durch die Funktion CT(-)x reprasentiert.

Desgleichen konnen wir @, sowohl als Abbildung von 1([0, ], U) nach X als
auch, durch (stetige) Fortsetzung auf den Abschlufs, als Abbildung des Opera-
torraums 1(L?([0, 1]), U) nach X begreifen (gleiches gilt fiir ®,). Wir schreiben
hierfiir analog @' bzw. ®L.

Bei der Frage der 1-Beobachtbarkeit untersuchen wir, welche Riickschliisse die
beobachtete Losung y(t) = Cx(t) auf x zuldfst. Im Folgenden sei —A Erzeuger
einer stark stetigen beschrankten Halbgruppe T(-) auf X und C € B(X;,Y) sei
ein l-zuldssiger Beobachtungsoperator.

4.5.1 Exakte 1-Beobachtbarkeit

SATZ UND DEFINITION 4.5.1 Das Kontrollsystem (A, C) heifle auf [0, 1] exakt
l-beobachtbar , falls der Anfangszustand in eindeutiger Weise und stetiger Ab-
hiangigkeit aus der Beobachtung hergeleitet werden kann, wenn also ein y > 0
so existiert, daf8 fiir alle x € X; gilt: [[Wox||1(j0.11,v) > V[x||x. Dies gilt genau
dann, wenn V! injektiv ist und einen abgeschlossenen Wertebereich besitzt.
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Beweis. Wenn (A, C) exakt 1-beobachtbar ist, so gilt offenbar die Abschédtzung
Wi\l i2(0.01)v) = YIx||x fiir alle x € X. Damit ist ¥ injektiv. Ist (x,,) eine
Folge in X, fiir die (W:x,) in YL?([0,7]),Y) konvergiert, so folgt aus der ex-
akten 1-Beobachtbarkeit, daf3 (x,,) eine Cauchyfolge ist; sie konvergiert also
gegen ein x € X und die Stetigkeit von W impliziert die Abgeschlossenheit
des Bildes in 1(L?([0,7]),Y). Nun zur umgekehrten Richtung: als abgeschlos-
sener Unterraum von L(L2([0,1]),Y) ist R(¥}) ein Banachraum. Wir kénnen
also die Bijektion W} : X — R(W!) betrachten. Nach dem Satz von der offenen
Abbildung ist diese offen, ihre Inverse also stetig. Dies zeigt, dafs (A, C) exakt
l-beobachtbar ist. O

Es gilt [[W{x|[y > [|W{x]|, falls t > s. Fiir x € X; ist dies klar, und so folgt der
allgemeine Fall wegen der Dichtheit von X; in X. Wir sehen also, der Begriff
der exakten 1-Beobachtbarkeit auf [0, t] mit wachsendem T schwicher wird.

Die Eigenschaft eines Beobachtungsoperators C, auf [0, 1] exakt l-beobachtbar
zu sein, hangt nicht von Skalierungen der Halbgruppe ab, denn nach Bemer-
kung 3.4.12 (b) ist fiir beliebiges A € C und x € X;

|ICT(:) exp(A-)x||y > min(1,e TRe Ay ) ICT(-)x|[y > min(1,e TRe Ay v |x|l-

Wir konnen also ohne Einschrankung von exponentiell stabilen Halbgruppen
ausgehen. In diesem Falle konnen wir von der exakten 1-Beobachtbarkeit auf
R, stets diese auch auf einem hinreichend grofien Intervall erhalten. Diese
Idee wurde in [62, Proposition 2.8] fiir den Hilbertraumfall ausgefiihrt.

BEMERKUNG 4.5.2 Es sei T(:) eine stabile Halbgruppe und x € X;. Dann ist

ICT(Ix[vr, vy = Lo, ()CTE)X + Lix,00) () CT()X||1(10,000,Y)
< CTEX 0,1,y + TCTE)X ]l pe,00),v) -

Es bezeichne K die Konstante der 1-Zuléssigkeit von C und y die Konstante
der exakten 1-Beobachtbarkeit von (A, C) auf R;. Dann gilt

ICTC)xhomrvy = [ICTC)x [, vy = ICT( Xllmoo)v)
= CTEX vz, vy = ICTET(O)x e, vy
> (v = KT [[x]-

Die exponentielle Stabilitidt sichert nun, dafs die Zahl in der Klammer fiir hin-
reichend grofles T positiv wird. Damit folgt exakte 1-Beobachtbarkeit auf [0, T].
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SATZ 4.5.3 Ist —A Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe T(-) und ist C €
B(X;,Y) sowohl 1-zuldssig als auch das System (A, C) exakt l-beobachtbar, so
besitzt A fiir jedes © > 7/, einen beschrankten H*(Sg)-Kalkiil.

Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber identifizieren wir im folgenden erzeugen-
de Funktionen h € 1(Q,Y) und die erzeugten Operatoren uy, € 1(L*(Q,Y). Es
sei E : [*(R;) — L*(R) die Nullfortsetzung, also (Ef)(t) := f(t) fir t > 0
und Null sonst. Weiter sei P der (zu E adjungierte) Einschrankungsoperator
P:L?(R) — L*(Ry), Pf:=flz,. Dann gelten fiir die Erweiterungen die Bezie-
hungen

P UL*(Ry),Y) — (L3(R),Y) und E®:UL*R),Y)— U(L*(R,),Y),

beide mit einer Norm von hochstens eins. Es ist E®P® = Id. Dies zeigt, daf8
L(L3(R;),Y) ein komplementierter Teilraum von L(L?(R),Y) ist.

Wegen der 1-Zuldssigkeit und der exakten 1-Beobachtbarkeit ist also W} (X) ein
zu X isomorpher Teilraum in (L?(R ), Y) und damit auch in 1(L?*(R), Y). Es sei
U; die durch (Uyu)f := u(f(-—t)) gegebene Translationsgruppe auf 1(L?(R), Y).
Sie werde von —B erzeugt. Dann gilt die Dilatationsgleichung

WHT(t)x = ESU POV x. (4.5.1)

Grund hierfiir ist, da fur x € X; gilt (P®W1x)(s) = CT(s)x fur s > 0 und
(PPW,x)(s) =0 fiir s < 0. Also folgt

CT(s)T(t)x s> —t

® _ (p® _

(P ¥a)ls) = (P¥x)s +1) = { ¢ =t

und damit E¥UP¥Y x = ¥, T(t)x. Die Dilatationsgleichung (4.5.1) 146t sich
zundchst wegen der Resolventendarstellung tiber die Laplace-Transformation
der Halbgruppe zunichst auf die Resolventen der Erzeuger —A und —B fort-
setzen:

Yo AA) 'x = \yooj e MT(t)x dtzJ e MY _T(t)x dt
0 0

= J e MECU, PPV x dt = E® J e MU (PEWY  x) dt
0 0

= E®(A+B) "POY_x.
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Nach der Definition des Funktionalkalkiils erhalten wir sie schliefslich auch fiir
P(A) und P(B) mit P € HF:

Yoo Il)(A) =E® ll)(B) P®\yoo-

Da B einen beschrankten H*(Sg)-Kalkiil besitzt [18, Satz 6.1.3] ergibt sich
hieraus

AN < IS Yoo f (A < MIWEHE Yool [1]loo- O

SATZ 454 Es sei X ein Banachraum und —A Erzeuger einer stark stetigen
Halbgruppe T(-) auf X. Y sei ein weiterer Banachraum mit der («)-Eigenschaft
und C € B(X;,Y) ein l-zuldssiger Beobachtungsoperator fiir das System (A, C).
Ist (A, C) auf R, exakt l-beobachtbar, so existiert eine Zahl m > 0 so, dafs die

folgende Abschdtzung gilt: Fiir alle n € N, Aq,...,A,, mit positivem Realteil
und x1,...,xn € X; gilt:
2
-Reo\j)xj < E (N —A)x +IE ‘Re(A;)2Cx;
Y
Dabei seien gy, ..., gn unabhidngige Gaufssche Zufallsvariablen.

Beweis. Es ist A—A Erzeuger der Halbgruppe exp(A-)T(-) und daher

t
(?\—A)J eMT(s)xo ds = eMT(t)xo — Xo.
0

Schreiben wir x(t) = T(t)xo, so erhalten wir hieraus mit z, := (A — A)x

t
x(t) = e Mxg —I—J ME=sIT(5)z, ds.
0

Wir bezeichnen mit e die durch es(t) := 1 )(t) exp(st) gegebene Funktion.
Dann ist W xo = Cx(t) = e_n ® Cxo + (e_x * CT(:)zx)(t). Mit dieser Darstel-
lung zeigen wir nun die Behauptung: Es seien A;, ..., A, mit positivem Realteil
sowie x1,...,xn gegeben. Indem wir die obige Darstellung fiir die Anfangs-
werte x; und zugehorige A; bzw. z), = (Aj — A)x; betrachten, erhalten wir fiir
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ein m > 0 die Abschdtzung

mE E

IA

Z ijE()\j ) X Z ijeU\j ) ‘yooxj
j=1 i=1

L(RL,Y) LR4,Y)

IN

E

D giRe(A) e n @ Cx
j=1

HR,,Y)

+E

> giRe(A;) [e-x,#CT()za ] ()
j=1

U(R4,Y)

Wir zeigen nun die Behauptung in zwei separaten Schritten fiir die beiden
Summanden: Betrachten wir die Abbildung M, : C — L*(R,), Mj(x) =
«Re(A)”2e_,, so ist fiir alle A mit positivem Realteil |M,| = 1. Damit ist
die Menge {M,,,...,M,,} in B(C,L*(R,)) unabhingig von der Wahl der A,
und von n € N beschrankt. Nach Satz 3.7.3 und Bemerkung 3.7.5 ist also
{MZ,...,MZ } von I(C,Y) nach I(L*(R ), Y) unabhéngig von der Wahl der A,,
und n € N l-beschrankt. Ist u: & — ay ein Element von 1(C,Y), so ist

(MZW)(f) = u(Mi(f) =y{f,mr) 2, ) = Uyem,T.

Das zeigt nun, daff die Bilder von Operatoren aus 1(C,Y) durch Funktio-
nen y ® my € (R,,Y) erzeugt werden; wir konnen deshalb die Operatoren
MR ,..., MY } als I-beschréankt von 1(C, Y) nach (R, Y) auffassen und erhal-
ten aus der Isomorphie 1(C,Y) ~ Y die Abschidtzung

Z g,-Re(?\j )]/2 CX]'

=1

E < const. K

Z ije(?\j) € X CX]'
j=1

UR,Y) Y
Ahnlich kénnen wir auch den zweiten Summanden angehen: Wir betrachten
die Faltungsoperatoren Sy € B(L*(R,)), die durch Faltung mit der L'-Funktion
Re(A)e_» gegeben sind. Fiir beliebige A mit positivem Realteil ist nach der
Young-Ungleichung ||Sx|| < 1. Damit ist {S,,,...,Sx,} unabhédngig von der
Wahl der A, und n € N beschrinkt in B(L?(R,)); damit ist nach Satz 3.7.3
auch die Menge {S¥ ,...,S% } unabhéngig von der Wahl der A, und n € N in
B(1(L?(R.),Y)) l-beschrankt. Wir erhalten

(S¥ue)(g) = ue(Spg) = (f,S79) 2. ) = (SAf, @) 12(r,) = Us,7(9)
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und daraus die Abschédtzung

E S C]E

> gi[(Re(A)e_r)+CT()za] ()
ji=1

> giCT()za,
j=1

n
E SE28
i=1

L(R4,Y) L(R4,Y)

< CzE

X

unter Verwendung der 1-Zuldssigkeit von C. Jetzt konnen wir die Behaup-
tung aus den beiden separat gezeigten Abschédtzungen mit Hilfe der Kahane-
Ungleichung gewinnen. [

BEMERKUNG 4.5.5 Man beachte, dafs die Abschédtzung des obigen Satzes aus-
driicklich auch auf dem Spektrum von A gilt. Ist —A etwa Erzeuger einer
l-beschrénkten analytischen Halbgruppe, so ist die Abschitzung fiir A; ¢ S,
immer erfiillt, da wegen der 1-Sektorialitidt ein m > 0 existiert, das die Un-
gleichung auch ohne den dritten Term erfiillt. Damit gilt die Abschdtzung
unabhéngig von der Wahl von C.

BEMERKUNG 4.5.6 Sind X und Y Hilbertraume (oder allgemeiner vom Typ und
Kotyp zwei), so erhidlt man aus dem obigen Satz als notwendige Voraussetzung
die Existenz einer Abschdtzung der Form

m[Re(A) x|[% < [[(A—A)x||% + |[Re(A)2Cx]|3 (45.2)

fiir beliebige x € X und A mit positivem Realteil. Dies wird in [62, Theorem 1.2]
von RUSSELL und WEISS behandelt. Die Autoren stellten die (noch immer un-
bewiesene) Vermutung auf, diese als ,Hautus Test” bekannten Abschitzung
sei dquivalent zur exakten (l1-)Beobachtbarkeit von C. Es existieren partielle
positive Ergebnisse, etwa im Hilbertraumfall unter der Voraussetzung, dafs
C € B(X,Y) und A (!) stetig sei (siehe [62]). Eine weniger restriktive und den-
noch hinreichende Zusatzvoraussetzung wird in [31] angegeben: A sei ein Dia-
gonaloperator auf einem separablen Hilbertraum, die Eigenwerte von A besit-
zen positiven Realteil (also lim e **x = 0 fiir alle x € X) und C € B(X;,C) = X]
sei [2—zuldssig.

Andererseits ist von JACOB und ZWART [30] gezeigt worden, dafs die Abschit-
zung (4.5.2) fiir beliebige Hilbertraume und der Wahl Y = C nicht hinreichend
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4.5 1-Beobachtbarkeit

ist, um die exakte Beobachtbarkeit des Systems sicherzustellen. Ihr Gegen-
beispiel stiitzt sich jedoch darauf, dafy der angegebene Operator A keinen be-
schrankten H*-Kalkiil besitzt; dies aber haben wir oben als notwendig erkannt
( man beachte, dafs die oben erwdhnten Diagonaloperatoren aus dem positiven
Ergebnis [31] einen besonders guten Funktionalkalkiil besitzen), Insbesondere
ist also noch kein Gegenbeispiel bekannt, wenn man zur Abschitzung (4.5.2)
die Voraussetzung eines beschriankten H*-Kalkiils von A hinzunimmt (siehe
auch [3, Problem 30] und dortige Referenzen).

BEMERKUNG 4.5.7 Insgesamt ist der Begriff der exakten Beobachtbarkeit zu
stark, um im allgemeinen unendlichdimensionalen Fall von Bedeutung zu sein:
ist etwa Y ein endlichdimensionaler Raum, oder allgemeiner ein Hilbertraum,
so implizieren exakte 1-Beobachtbarkeit und 1-Zuldssigkeit, dafs die Abbildung
Y ein Isomorphismus von X auf einen Hilbertraum ist (ndmlich auf einen
abgeschlossenen Unterraum von L(R,,Y) = L*(R,,Y)). Insbesondere mufl X
also Typ und Kotyp 2 haben.

Wir betrachten daher als ndchstes eine schwachere Form von Beobachtbarkeit,
die im Falle endlichdimensionaler Raume X, U,Y mit der exakten Beobacht-
barkeit zusammenfillt, also ebenfalls als Erweiterung des klassischen Begriffs
angesehen werden kann:

4.5.2 Approximative 1-Beobachtbarkeit

SATZ UND DEFINITION 4.5.8 Das Kontrollsystem (A, C) heife auf [0, t] appro-
ximativ \-beobachtbar , falls eine Beobachtung y den Anfangszustand eindeutig
festlegt, wenn also V. injektiv ist. Dies ist dquivalent zu: Aus CT(-)x = 0 fast
tiberall auf [0, 1] folgt x = 0.

Beweis. Ist das System approximativ l-beobachtbar und gilt CT(-)x = 0 fast
tiberall auf [0, 7], so ist offenbar W.x = 0 und daher x = 0. Es sei umgekehrt
Y.x = 0. Wir betrachten eine mefSbare Menge I C [0, 1] mit positivem Mafs
und die Funktion e(t) := |I|-7214(t). Es ist also llelli= = 1. Nach der Defi-
nition der I-Norm folgt dann fiir das einelementige Orthonormalsystem {e},
daB8 || [; CT(s)xds|ly < 1|72 ||W-x||. = 0. Dies gilt fiir beliebige mefbare Mengen
positiven Mafles, also ist CT(-)x = 0 fast tiberall. Somit ist x = 0. O

123



4 Kontrolltheorie in Banachrdumen Teil 2

DEFINITION 4.5.9 Das Kontrollsystem (A, C) heifle auf R, approximativ 1—-
beobachtbar, falls W, injektiv ist, oder dquivalent, falls N := () _,ker ¥, = {0}
gilt.

>0

BEMERKUNG 4.5.10 Offenbar wird auch der Begriff der approximativen |-Be-
obachtbarkeit mit wachsendem Intervall [0, T] oder dem Grenzfall R, schwi-
cher. Exponentielle Stabilitidt, die wir in Bemerkung 4.5.2 dazu verwenden
konnten, von exakter 1-Beobachtbarkeit R diese auch auf hinreichend grofien
endlichen Intervallen zu erhalten, kann bei approximativer 1-Beobachtbarkeit
keine Rolle spielen:

BEISPIEL 4.5.11 Wir betrachten etwa X = L*(R, ), die durch Cf := f(]) f(t) dt
gegebene Beobachtung C : X — Y := C und die exponentiell stabile Halb-
gruppe (T(t)f)(s) := e *f(t + s). Als stetiger Operator auf X ist C wegen der
exponentiellen Stabilitdt der Halbgruppe nach Lemma 4.2.2 und 4.2.3 eine 1-
zuldssige Beobachtung fiir T(-). Weiterhin ist das System (A, C) zwar auf R,
aber offenbar auf keinem endlichen Intervall approximativ 1-beobachtbar.

LEMMA 4.5.12 Es seien T(-) eine analytische Halbgruppe mit Erzeuger —A
und C ein fiir A l-zuldssiger Beobachtungsoperator. Ist (A, C) fiir ein T > 0 auf
[0, T] approximativ 1-beobachtbar, so gilt dies fiir alle T > 0.

Beweis. Wir verwenden die Aquivalenz aus Definition 4.5.8. Zunichst ist we-
gen
CT(t)x = C(I+A) " (I+A)T(t)x

die Funktion CT(-)x fiir jedes x € X auf (0, c0) analytisch. Ist sie auf einem
Intervall [0, 1] identisch Null, so gilt dies folglich auf ganz R,. Damit ist die
Injektivitdt von W nicht vom gewdihlten Intervall abhdngig. O

4.6 1-Steuerbarkeit

Es sei im Folgenden —A Erzeuger einer stark stetigen beschrankten Halbgrup-
pe T(-) auf X, und B sei ein stetiger Kontrolloperator von U nach X_;. Um
O, : ([0, 7], U) — X fiir alle T > 0 stetig zu wissen, setzen wir B als l-zuldssig
voraus.
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4.6 1-Steuerbarkeit

4.6.1 Exakte 1-Steuerbarkeit

DEFINITION 4.6.1 Das System (A, B) heifle auf [0, 1] exakt \—steuerbar, falls jeder
beliebige Zustand in der Zeit T erreichbar ist, also falls @ surjektiv ist.

Offenbar ist das System (A,B) genau dann exakt l-steuerbar, wenn (®})’
injektiv ist und abgeschlossenen Wertebereich hat. Dies folgt aus dem dich-
ten Bild von @ zum einen und dem Satz vom abgeschlossenen Wertebe-
reich (siehe etwa [73, Theorem IV.5.1]) auf der anderen Seite. Damit folgt:
(A, B) ist genau dann exakt l-steuerbar, wenn ein y > 0 so existiert, dafs gilt
1(DF) x|l 12(10.41).uy = VIIX'|Ix- Es seien f € 1([0, ], U) und x’ € (X_7)’. Dann
gilt

(ug, (@)X = (@Tug,x") = (O f,x")

= (| T_i(s)Bf(s)ds,x’)

A
—~ ©

- j (5),BT_1(s)x) ds.
0

Unter Beachtung von Lemma 3.6.6 zeigt die Dichtheit der Operatoren u¢ in
L(L2([0,7]),U) also (OF)'x" = upr () fiir x’ € (X_1)’. Ist X ein reflexiver
Raum, so ist (X_1)" = [D(A')]; das System (A, B) ist also auf [0, T] genau dann
exakt l-steuerbar ist, wenn (A’, B’) auf [0, ] exakt l-beobachtbar ist.

Ist B € B(U, X), so ist nach [8, Theorem 4.1.5] ®. kompakt. Ist U also endlichdi-
mensional, X aber nicht, so kann (A, B) fiir kein B € B(U, X) exakt l-steuerbar
sein.

Analog zum endlichen Fall kann man auch exakte |-Steuerbarkeit auf R iiber
die Surjektivitit von @} erkldaren. Dieser Begriff ist schwicher als exakte 1-
Steuerbarkeit auf endlichen Intervallen: Ist ndmlich u ein Kontrollfunktion, fiir
die @Fu = x gilt, so ist fiir u(t) := u(t—t)1Ljo - (t)) offenbar O u = x.

4.6.2 Approximative |-Steuerbarkeit

DEFINITION 4.6.2 Das System (A, B) heifSe auf [0, t] approximativ 1-steuerbar,
falls von jedem Anfangszustand a € X jeder Zustand b € X in der Zeit T
approximiert werden kann, also falls @ in X dichten Wertebereich hat.
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Im Falle endlichdimensionaler Raume X, Y, U sind die Bilder von @, unab-
hédngig vom Zeitpunkt T > 0 (siehe etwa [74, Proposition 1.1]). Die folgende
Beobachtung von FATTORINI [14] erlaubt jedoch fiir analytische Halbgruppen
eine solche Unabhéngigkeit zu zeigen.

LEMMA 4.6.3 Es gilt x’ € R(®.)" beziiglich der Dualitit (X, X’) genau dann,
wenn B'T_;(-)'x" = 0 auf [0, T]. Fiir analytische Halbgruppen T(-) hingt daher
die approximative Steuerbarkeit nicht vom gewahlten Intervall [0, 7] ab.

Beweis. Es sei (O.u,x’) =0 fur alle u € ([0, 7], U). Die Wahl u = uy ® h fiir
Funktionen h € L?([0,1]) und uo € U zeigt, daf} stets

T
J h(t) <B/T,1 (t)/X/,uo>u/1u dt =0
0
gilt, woraus B'T_;(-)'x’ = 0 auf [0, 7] folgt. Umgekehrt folgt aus B'T_;(-)'x’ =0
zundchst, dafs x’ alle Elemente der Form @.(u ® h) annulliert. Die Dichtheit
derselben und die Stetigkeit von @, zeigen dann, wie erwartet x’ € R(®-)".
Die Analytizitdt von B'T_;(-)'x’ zeigt nun wegen des Identitdtssatzes die Zeit-

unabhéngigkeit der approximativen Steuerbarkeit. O

SATZ UND DEFINITION 4.6.4 Das System (A, B) heifSe auf R approximativ 1—
steuerbar, wenn @, dichten Wertebereich hat. Dies gilt genau dann, wenn jeder

Zustand in endlicher Zeit approximierbar ist, also falls der Erreichbarkeitsraum
R = U0 R(D<) dicht in X liegt.

Beweis. R sei dicht in X. Zu einem fest gewdhlten a > w.(T(t)) existiert ein
to > 0 so, daf fiir alle T > to gilt: ||T(t)e 27| < 5. Also ist F. = (I —
T(t)e 27)~! fiir alle T > t, ein [somorphismus in B(X). Ist ein solches T fixiert
und t = nt+s mit s € [0,7],n € Ny, so sei die Funktion u. definiert als
U (t) = u(nt+s) :=u(t—s)e *™. Es ist also

) 00 (n+1)T
Dou, = J T1(t)BuT(s)ds:ZJ T_1(t)Bu(s)ds

0 n—oJnt

(T(T)™ JOT T :(t)Bu(t—s)e *™ds

[
M

i
o

[
M

(T(t)e “")"®u=F, O, u.

i
o
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4.7 Input-Output Regularitat

Wir zeigen, daff @, dichten Wertebereich hat. Dazu sei x € X und ein € > 0
gewdhlt. Da F.x mit wachsendem T gegen x konvergiert existiert ein s > to
so, daff |[Fix — x| < £ und [[F|| < 2 fiir alle t > s gelten. Da R dicht ist,
gibt es ein 7o > 0 und ein u € ([0, 7], U) so, daf8 |[[x — @ u|| < 5. Es sei T
das Maximum von s und 1o. Da die Wertebereiche der Abbildungen ®. mit
wachsendem 7 (beziiglich der Inklusionshalbordnung) wachsen, konnen wir

ohne Einschrankung davon ausgehen, daff T = 1, gilt. Dann ist
|Pootr —x|| = [|[Fr@ru — x|| < ||[Fe®@u— Fox|| + ||[Fex — x|| < €,

woraus die eine Richtung folgt.

Umgekehrt nehmen wir an, R sei nicht dicht in X. Dann existieren x € X, e > 0
derart, dafs fiir alle T > 0 : dist(R(D),x) > €. Es sei S*: ([0, 7], U) — X durch
STu = ng(s)Bu(s)ds gegeben. Offenbar ist R(P.) = R(ST), sodaf’ fiir alle
T > 0 gilt: dist(R(ST),x) > € und daher dist(R(D,),x) > e. Dann aber hat @,
keinen dichten Wertebereich. O]

4.7 Input-Output Regularitit

Betrachten wir das Kontrollsystem

{x’(t)+Ax(t) = Bu(t),  x(0) =xo,
y(t) = Cx(t)

so stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen an A, B, C Kontroll-
funktionen u aus LP (R, U) eine beobachtete Losung y(t) = CT(t)xo+(CT(-)Bx*
u)(t) in L?(R,,Y) nach sich ziehen. Da der erste Summand bereits in der Dis-
kussion der [P—Zuldssigkeit in Abschnitt 2.3 behandelt wurde, konnen wir
xo = 0 annehmen.

Ist —A Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe auf X, so ist die Input-Output
Funktion F., durch Fo(u) := CT(:)B * u gegeben. Wir mochten diese als
Fouriermultiplikator auffassen (dies wurde in [33, Sect. 4] fiir den Spezialfall
B € B(X,Y) und B € B(U, X) bereits untersucht). Es liege also die imaginare
Achse mit moglicher Ausnahme des Nullpunktes in der Resolventenmenge
von A. Wir betrachten das Symbol & — C(i&+A_;) 'B: falls das Bild von B
und der Definitionsbereich von C insoweit zusammenpassen, daf$ fiir jedes
& # 0 der Operator C(i&+A_1) "B stetig von U nach Y abbildet, nennen wir
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die Input-Output Abbildung LP-regulir, falls F, stetig von LP(R,,U) nach
LP(R,,Y) abbildet.

Notwendig fiir die [P-Beschranktheit von F, ist nach [6, Proposition 1] die
R-Beschrianktheit des Symbols auf seinen Lebesgue-Punkten, also die R—Be-
schranktheit der Menge

[(CHE+A_1) 'B: £#£0} in B(U,Y). (4.7.1)

Sind U und Y UMD-Rdume, so besagt der Satz [68, Theorem 3.4], dafs die
zusétzliche Forderung der R-Beschranktheit der Operatoren

d .. _
{E—~CHE+A_) "B: £#£0}
dé
hinreichend ist, um die [P—Beschranktheit von F, sicherzustellen. Nun ist

ad%cuw\] ) 1B = —ig2CR(if, ~A) - £%2R(if, ~A_,)B,

woraus unmittelbar folgt:

SATZ 4.7.1 Essei —A Erzeuger einer R-beschréankten analytischen Halbgruppe
auf X, die Rdume U,Y haben die UMD-Eigenschaft und die Beobachtungs—
und Kontrolloperatoren B und C seien R-zulédssig. Dann ist die Input-Output
Abbildung F,, genau dann LP-reguldr, wenn die Menge (4.7.1) in B(U,Y) R-
beschrankt ist.

Nun konnen wir auch 1-Regqularitit der Input-Output Abbildung betrachten.
Diese sei gegeben, wenn der Faltungsoperator F,, stetig von L(R,,U) nach
L(R4,Y) abbildet. Wir fassen ., wieder als Fouriermultiplikator auf und er-
halten mit [37, Cor. 4.12] die Aquivalenz zur 1-Beschrénktheit der Menge in
(4.7.1). Die im LP-Falle notwendige Bedingung ist wegen Bemerkung 3.5.2 im
1-Fall also notwendig und hinreichend und zwar ohne weitere Bedingung an
die Raume U, X, Y.

Wir konnen nun die 1- und [P-Regularitdt unter gewissen Voraussetzungen
miteinander vergleichen: Sind U und Y UMD-Rédume, so haben sie notwen-
digerweise bereits nichttrivialen Typ und endlichen Kotyp (siehe [21, Lec-
ture II, Kap. 3]). Es fallen demzufolge in UMD-Rdumen die Begriffe von R-
Beschranktheit und 1-Beschrénktheit zusammen. Wir erhalten sofort
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KOROLLAR 4.7.2 Es sei X ein Banachraum endlichen Kotyps und U, Y UMD-
Rdume. Auf X sei eine l-beschrankte analytische Halbgruppe T(-) mit Erzeuger
—A gegeben. Sind B € B(U,X_;) und C € B(X;,Y) l-zuldssige Kontroll- bzw.
Beobachtungsoperatoren fiir A, so sind dquivalent:

(a) Die Input-Output Abbildung F, ist [P-regular.
(b) Die Input-Output Abbildung F,, ist l-regular.

(c) Die Menge in (4.7.1) ist 1-beschrankt.

4.8 Quasilineare Systeme

Es sei X ein Banachraum gegeben und Q C X eine offene Teilmenge. Aufier-
dem seien zwei weitere Banachrdaume Z, W derart gegeben, das Z C X C W
mit stetigen Einbettungen gilt. Es seien zwei operatorwertige Funktionen A :
Q — B(Z,W) und B : Q — B(U, W) gegeben. Weiter seien die Banachraume
Y, U gegeben und C € B(Z,Y) sowie F € B(Y,U). Wir betrachten das Kontroll-
problem

y(0) = Xo, X0 € Q

{x’(t)—I—A(X(t))x(t) = B(x(t))u(t)
y(t) = Cx(t),

und untersuchen die Losbarkeit des durch u(t) = Fy(t) riickgekoppelten Sy-
stems

{x/(t)+A(x(t))x(t) = B(x(t)) FCx(t) (QP)

x(0) = Xp, xo € Q.

4.8.1 Der [P-Fall

Als Strikte Losung des Problems (QP) auf [0, To] bezeichnen wir eine Funktion
x € WHP([0, Tol, W) N LP([0, Tol, Z) N C([0, Tol, X), die (QP) im Sinne der Gleich-
heit auf LP ([0, To], W), also fast tiberall, erfuillt.

Es seien zwei operatorwertige Funktionen

A € Lip(Q,B(Z,W)) und B € Lip(Q,B(U,W)) (HO)
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gegeben, und es sei Ay := A(xo) — B(xo)FC. Wir betrachten A, als linearen
Operator in W und verlangen, daff —A, eine analytische Halbgruppe auf W
erzeugt und Z = D(A,) mit einer zur Graphennorm von A, in W dquivalenten
Norm gilt. Wir nehmen an, der Teil Ax := Aplx von A in X sei Erzeuger
einer analytischen Halbgruppe Tx(-) auf X. Beziiglich Ax koénnen wir dann
die Rdume X; und X_; betrachten, und erhalten X; C Z sowie W C X_;.

Fiir die Losungen y des inhomogenen Cauchyproblems y’(t) + Aoy(t) = f(t),
y(0) = 0auf W, also fiir y(t) := f(t) T(t—s)f(s) ds fordern wir die Abschitzungen

[yllee(ro,m,2) < crllfllee(ro,m,w) (H1)
Iyllco,m,x) < c2llflliero,11,w) (H2)

mit Konstanten cy,c, > 0, die nicht von f abhdngen. Wegen Z = [D(A,)]w er-
halten wir aus (H1) die Abschitzung [|[Aoy|/rr(j0,11.w) < ¢1l/f]lLr(0,77,w), s0dal
wir die Abschétzung |[u’||ir(10,17,w) < 2¢1]|f||Lr (10,71, w) bekommen.

Schliellich gelte fiir die Losung des homogenen Problems y’(t) + Aoy(t) =
0, y(0) =x¢ die Abschitzung

lulle(0.11.2) < c3llxo0llx (H3)

fiir ein (von xo unabhédngiges) c3 > 0. Dann konnen wir den folgenden Satz
zeigen, der sich in der Beweisfiihrung stark an der Arbeit [5] von Clément und
Li orientiert:

SATZ 4.8.1 Es sei —Ap = B(xo)FC — A(xo) Erzeuger einer analytischen Halb-
gruppe T(-) auf W und D(A,) = Z. Fiir ein T > 0 gelten die Voraussetzungen
(HO)-(H3). Dann existiert ein Ty € (0, T] so, dafs das quasilineare Kontrollpro-
blem (QP) auf [0, Ty) eine eindeutige strikte Losung besitzt.

Beweis. Es sei w die Losung von w'(t) + Agw(t) = 0, w(0) = xo, also w(t) =
T(t)xo = Tx(t)xo. Damit ist w € C([0, T], X) klar. Wir setzen X := C([0, T],X) N
LP([0,T],Z)nW"P ([0, T], W) und versehen £ mit der Maximumsnorm der drei
Raumnormen. Wir betrachten fiir T, p > 0 die Teilraume

Yori={xeX: x(0) =xo und ||x —w|z < p}.

Wegen w € C([0, T], X) konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit anneh-
men, dafd {x(t) : x € L, 1,t € [0,T]} C Q gilt. Beachtet man dazu noch die
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Voraussetzung (H3), so folgt fiir alle p, T > 0: w € £, 1. Fiir x € X, 1 bezeich-
ne I'x die milde Losung des inhomogenen Cauchyproblems

{ 2/(t) + Aoz(t) = (Alxo)—A(x(t)))x(t) + (B(x(t))—B(xo)) FC x(t) (%)
z(0) = Xo

Ist x € L, so ist die rechte Seite von (x) wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen
A(-) € B(Z,W), B(-) € B(U,W) und FC € B(Z,U) ebenfalls in L?([0, T], W).
Aus den Voraussetzungen (H1) und (H3) erhalten wir fiir milde Losung z
von (x): z € LP([0,T], Z) und daher Ayz € LP([0, T], W). Dann muf$ aber auch
z' € LP([0, T], W) liegen, wir haben also z € WP ([0, T], W) N LP([0, T], Z). Aus
(H2) und w € C([0, T], X) schlieSlich folgt z € C([0, T],X) und damit I'x € X.
I'x ist also eine strikte Losung von (x). Konstruktionsgemafs ist x genau dann
eine Losung des betrachteten Problems (QP), wenn I'x = x gilt. Wir wollen auf
I' den Banachschen Fixpunktsatz anwenden.

Zunichst ist zu zeigen, daf$ T" fiir ein geeignetes T; € (0, T] und p; > 0 fiir alle
Po € (0,p1) und alle Ty € (0, T;) eine Selbstabbildung von X, 1, in sich ist.
Dazu betrachten wir I'x —w: Es 16st die Gleichung (*) mit Anfangswert xo =0,
sodaf$ wir mit (H1) und (H2) schliefsen konnen:

T =W oz < cr(([(A ) A G| 1017w
+H —B(x0)) FCXHU’([O T],W))’
1P = Wllegor < ea(ll(d ) ABD i 10w,
+H B(XO))FCXHLD([OT],W)) sowie

P =Wl

IN

3c1(H (x0)=A D] 13 1017,
+{|(B(x)=B(x0)JFCx|| ., (6

([0, T1,W)

T],W))'

Wir schétzen die rechten Seiten ab: zundchst ist wegen der Lipschitzstetigkeit
von A(-)

[[(A(0)=A G L 0.1 w9

IN

HA(XO)_A(X) HLOO([O,T},B(Z,W)) HXHLP([O,TLZ)

IN

LHXO_XHLOO([O‘T}‘X) ‘|X‘|Lp([0,ﬂyz)’
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ebenso ist
H B(xo) FCX”LP W)
< HB —bXo HLw([o,T],B(u,W)) IFCX{[ e (0,11,u)
< LHXO—X||L00([O‘T],X) IFCllB(z,w) [XllLe(10,71,2)-
Wir haben also ||I'x —w||z < const. ||xo—x||re(j0.77.x) |X][Lr(10,7],2). Nun ist zum
einen

Ixo—X|lL=(10,11,%) < [[Xo=W||Leo(10,71,%) + [[W—%]|L(10,71,%),

und fiir x € X, v wird der erste Ausdruck wegen der Stetigkeit von w klein,
wenn nur T klein wird, der zweite ist durch p nach oben beschriankt. Des
weiteren ist wegen (H3)

1x[[Lr0,11,2) < [x=Wl|Le(10,11,2) + [IWl[Lr(0,11,2) < 0+ c3llxo0llx

Insgesamt ist ||['’x—w||z < const. (||xo—W||L=(0,11.x)+P)(c3]|X0]|x+p), wir sehen
also, daf$ Zahlen p; > 0,T; € (0, T] so existieren, daB tiir beliebige po € (0, p1)
und Ty € (0,T;) die Menge X, 1, von I' in sich abgebildet wird.

Nun gilt es zu zeigen, dafi T fiir hinreichend kleine derartige po, To eine Kon-
traktion auf L, 1, ist. Dazu seien x,y € L, 1. Dann gilt fiir z := I'x — 'y als
Losung der Differentialgleichung

z'(t) + Aoz(t) = Alxo)(x —y)+Alyly — A(x)x+
B(xo)FC(y —x) + B(x)FCx — B(y)FCy
z(0) = 0.

nach (H1) und (H2) die Abschitzung
ITx — Tylz < (Ber+e2) (|[[A(xo)—A ()] (x—y)

+

]
](W_X)HLP([O,T],W]
)] riomw)

X)HLP 01w T
_I_

)HLP [0,T],W)
) +

e (0.1

X”LP([O,T],W))
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4.8 Quasilineare Systeme

Wegen der Lipschitzstetigkeit von A(-) und B(-) gilt nun

ITx = Tyllz < Berte2)L(1+ [FCI) (Ixo—x[lte (0,11, [X=Ylltr(0,11,2)
+2p|[x—yl|L=(10,11,%) + [X=Yll L= (10,71,%) [1X]

L ([0,T], Z))

Aus der Abschitzung zum Nachweis der Selbstabbildungseigenschaft wissen
wir bereits, daf8 ||xo — X||L= (0,17, x) flir hinreichend kleine T unabhingig von x
beliebig klein gemacht werden kann und ||x||Lr(j0,11,z) wegen (H3) beschrankt
ist. Auflerdem ist

X = Ylltr(r0,11,2) < X = Wlle(i0,11,2) + W —YllLe(0,11,2) < 20,

und schliefdlich ist auch

1x = Yllte=(r0,11,%) < [[x = Xol[t=e(10,11,%) + X0 — YllLe(10,11,%)
beliebig klein zu bekommen.

Insgesamt ist also durch geeignete Wahl von py € (0, p;] und Ty € (0, T;] damit
die Kontraktionseigenschaft von I' auf X, 1, gezeigt. Nach dem Banachschen
Fixpunktsatz existiert also auf [0, Ty) eine eindeutige Losung von (QP). O

Diskussion der Voraussetzungen (H1)-(H3): Wie oben bereits ausgefiihrt im-
pliziert die Bedingung (H1) die Abschitzungen

[AoYllLe(r0,11,w) < crllfllee(ro,m1,w) und [ly’[le 0,711,019 < 2¢1 [f]lLe (0,11, W),

mit anderen Worten, (H1) ist die Forderung nach maximaler LP-Regularitat
auf [0, T] fir Ay. Es sei w,, die Wachstumsschranke von T(-) und w der Sekto-
rialititswinkel von A,. Dann ist nach [6, Proposition 1] fiir jedes a > w,, und
0 € (w,n) die R-Beschrinktheit {(is+a+Ao) "' : s ¢ Sg} in B(W, Z) notwendig;
ist dartiberhinaus X ein UMD-Raum, so ist dies wegen Z = [D(A,)] nach [68,
Theorem 4.2] fiir (H1) bereits hinreichend.

Die Voraussetzung (H2) konnen wir so interpretieren, dafs die Identitat Idy,
ein LP-zuldssiger Kontrolloperator fiir fiir Ay auf endlichen Zeitintervallen be-
ziehungsweise ein [P—zuldssiger Kontrolloperator auf R, fiir Ay+e bei hin-
reichend groflem e ist. Dies ist dquivalent dazu, daf$ fiir jeden Banachraum
U jedes B € B(U,W) fiir Ag+e LP—zuldssig ist. Notwendig hierfiir ist nach
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Abschnitt 2.3 mit ¥,+Y, = 1 die Beschrénktheit der Menge {A”s (A+e+A,) B :
A > 0}. Wegen

(X) X—1 ‘AOJFG)]/p,oo

= {xeX_q1:sup [N (e+A0)(A+e+Ao)x||x , < o0}
A>0

= {xeX_y:sup ||?\]/“(?\+ e+Ao) 'x||x < oo}
A>0

fithrt dies auf die notwendige Bedingung
W — (X>X7],Ao+€)1/p)oo = (X’Xfl’AO)Vp,oo' (Hz,)

Geniigt A, einer LP—Abschdtzung gemaf (2.3.1), so ist sie auch hinreichend fiir
(H2).

Schliefidlich 1463t sich die Voraussetzung (H3) so interpretieren, dafd die Identitat
Idz : Z C W — Z ein LP-zuldssiger Beobachtungsoperator fiir Ap+e auf R,
fiir hinreichend grofle € ist, oder dquivalent, daf$ fiir beliebige Banachraume
Y jedes C € B(Z,Y) ebenfalls LP-zuldssig fiir Ay+e ist; wie oben ist hierfiir
die Beschrinktheit der Menge {A'~/»C(A+e+A,)~" : A > 0} notwendig. Nach
Satz 2.5.6 ist also die folgende Einbettung notwendig fiir die Giiltigkeit von
(H3):

(X>X1,Ao+e)1/p)] = (X>X1,Ao)1/p‘1 — Z, (H?’,)

die im Falle von L9-Abschitzungen fiir Aj auf X’ auch hinreichend ist.

Wenn wir den Beweis von Satz 4.8.1 nochmals betrachten, so fillt auf, dafd wir
den Raum W' eigentlich nur benutzt haben, um einen geeigneten Losungs-
begriff des quasilinearen Kontrollproblems (QP) zu erhalten. Ist A(x) = A
dagegen konstant, so erhalten wir ein semilineares Problem, namlich

(SP)

x'(t) + Ax(t) = B(x(t)) FCx(t)
x(0) = Xp.

Als milde Losung bezeichnen wir eine Funktion x € C([0, T],X) N L?([0,Tl, Z),
die der Integralgleichung

t

x(t) = T(t)xo —I—J T(t—s)B(x(s)) FCx(s)ds
0

gentiigt. Dann konnen wir durch Modifikation des Beweises von Satz 4.8.1 das
folgende Ergebnis erhalten:
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SATZ 482 Es sei A(x) = A, B(-) € Lip(Q,B(U,W)) und es sei —Ay :=
B(xo)FC — A Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe T(-) auf W. Die Ein-
schrankung Tx auf X sei ebenfalls stark stetig mit Erzeuger —Ax und es sei
T > 0. Unter den Voraussetzungen (H1)-(H3) existiert dann fiir jedes xo € Q
ein Tp € (0, T] derart, dafs das semilineare Problem (SP) auf [0, Ty) eine eindeu-
tige milde Losung besitzt.

BEMERKUNG 4.8.3 Die Voraussetzungen (H1)—-(H3) sind etwa fiir Z =W =X
erfiillt, und wir erhalten aus dem obigen Satz eine spezielle Version von [54,
Theorem 6.1.2]. Die Forderung W = X léfst sich nach [47] weiter abschwéchen,
allerdings ist dies nur fiir nicht-reflexive Raume X von Bedeutung:

Es sei T(-) als exponentiell stabil vorausgesetzt. Wir bezeichnen mit

Fo={xeX,: sup|T_i(t)x —x|x_, < oo}
t>0

die extrapolierte Favard-Klasse von T_;(:), die mit der kanonischen Norm
x|, =sup,_, [|[T=1(t)x —x|/x_, versehen wird. Ist X reflexiv, so gilt F_; =X,
im allgemeinen jedoch ist X C F_;. In [47, Prop. 3.3] wird der folgende Satz
gezeigt:

Es sei A Erzeuger einer exponentiell stabilen stark stetigen Halbgruppe T(-)
auf X. Dann existiert ein M > 0 so, daf3 fiir alle f € L'(R,,F_;) und t > 0
gelten:

(a) (T_1 *£)(t) € X und es gilt |(T_y * F)(t)]x < M|l (1000
(b) Tim [|(T 1+ £)(8)]x = 0.
t—0+

Es sei W = F_;. Dann konnen wir mit (S,f)(t) = f(t + h) wie folgt auf (H2)
schliefSen: es ist
|| (T_ysf) (tHh) — (T ) (1) ||
= || T (DT ) (h) + (T-g * (Snf—1))|

(a)

< HT—1 (t)(T—1*f)(h)Hx + MHShf_f||U((o,t),F,1)'

Die starke Stetigkeit der Halbgruppe T(-), (b) und die starke Stetigkeit der
Translationshalbgruppe S, lassen T_;xf € C([0, T], X) schlieBen. Aus (a) folgt
dann fiir f € LP([0, T], W)

1
1T % f]| e om0 < MU0 1wy < MT [l 10,11,w),
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es gilt also (H2). Wegen Z = X erhalten wir hieraus sofort auch (H1). Schliefs-
lich ist (H3) wegen Z = X ebenfalls erfiillt.

4.8.2 Der 1-Fall

Als Néchstes wollen wir Satz 4.8.1 auf 1-Rdume {ibertragen. Dazu sei I im
folgenden ein offenes Intervall in R. Da wir anstelle von (I, X) die Vervoll-
standigung 1(L?(1), X) betrachten miissen, um den Banachschen Fixpunktsatz
anwenden zu koénnen, passen wir zundchst den Losungsbegriff an:

DEFINITION 4.8.4 Es sei u € 1(L?(I),X). Wir schreiben u’ € 1(L%(I), X), falls
die durch u’(@) = —u(e’) fiir ¢ € Z(I) gegebene distributionelle Ableitung
u’ € 2'(1,X) eine stetige Fortsetzung 1 : L?(1) — X hat und diese ein Element
von L(L?(1), X) ist. Wir schreiben der Einfachheit halber wieder u’ € 1(L%(I), X).

Es sei Q C X eine offene Teilmenge und Z C X C W mit stetigen Einbettungen.
Fiir zwei l-beschrankte operatorwertige Funktionen A : Q — B(Z,W) und
B:Q — B(U, W) gelte fiir Zahlen L,R > 0 und alle r € (0, R)

L{A(x) —Alxo) : [[x —xollx <7}) < Lv —
(HO)
L({B(x) —B(xo) : [[x —xo|lx <7}) < L.

Wir betrachten wieder Ay := A(xo) — B(x0)FC als linearen Operator in W und
verlangen, dafs —A, Erzeuger einer analytischen Halbgruppe T(-) sei, fiir den
Z = D(Ap) mit einer zur Graphennorm von A, in W dquivalenten Norm gelte.
Wir nehmen an, Ax := Ay|x sei Erzeuger einer analytischen Halbgruppe Tx(-)
auf X. Beziiglich Ax konnen wir dann die Rdéume X; und X_; betrachten, und
erhalten X; C Z sowie W C X_;.

Fir Losungen y des inhomogenen Cauchyproblems y’(t) + Aoy(t) = f(t),
y(0) = 0 auf W, also fur y(t) = f; T(t — s)f(s) ds fordern wir die Abschat-
zungen

1Yllviom,z) < crllfllo,m,w) (H1)
lyllco,m,x) < c2llfllio,11,w) (H2)

mit Konstanten c;,c, > 0 die nicht von f abhdngen. Wie im LP-Fall erhalten
wir aus (HT1) zusétzlich die Abschatzung ||u’||v0,11.w) < 2¢1/f]lv(10,71,w)-
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Schliefilich gelte fiir die Losung des homogenen Problems y'(t) + Aoy(t) =
0,y(0) = xo, also fiir y(t) = T(t)xo die Abschitzung

Iullico,m1,2) < csllxollx (H3)

tiir ein von xo unabhdngiges c3 > 0.

Wir betrachten das Problem

{uHA(f(-))uf — B(f(-)) FCus

f(0) = Xo, xo € Q (@)

in 1(L2([0, T]), W). Dabei sei A(f(-)) die durch

.
A(f())ug(h) == L A(f(t))g(t)h(t) dt

gegebene Abbildung von 1(L%([0,T]), Z) nach (L*([0,T]),W) und mit B(f(-))

die entsprechende Abbildung von L(L?([0, T]), U) nach 1(L*([0, T]), W).

Als Losung von (QP*) bezeichnen wir dann ein x = us mit f € C([0, T], X), fiir
das us € Y(L?([0,T1), Z) und u} € YL?([0, T]), W) gelten und das (QP*) erfiillt.

SATZ 4.8.5 Es sei —Ay = B(xo)FC—A(xo) Erzeuger einer analytischen Halb-
gruppe T(-) auf W. Fiir ein T > 0 gelten die Voraussetzungen (HO)~(H3). Dann
existiert ein Ty € (0,T] so, daf8 das quasilineare Kontrollproblem (QP*) auf
[0, Ty) eine eindeutige Losung besitzt.

Beweis. Der Beweis verlduft vollig analog zu demjenigen von Satz 4.8.1. An-
stelle der Lipschitzstetigkeit verwenden wir die Voraussetzung (HO) in Kom-
bination mit Satz 3.5.8:

Es sei w die Losung von w’'(t) + Agw(t) = 0, w(0) = xo, also w(t) = T(t)xo.
Wir setzen L := {f € C([0,T],X) : us € Y(L%([0,T]),Z) und u} € Y(L2([0, T], W)}
und versehen L mit der Maximumsnorm der drei Raumnormen. Fiir p, T > 0
betrachten wir

Lot ={xeX: x(0)=x%xound ||x —w|z < p}.

Dann sind £ und Z, t fiir p, T > 0 Banachraume. Nach (H3) ist dann w €
([0, T, Z), daher auch w’ € (L?([0, T]), W), und w € C([0, T], X) folgt aus der
Analytizitdt der Halbgruppe. Damit gilt w € L, 1 fiir beliebige p, T > 0.
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Wir konnen wegen w € C([0, T], X) ohne Beschrankung der Allgemeinheit an-
nehmen, daf$ {x(t) :x € L, r,t € [0, T]} C Q gilt. Fiir x € L, 1 bezeichne I'x die
milde Losung des inhomogenen Cauchyproblems

Z'(t) + Aoz(t) = (Alxo)=A(x(t)))x(t) + (B(x(t))—B(xo)) FCx(t)
z(0) = X (*)
= Xo.

Mit (H1) und (H2) kénnen wir fiir x € £ auch I'x € X folgern, die milde Losung
ist also eine Losung von (*) im obigen Sinne. Konstruktionsgemafs ist x genau
dann Losung von (QP*) in 1([0, Ty), Z), wenn I'x = x gilt. Wir wollen auf I' den
Banachschen Fixpunktsatz anwenden.

Zunidchst ist zu zeigen, dafd T" fiir ein geeignetes T; € (0, T] und p; > 0 fiir
alle pp € (0,p7) und alle Ty € (0, T;) eine Selbstabbildung von X, 1, in sich
ist. Dazu betrachten wir 't —w: es 16st die Gleichung (*) mit Anfangswert 0,
sodafs wir mit (1T1) und (FTZ) folgern konnen:

HFX_WHI([O,T],Z) < a(fr ) x))le o ThW)
+|| —B(x0))FCx|, OT},W))’
I =wlleomnx < e(la ) ACX|yg0,11m)
+H B(XO))FCXHL([O,T},W)) sowie
M) =Wl o mwy < 201(” (x0)=A G Xy 10,71,
+[[ (BB (x0)FCx|[ 017 10 )-

Wir schétzen die rechten Seiten ab: zunéchst ist wegen (ﬁb)

(A Lxo)=A Ly 1017w

< A=A | (0.1 82wy IXlIi0,71,2)
= LHXO_XHLW([O,T],X) 1xlv(10,71,2)
und
1(BO=BxoJFCx[ 01y,
= HB X0 HLoo([o,T],B(u w)) IFCx{[1(10,m1,w)
< Lon—XHLm([O,T],X) IFCllB(z,u) xlw(10,71,2)-
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Wir haben also ||[T'x —w||z < const. ||xo—x||L<(10,11.x) |X|[1(0,77,2)- Nun ist zum
einen

X0 Lo (0,11,%) < [IXo=Wl[Leo(10,11,%) + [W—X|| L (10,71,%),

und fiir x € £, v wird der erste Ausdruck wegen der Stetigkeit von w klein,
wenn nur T klein wird, der zweite ist durch p nach oben beschridnkt. Des
weiteren ist wegen (H3)

1x/lv(10,71,2) < [[x=Wlli(10,11,2) + [[Wll1(10,11,2) < 0+ c3lx0llx-

Insgesamt ist also ||[T'’x —w||z < const. (||xo —W||L=(0,71.x) + P)(C3]|x0||x + p), Wir
sehen also, daf$ Zahlen p; > 0, T; € (0, T] derart ex1st1eren daf fur po € (0, p1)
und Ty € (0, Ty) die Menge X, 1, von I' in sich abgebildet wird.

Nun gilt es zu zeigen, daf$ " fiir hinreichend kleine po, To > 0 eine Kontrak-
tion ist. Dazu seien x,y € X, . Dann gilt fiir z :== 'x — 'y als Losung der
Differentialgleichung

z'(t) + Aoz(t) = Alxo)(x —y) +Alyly — Alx)x+
B(xo)FC(y —x) + B(x)FCx — B(y)FCy
z(0) = 0.
nach (1T1) und (ﬁv2) die Abschdtzung

ITx — Tyl|z < (3er+c2) ([[[Alxo)—A ()] (x—y)]|

(o, 1,w) T

A(X)](U—W)“Lv([o,T],w]+

>

o]

+

o]

[
]

]
A
|
[
|
[

Wegen (HO) gilt nun

ITx —Tyllz < (cr4e2)L(T 4 [FCI) (Ixo—x|le(10,11,%) [X—Yll1(10,71,2)
+20[x=yllt=(10,711,%) + [X=Yllt=(10,71,%) [1X[lu(10,71,2))-
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Aus der Abschitzung zum Nachweis der Selbstabbildungseigenschaft wissen
wir bereits, daf8 ||xo — X||L=(0,17,x) flir hinreichend kleine T unabhingig von x
beliebig klein gemacht werden kann und ||x||i(j0,11,z) wegen (H3) beschrankt
ist. AufSerdem ist

X —=Yllvo,m,2) < X = Wlluo,1,2) + W —Yllo,11,2) < 2p,

und schliefdlich ist auch

1% = YllLeoi0,11,%) < [Ix = %olleo(10,11,%) + X0 — YllL=(10,71,%)
beliebig klein zu bekommen.

Insgesamt ist also durch geeignete Wahl von py € (0,p;] und Tp € (0, T;] da-
mit die Kontraktionseigenschaft von I' auf L, 1, gezeigt. Nach dem Banach-
schen Fixpunktsatz existiert also auf [0, Tp) eine eindeutige Losung von (QP*)
in 1([0, To), Z). O

Diskussion der Voraussetzungen Wir betrachten den Fall, daff Ax ein 1-
sektorieller Operator vom Typ w; < 7/, sei und 0 € p(Ax) gilt. Die Halbgruppe
Tx(-) ist also als exponentiell stabil vorausgesetzt.

Dann ist (H1) erfiillt, da die hierfiir notwendige und hinreichende Bedingung
der 1-Beschrinktheit von {(i§+Ax)™" : & # 0} (siehe Abschnitt 4.7) stets er-
fallt ist: Da hg(t) := exp(i&t) in L*(R) gleichméflig beschrankt ist, folgt die
Behauptung aus

(o.¢]

(iE+Ax) 'x = J he (1) T(t)x dt
0

mit Lemma 3.5.7.

In Analogie zum LP-Fall 1af3t sich (ﬁé) so interpretieren, daf$ die Identitdt Idyw,
ein l—zuldssiger Kontrolloperator auf [0, T] fiir Ao, bei exponentieller Stabili-
tat damit auch auf R, ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dafs fiir beliebige
Banachraume U jedes B € B(U, W) l—zuldssig ist. Daher ist die folgende Be-
dingung notwendig fiir (H2): fiir alle Banachriume U mit der (o)-Eigenschaft
und B € B(U, W) ist die Menge

A2(A+Ao) 'B:A >0} C B(U, Z)

l-beschrénkt. Entsprechend koénnen wir auch (I—A{j%) so interpretieren, daf} die
Identitdt Id; : Z C W — Z ein l-zuldssiger Beobachtungsoperator auf [0, T]
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fiir Ay, bei exponentieller Stabilitdat damit auch auf R, ist. Daher ist fiir alle
Banachrdaume Y und C € B(Z,Y) die l-Beschranktheit der Menge

A2C(AAo)" ' : A >0} C B(W,Y)

notwendig. Geniigen A, und Aj quadratischen 1-Abschitzungen, so sind die-
se beiden Bedingungen auch hinreichend. Wir erinnern, daff auf Réumen W
endlichen Kotyps quadratische 1-Abschédtzungen fiir A, und A nach Satz 3.9.6
dquivalent zu einem beschrankten H*-Kalkiil von A, sind.

Schliefslich stellen wir die Bedingungen (ﬁf)) und (HO) einander gegeniiber:
Wihrend Lipschitzstetigkeit eine eher einfach nachzuweisende Eigenschaft dar-

stellt, wirkt die Bedingung (HO) eher abschreckend. Andererseits sind fiir die
notwendigen Bedingungen (H2), (H3) im LP-Falle fiir p # 2 keine brauchba-
ren Charakterisierungen bekannt, sodafs man den schwierigen Nachweis von

(HNO) als den Preis betrachten kann, den man fiir die besser zu handhabenden
Bedingungen (H2) und (H3) bezahlen muf.
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