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V
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anfangen, über ihn zu spotten [. . . ] (Lk 14, 28–30)
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Kurzfassung

Moderne Fahrerassistenzsysteme setzen eine räumliche Erfassung des Fahrzeugumfeldes voraus. Als
Sensoren werden dabei neben Radarsensoren auch Laserscanner eingesetzt, die eine hohe Winkelauf-
lösung bei nahezu konstanter Entfernungsauflösung bieten. Es ist Aufgabe der Signalverarbeitung, aus
den Messungen, Lidar-Daten genannt, das Fahrzeugumfeld zuverlässig und genau zu rekonstruieren.

Zur Rekonstruktion des Umfeldes werden Lidar-Daten, die mit großer Wahrscheinlichkeit vom glei-
chen Objekt herrühren, gruppiert. Mit Hilfe der folgenden Messungen werden die Objekte zeitlich
verfolgt. So wird es möglich, die Bewegung dieser Objekte zu schätzen und deren zukünftige Position
zu prädizieren. Entscheidend sind dabei der relative Abstand und die relative Bewegung dieser Objekte
in Bezug zum eigenen Fahrzeug.

Diese Arbeit untersucht bestehende Ansätze zur Mehrzielverfolgung und bewertet diese hinsichtlich
ihrer Eignung für Fahrzeuge. Der hiervon abgeleitete Algorithmus, der Messungen gruppiert und die
zugehörigen Objekte verfolgt, wurde erfolgreich auf Lidar-Daten getestet. Aufbauend auf dieser Sig-
nalverarbeitung wird analysiert und gezeigt, wie der Einfluss stochastischer Messfehler auf die Ab-
standsschätzung mit statistischen Methoden verringert werden kann. Zusätzlich treten auch determi-
nistische Fehler infolge der Relativbewegung zwischen gemessenem Objekt und Fahrzeug auf. Deren
Einfluss wird quantifiziert, und es wird gezeigt, wie die deterministischen Fehler mit Zusatzwissen voll-
ständig kompensiert werden können. Der letzte Abschnitt erweitert die Lidar-Signalverarbeitung von
einer Abstandsschätzung auf eine vollständige Bewegungsschätzung, wobei die typische Bewegung
eines Fahrzeuges berücksichtigt wird. Das vorgestellte rekursive Verfahren wurde erfolgreich getestet
und erzielt eine höhere Genauigkeit als das konventionelle Verfahren.

Schlagworte: Laserscanner – statistisches Verfahren – rekursive Zustandsschätzung

Abstract

Advanced driver assistance systems require a spatial perception of the field around the car. Besides
radar sensors, lidar scanners are used; these provide a high angular resolution and an almost constant
distance resolution. The objective of lidar signal processing is to reconstruct the field around the car
with high reliability and accuracy.

In order to reconstruct this field, lidar data likely to result from the same object are clustered. Based on
the successive measurements, objects are tracked over time. Thus, it is possible to estimate the motion
of these objects and to predict their future position. Critical to this are the distance and the motion of
these objects in relation to the ego-car.

This thesis examines existing multi-target tracking algorithms and evaluates their suitability for auto-
motive applications. Based on this evaluation, an algorithm is derived which clusters measurements
and tracks the corresponding objects. This was tested successfully on real lidar data. It is analysed and
demonstrated how the influence of random measurement errors on the distance estimation can be mini-
mised through statistical procedures. Also occurring are deterministic errors due to the relative motion
between scanned object and car. Their influence is quantified and it is explained how the determini-
stic errors can be compensated for completely with the use of additional knowledge. The last section
extends lidar signal processing from distance estimation to a complete motion estimation considering
the typical motion of a car. The recursive procedure put forward here was tested successfully and its
accuracy is higher than that of the conventional approach.

Keywords: Lidar scanner – statistical procedure – recursive state estimation
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1 Einleitung

1.1 Einordnung der Arbeit

Moderne Fahrzeuge sind mit zahlreichen Sensoren ausgestattet, die sowohl sicher-
heitskritische Funktionen als auch Komfortanwendungen ermöglichen. Bekanntes
Beispiel einer sicherheitskritischen Funktion ist das Antiblockiersystem (ABS).
Sicherheitskritische Funktionen setzen Sensoren voraus, die physikalische Grö-
ßen, wie z. B. bei ABS die Raddrehzahlen, zuverlässig erfassen. Während sich
einfache Funktionen auf die Überwachung des eigenen Fahrzeuges beschränken,
erfordern komplexere Funktionen die räumliche Erfassung des Fahrzeugumfeldes.
Bei Adaptive Cruise Control (ACC), einem Tempomaten mit Abstandsüberwa-
chung, werden mit einem Radarsensor der Abstand und die Relativgeschwindig-
keit von Objekten, die sich vor dem Fahrzeug befinden, gemessen. Mit der kon-
tinuierlichen Erfassung und Überwachung dieses Bereichs kann das ACC-System
eine drohende Kollision frühzeitig erkennen und gegebenenfalls Gegenmaßnah-
men, wie z. B. Bremsen, einleiten.

Radarsensoren liefern neben dem Abstand eines Objektes auch dessen Relativ-
geschwindigkeit. Da die Winkelauflösung der in Fahrzeugen verwendeten Radar-
sensoren jedoch gering und der Sichtbereich klein ist, ist eine genaue Erfassung
des Fahrzeugumfeldes ausschließlich mit Radarsensoren nicht möglich. Radarsen-
soren werden deshalb häufig zusammen mit Videokameras verwendet, da diese
eine hohe Winkelauflösung haben. Anstelle dieses Fusionsansatzes bietet sich der
Einsatz eines Laserscanners an. Dieser misst über die Laufzeit eines sehr kurzen
Laserpulses, der an einem Objekt im Strahlengang reflektiert wird, die Entfernung
dieses Objektes. Der periodisch abgestrahlte Laserpuls wird zusätzlich durch einen
Spiegel abgelenkt, so dass der Laserscanner den Sichtbereich mit hoher Winkel-
auflösung abtastet. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde in Kooperation mit
dem Forschungszentrum Karlsruhe ein miniaturisierter Laserscanner aufgebaut
[Kap04, Bru05, Kap06b]. Dabei wird der Laserpuls durch einen oszillierenden
Minispiegel abgelenkt, wodurch sich gegenüber den rotierenden Makrospiegeln
bestehender Systeme eine Bauraumersparnis ergibt [Bru04, Bru06a, Bru06b].

Laserscanner und Radarsensor beruhen beide auf dem Laufzeitprinzip, d. h. sie
messen die Entfernung eines Objektes über die Laufzeit (engl. time of flight), die
ein abgestrahlter Laserpuls bzw. eine abgestrahlte elektromagnetische Welle vom
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Sensor zum Objekt und nach der Reflexion zurück zum Sensor benötigt. Die bei-
den Sensortypen unterscheiden sich jedoch in ihrem Frequenzbereich (Laserscan-
ner: 33,3 · 1015 Hz, Radar: 77 · 109 Hz) und der bevorzugten Modulationsart. Wäh-
rend Laserscanner für Fahrzeuge gepulst betrieben werden, um unter Wahrung der
Augensicherheit (Laserschutzklasse 1 [Las01]) eine möglichst große Reichwei-
te und Empfindlichkeit zu erreichen, werden Radarsensoren oft frequenzmodu-
liert betrieben. Somit kann bei Radarsensoren der Doppler-Effekt zur Messung
der Relativgeschwindigkeit genutzt werden, während bei gepulsten Laserscannern
i. Allg. nur die Entfernung gemessen wird.

Ein Laserscanner tastet das Fahrzeugumfeld mit einer hohen Winkelauflösung ab,
so dass ein Objekt während eines Scans mehrmals gemessen wird. Um aus den
Messungen, d. h. den Lidar-Daten, auf die vorhandenen Objekte schließen zu kön-
nen, werden Messungen, die mit großer Wahrscheinlichkeit von einem einzigen
Objekt stammen, gruppiert. Das zugehörige Objekt wird auf Basis der folgenden
Lidar-Datenframes über der Zeit verfolgt, wobei mit Frame sowohl ein einzelner
Scan als auch die in diesem Scan gewonnenen Messungen bezeichnet werden.
Durch die zeitliche Verfolgung eines Objektes kann dessen Relativgeschwindig-
keit geschätzt werden. Kritisch dabei sind sowohl die Zuordnung der Messungen
zu den einzelnen Objekten als auch die Bewegungsschätzung für die Objekte.

Bild 1.1 zeigt zwei Frames einer Lidar-Datensequenz, die im Abstand von ca.
67 ms aufgenommenen wurden. Der Sichtbereich des Laserscanners hat einen Öff-
nungswinkel von ca. 40◦, und die maximale Sichtweite beträgt ca. 100 m, wobei
in Bild 1.1(a) und Bild 1.1(b) jeweils nur ein Ausschnitt von ca. 50 m Länge zu
sehen ist. Zu Beginn sind nur die Messungen des ersten Frames bekannt, die in
Bild 1.1(a) abgebildet sind. Da der Abstand zwischen den einzelnen Objekten in
diesem Beispiel ausreichend groß ist, können die Messungen zuverlässig auf Basis
ihres geometrischen Abstandes geclustert werden. Die Relativbewegung ist jedoch
noch unbekannt. Erst wenn Messungen eines weiteren Frames vorliegen, ist eine
Bewegungsschätzung möglich. Hierfür muss ein zeitlicher Zusammenhang zwi-
schen den Messungen der unterschiedlichen Frames hergestellt werden. Ist die
Wiederholfrequenz des Laserscanners hoch, kann der zeitliche Zusammenhang
einfach hergestellt werden, wie Bild 1.1(b) zeigt.

Dieses Datenassoziationsproblem, d. h. das Herstellen eines räumlichen und zeit-
lichen Zusammenhanges zwischen den Messungen, wird jedoch schwierig, wenn

• die Messungen stark verrauscht sind,

• der Abstand der Objekte gering ist,

• die Relativverschiebung zwischen zwei Frames groß ist,
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(a) Messungen des ersten Frames (b) Messungen des ersten (rot) und zwei-
ten Frames (blau), die im Abstand
∆t≈67 ms aufgenommen wurden

Bild 1.1: Für eine zuverlässige Objektverfolgung muss ein räumlicher und ein zeit-
licher Zusammenhang zwischen den Lidar-Messungen hergestellt werden. Grüne
Ellipsen umschließen zusammengehörende Messungen (rote und blaue Punkte),
schwarze Kreise markieren Objekte, die neu auftauchen oder den Sichtbereich ver-
lassen.

• die räumliche Ausdehnung der Objekte groß ist,

• Objekte im Sichtbereich auftauchen oder andere diesen verlassen.

Für das zeitgleiche Verfolgen mehrerer punktförmiger Objekte in verrauschten
Lidar-Messungen gibt es zahlreiche Algorithmen [Bla99, BS00]. Ist das Mess-
rauschen klein und die Dichte der Fehlmessungen (Clutter) sehr gering, eignen
sich der Nearest-Neighbor-Algorithmus [Bla99] und der Joint-Probabilistic-Data-
Association-Algorithmus (JPDA) [For83] gut zur Mehrzielverfolgung. Bei mitt-
lerer Clutterdichte werden Multihypothesenansätze verwendet, z. B. der Multi-
Hypothesis-Tracking-Algorithmus (MHT) [Rei79], die jedoch einen sehr hohen
Rechenaufwand erfordern. Bei sehr hoher Clutterdichte erweisen sich moderne
Ansätze wie z. B. Finite Set Statistics (FISST) [Goo97, Mah01], die eine Auftren-
nung in Datenassoziation und Tracking vermeiden, als vielversprechend.

Im Gegensatz zum Verfolgen punktförmiger Objekte ist das Verfolgen ausge-
dehnter Objekte in verrauschten Lidar-Messungen ein verhältnismäßig junges For-
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schungsthema [BS00]. Da die räumliche Ausdehnung der Objekte größer als der
Abstand der Objekte sein kann, ist der zeitliche Zusammenhang der Messungen
bei der Datenassoziation besonders wichtig. Moderne Ansätze verwenden para-
metrische [Gil05] und nichtparametrische Modelle [Käm05] für die Objektdaten.

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Lidar-Signalverarbeitung für Fahr-
zeuge. Dabei erfasst ein Laserscanner das Fahrzeugumfeld, wobei die Messungen
zwar nur schwach verrauscht sind, der relative Abstand der im Sichtbereich vor-
handenen Objekte jedoch gering im Vergleich zu ihrer räumlichen Ausdehnung
sein kann. Aufgabe der Signalverarbeitung ist es, die Lidar-Messungen auf Ba-
sis eines räumlichen oder zeitlichen Zusammenhanges zuverlässig zu Objekten zu
gruppieren, die Hindernissen, z. B. vorausfahrenden Fahrzeugen, entsprechen. Für
„einfache“ Systeme wie das ACC-System genügt es, zuverlässig und genau den
Abstand dieser Hindernisse zu bestimmen. Für komplexere Systeme, die das ge-
samte Fahrzeugumfeld erfassen, um drohende Kollisionen rechtzeitig erkennen zu
können, muss neben dem Abstand auch die Relativgeschwindigkeit der Hinder-
nisse zuverlässig und genau ermittelt werden. Neben diesen Anforderungen an die
Signalverarbeitung muss bedacht werden, dass das Ergebnis der Signalverarbei-
tung, d. h. der Abstand und die Relativbewegung der anderen Objekte, möglichst
in Echtzeit (d. h. in 33,3 ms) vorliegen sollte. Daraus folgen die Ziele der vorlie-
genden Arbeit.

1.2 Ziele der Arbeit

Ziel 1: Untersuchung und Bewertung bestehender Ansätze zur Mehrzielver-
folgung

Das erste Ziel der vorliegenden Arbeit ist eine Untersuchung und Bewertung be-
stehender Ansätze zur Mehrzielverfolgung auf Basis von Lidar-Messungen. Dabei
werden die in den Standardwerken [Bla99, BS00] beschriebenen Verfahren bezüg-
lich ihrer Eignung für die Anwendung für Fahrzeuge und ihres Rechenzeitbedarfs
untersucht. Auf Basis dieses bewertenden Vergleichs werden Empfehlungen für
gut geeignete Algorithmen abgeleitet, die in einem Rechnerprogramm umgesetzt
und getestet werden.

Im Gegensatz zu der in Standardwerken gewählten verbalen Darstellung der Mehr-
zielverfolgung wird in Kapitel 2 zur Beschreibung eine neuartige mengenbasierte
Darstellung eingeführt. Diese Beschreibung ermöglicht eine kompakte Darstel-
lung, die einen leicht verständlichen Zugang zur Mehrzielverfolgung eröffnet und
eine direkte Umsetzung in einem Rechnerprogramm ermöglicht.
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Ziel 2: Verbesserte Abstandsschätzung mit statistischem Ansatz

Bild 1.2(a) und Bild 1.2(b) zeigen Messungen, die vom Heck eines vorausfahren-
den Fahrzeuges stammen und in einem zeitlichen Abstand von 66,7 ms aufge-
nommen wurden. Obwohl die Messungen vom gleichen Objekt stammen, haben
die Punktwolken eine unterschiedliche Form, so dass der Abstand des Hecks nur
unsicher geschätzt werden kann. Eine zuverlässige und genaue Abstandsinforma-
tion ist jedoch wichtig für Fahrerassistenzsysteme wie ACC. Deshalb untersucht
Kapitel 3, wie die Genauigkeit1 der Abstandsschätzung auf Basis eines einfachen
geometrischen Objektdatenmodells mit einem Regressionsansatz verbessert wer-
den kann.

(a) Die fünfzehn Messungen des Hecks im
ersten Frame

(b) Die zwölf Messungen des Hecks im
zweiten Frame

Bild 1.2: Messungen des Fahrzeughecks in den ersten beiden Frames

Ziel 3: Verbesserte Abstandsbestimmung durch Kompensation der Relativ-
bewegung

Eine Relativbewegung zwischen dem Laserscanner und einem vorausfahrenden
Fahrzeug, das gescannt wird, führt zu einer Deformation der gescannten Kon-
tur. Aus diesem Motion-Scan-Effekt resultieren deterministische Fehler in der
Abstands- und Lagebestimmung, wie Bild 1.3 zeigt. Dabei wird ein Fahrzeug mit
1,7 m breitem Heck gescannt, das sich mit 36 km/h vom Sensorfahrzeug ent-
fernt. Eine genaue und zuverlässige Abstands- und Lagebestimmung ist jedoch

1Die Genauigkeit umfasst die Richtigkeit, deren Maß der Bias ist, und die Präzision, deren Maß
die Standardabweichung oder Varianz ist [Sch97].
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Voraussetzung für Fahrerassistenzsysteme, die die Relativbewegung anderer Fahr-
zeuge überwachen, um drohende Kollisionen erkennen zu können. Deshalb ana-
lysiert Kapitel 4, wie der deterministische Effekt, den die Relativbewegung auf
Abstands- und Lagebestimmung hat, vollständig kompensiert werden kann. Dabei
werden einfache Objekt- und Bewegungsmodelle formuliert, und es wird gezeigt,
unter welchen Randbedingungen alle Modellparameter bestimmt werden können,
so dass der deterministische Motion-Scan-Effekt vollständig kompensiert werden
kann. Hierbei wird auch der Nutzen von praktisch relevantem Zusatzwissen unter-
sucht.

Bild 1.3: Synthetische Lidar-Messungen (rot) eines Fahrzeuges, das sich entfernt.
In blau ist die wahre Lage des Hecks zum Scanende, in grün die Ausgleichsgerade
eingezeichnet. Der Abstandsfehler beträgt ∆d und der Winkelfehler ∆ψ.

Ziel 4: Schätzen der Bahn und Geschwindigkeit eines Fahrzeuges aus einer
Lidar-Datensequenz

Laserscanner dienen in erster Linie der Abstandsmessung. Durch eine geeignete
Signalverarbeitung, wie sie Kapitel 2 beschreibt, kann zusätzlich die Bewegung ei-
nes Fahrzeuges bestimmt werden. Dabei werden jedoch weder die Einspurkinema-
tik des Fahrzeuges noch die gemessene Objektkontur angemessen berücksichtigt,
so dass die ermittelte Bewegung entweder ungenau oder unsicher ist. Kapitel 5
analysiert deshalb, wie die Bewegung eines Fahrzeuges zuverlässig und genau aus
einer Lidar-Datensequenz ermittelt werden kann. Aus den Messungen von zwei
aufeinanderfolgenden Frames wird die Relativverschiebung τl und die RotationRl
des Fahrzeuges bestimmt. Für eine Sequenz ergibt sich eine Folge {(τl, Rl)}k−1

l=0

von Translationen τl und Rotationen Rl, die kompakt mit einem parametrischen
Bewegungsmodell beschrieben werden kann. Der Zusammenhang zwischen der



1.3. GLIEDERUNG DER ARBEIT 7

Folge {(τl, Rl)}k−1
l=0 und dem parametrischen Bewegungsmodell ist am Beispiel

der Klothoide in Bild 1.4 dargestellt. Kapitel 5 untersucht einen Ansatz, der in ei-
nem Schritt die Parameter für die komplette Sequenz bestimmt, und einen zweiten
Ansatz, der die Parameter rekursiv mit einem Kalman-Filter schätzt.

(a) Nichtparametrisches Bewegungsmo-
dell: Folge von Translationen τl und
Rotationen Rl mit Drehwinkel αl

(b) Klothoide als Beispiel eines parame-
trischen Bewegungsmodells

Bild 1.4: Zusammenhang zwischen einer Datensequenz und den Parametern eines
Klothoidenmodells, das die Fahrzeugbewegung beschreibt

1.3 Gliederung der Arbeit

Kapitel 1 ordnet die vorliegende Arbeit ein, beschreibt die wesentlichen Elemente
der Lidar-Signalverarbeitung und formuliert die Ziele der Arbeit.

Kapitel 2 untersucht die Mehrzielverfolgung. Dabei wird für die Beschreibung ei-
ne neuartige mengenbasierte Darstellung gewählt, die einen einfachen Zugang zur
Problematik eröffnet. Die für die Signalverarbeitung erforderlichen Operationen
Datenassoziation und Trackmanagement werden untersucht, und Empfehlungen
für eine Realisierung werden ausgesprochen. Tests der vorgeschlagenen Realisie-
rung mit realen Lidar-Messungen zeigen deren Eignung und ermöglichen eine Ab-
schätzung des Rechenzeitbedarfs.

Kapitel 3 analysiert, wie die Abstandsschätzung in stochastisch verrauschten
Lidar-Messungen mit einem Regressionsansatz verbessert werden kann. Hier-
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zu wird ein statistisches Sensormodell formuliert, von dem ein ML-Schätzer
zur Schätzung einer Geraden abgeleitet wird. Die Gerade dient als geometri-
sches Modell einer Fahrzeugseite. Die Statistik des ML-Schätzers und eines
LS-Schätzers werden untersucht und asymptotische Eigenschaften werden bewie-
sen. Die Schätzfehler bei endlicher Messpunktzahl werden mit Großzahlexperi-
menten abgeschätzt.

Kapitel 4 untersucht den deterministischen Einfluss der Relativbewegung auf die
Abstandsbestimmung aus Lidar-Messungen. Eine qualitative Beschreibung die-
ses Effektes wird durch eine quantitative Analyse ergänzt, die zeigt, dass die Pa-
rameterfehler infolge der Approximation des Scanvorgangs u. U. größer als die
statistischen Schätzfehler sind. Deshalb wird dargelegt, wie der störende Effekt
der Relativbewegung für ein einfaches Modell der Fahrzeugkontur und -bewegung
vollständig kompensiert werden kann. Dabei wird auf die Verwendung von Zu-
satzwissen eingegangen, das die Kompensation stützen oder verbessern kann.

Kapitel 5 untersucht, wie die Bewegung eines Fahrzeuges aus einer Lidar-
Datensequenz zuverlässig und genau geschätzt werden kann. Da die Messungen
stochastisch verrauscht sind und das wahre Bewegungsmodell unbekannt ist, han-
delt es sich um ein Approgressionsproblem, das mit einem LS-Ansatz gelöst wird.
Umfasst die Sequenz einen längeren Zeitraum, können sich die Bewegungspara-
meter des Fahrzeuges ändern. Deshalb wird gezeigt, wie die Parameter mit einem
Kalman-Filter geschätzt werden können.

Kapitel 6 fasst die wesentlichen Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammen.
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2 Untersuchung und Bewertung
bestehender Ansätze zur
Mehrzielverfolgung

Einleitung

Aufgabe der Mehrzielverfolgung (engl. multi target tracking) ist es, mehrere Ob-
jekte auf Basis verrauschter Messungen zuverlässig über der Zeit zu verfolgen.
Dabei muss sowohl innerhalb eines Datenframes ein räumlicher als auch zwischen
zeitlich aufeinanderfolgenden Datenframes ein zeitlicher Zusammenhang herge-
stellt werden. Die Mehrzielverfolgung besteht zum einen aus dieser Datenasso-
ziation und zum anderen aus dem Trackmanagement, das die Anzahl verfolgter
Objekte (engl. tracks) der Zahl gemessener Objekte anpasst.

In der vorliegenden Arbeit wird für die Mehrzielverfolgung eine neuartige men-
genbasierte Darstellung eingeführt, die gegenüber der in Standardwerken [Bla99,
BS00] gebräuchlichen verbalen Beschreibung einen leichteren Zugang zur Proble-
matik der Mehrzielverfolgung bietet. Die abstrakte Darstellung kann einfach in
einem Rechnerprogramm umgesetzt und auf eine konkrete Anwendung angepasst
werden.

Der zweite Teil des Kapitels untersucht und bewertet Ansätze zur Mehrzielverfol-
gung hinsichtlich ihrer Eignung für die Lidar-Signalverarbeitung in Fahrzeugen.
Während in den Standardwerken [Bla99, BS00] die unterschiedlichen Zugänge
nur beschrieben werden, leitet dieses Kapitel Empfehlungen für Algorithmen ab,
die in einem Rechnerprogramm umgesetzt werden.

2.1 Mengenbasierte Darstellung der Signalverarbei-
tung

Die Mehrzielverfolgung kann einfach und übersichtlich mit Hilfe von Mengen dar-
gestellt werden, wie es in Bild 2.1(a) zu sehen ist. Zentrales Element ist dabei der
Begriff Track. Unter einem Track Ti={Ti,κ}kκ=ki

wird eine Folge von Mengen
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Ti,j von Messungen verstanden, die eine eindeutige Tracknummer i und einen
Startzeitpunkt ki besitzt. Die Indexmenge Bi,k gibt an, welche Messungen zj,k im
k-ten Frame dem i-ten Track zugeordnet werden, d. h. Ti,k={zj,k | j ∈ Bi,k}. Die
Nummern der Tracks, denen im k-ten Frame mindestens eine Messung zugeord-
net wird, werden in der Indexmenge Ik der aktiven Tracks zusammengefasst, d. h.
Ik={i | Bi,k 6=∅}.

Messungen
{z1,k, . . . , znk,k}

Assoziation
{Bi,k | i ∈ Ik}

Tracks auftrennen
Tk := Tk ∪ TS

k

Tracks verschmelzen
Tk := Tk \ TF

k

k := k + 1

(a) Darstellung auf Mengenebene

Messungen

NN-Assoziation und
Clustern

Tracks überprüfen

Tracks aktualisieren und
prädizieren

Verdeckungslogik,
Tracks beenden

k := k + 1

Tracks verschmelzen
verschmolzene Tracks

aktualisieren

(b) Darstellung auf Operationenebene

Bild 2.1: Übersicht der Signalverarbeitung für die Mehrzielverfolgung: Bild 2.1(a)
verwendet die in diesem Abschnitt gewählte mengenbasierte Darstellung.
Bild 2.1(b) stellt die zugehörigen Funktionen dar, die in Abschnitt 2.2 beschrie-
ben werden.

Die Signalverarbeitung umfasst die Datenassoziation, d. h. die Zuordnung der
Messungen zj,k zum jeweils „besten“ Track Ti. Ein zweiter Bestandteil der Sig-
nalverarbeitung ist das Trackmanagement, das die Zahl |Ik| aktiver Tracks an die
Zahl gemessener Objekte anpasst. Ein funktionierendes Trackmanagement setzt
eine zuverlässige Datenassoziation voraus.

2.1.1 Datenassoziation

Die Datenassoziation ordnet die nk Messungen Zk={z1,k, . . . , znk,k} des aktuel-
len Frames über die IndexmengenBi,k den Tracks Ti zu (siehe Bild 2.1(a)). Bei der
Assoziation muss sichergestellt werden, dass alle Messungen {zj,k | j ∈ Bi,k}, die
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dem gleichen Track Ti zugeordnet werden, vom gleichen Objekt stammen. Wei-
terhin muss dieses Objekt identisch sein mit dem Objekt, von dem die Messungen
{zm,k−1 |m ∈ Bi,k−1} im letzten Frame stammen. Die Datenassoziation stellt so-
mit sowohl einen räumlichen als auch einen zeitlichen Zusammenhang zwischen
den Messungen her.

Da es sich bei der Mehrzahl der gescannten Objekte um räumlich zusammenhän-
gende Starrkörper handelt, sind auch die Messungen der einzelnen Objekte räum-
lich „zusammenhängend“. Umgekehrt weist eine lokale Häufung von Messungen
auf ein Objekt hin. Erschwert wird die Datenassoziation, wenn die Messungen
verrauscht sind, die Objekte nur einen geringen Abstand haben oder wenn Tei-
le eines Objektes nicht gemessen werden. Deshalb wird bei der Bestimmung der
Indexmengen Bi,k neben dem räumlichen auch der zeitliche Zusammenhang be-
rücksichtigt. Da die Lidar-Datenframes in einem geringen zeitlichen Abstand von
66,7 ms aufgenommen werden, ändern sich die Bewegungsrichtung und die Ge-
schwindigkeit der Objekte aufgrund ihrer Massenträgheit zwischen zwei Frames
kaum. Somit kann aus den letzten Messungen Ti,k−1 eines Tracks Ti die zukünf-
tige Position des zugehörigen Objektes geschätzt werden, so dass ein zeitlicher
Zusammenhang hergestellt werden kann.

Während der räumliche Zusammenhang auf Basis eines einzigen Frames herge-
stellt wird, setzt der zeitliche Zusammenhang voraus, dass das Objekt bereits ge-
messen wurde. Deshalb werden Messungen von Objekten, die zuvor nicht sichtbar
waren, auf Basis ihres Abstandes geclustert. Können alle Messungen in einem
Cluster zusammengefasst werden, wird aus diesem Cluster Tineu,k ein neuer Track
Tineu ={Tineu,k} mit Startzeitpunkt kineu =k gebildet. Die Tracknummer ineu ergibt
sich aus der bisher höchsten Tracknummer imax zu ineu = imax+1. Werden die Mes-
sungen in mehrere Cluster unterteilt, wird analog vorgegangen. Die neuen Tracks
werden in der Menge T+

k zusammengefasst.

Bild 2.2 zeigt die Datenassoziation für drei aufeinanderfolgende Datenframes
(zeitliche Abfolge rot–blau–grün). Bild 2.2(a) gibt den ersten Frame der Sequenz
wieder. Tracks sind somit noch nicht bekannt, und die Messungen werden auf Ba-
sis ihres Abstandes geclustert und bilden neue Tracks. Dabei wird das Objekt in
der Mitte, ein Fahrzeug, in zwei Tracks unterteilt. In Bild 2.2(b) sind die Messun-
gen der drei Frames zu sehen, aus denen die Relativbewegung der Straßenpfosten
abgelesen werden kann. Da die Messrate hoch ist, ist die Relativverschiebung in-
nerhalb eines Frames gering, so dass ein zeitlicher Zusammenhang zwischen den
Messungen der einzelnen Frames gut hergestellt werden kann. Damit können auch
die zwei Tracks, die das Fahrzeug beschreiben, zusammengefasst werden.
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(a) Clustern der Messungen aus
Frame 1 auf Basis der Mahalanobis-
Distanz (2.2b) (Cluster radial
ausgerichtet)

(b) Clustern der Messungen der
Frames 1 bis 3 (rot–grün–blau):
Durch den zeitlichen Zusam-
menhang können die Messungen
des Fahrzeuges richtig geclustert
werden.

Bild 2.2: Räumlicher und zeitlicher Zusammenhang der Messungen

2.1.2 Trackmanagement

Das Trackmanagement passt die Zahl |Ik| aktiver Tracks der Anzahl der gemesse-
nen Objekte an. Auf Basis der aktiven Tracks Ti wird überprüft, ob Tracks hinzu-
gefügt, bestätigt oder beendet werden.

• Tracks werden hinzugefügt, wenn in der Datenassoziation Messungen kei-
nem Track zugeordnet werden können, da sie von Objekten stammen, die
bisher verdeckt oder außerhalb des Sichtbereichs waren. Die Menge der ak-
tiven Tracks vergrößert sich um I+

k .

Tracks kommen auch hinzu, wenn Tracks aufgetrennt werden müssen, da
die Messungen des Tracks von zwei oder mehreren Objekten stammen. Die
Menge der dadurch entstehenden neuen Tracks wird mit ISk bezeichnet.

• Tracks werden beendet, wenn die zugehörigen Objekte den Sichtbereich ver-
lassen haben. Ein Indiz hierfür ist, dass den Tracks im Assoziationsschritt
keine Messungen zugeordnet werden können und die auf Basis der letzten
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Messungen prädizierte Position des Objektes außerhalb des Sichtbereichs
liegt. Die Menge der aktiven Tracks verringert sich um I−k .

Tracks werden ebenfalls beendet, wenn sie über mehrere Frames nicht ge-
messen wurden, da dann die Unsicherheit über die Position des zugehörigen
Objektes zu groß ist. Die Menge dieser Tracks wird mit IVk bezeichnet.

Tracks können auch wegfallen, wenn sie mit anderen Tracks verschmolzen
werden. Tracks werden verschmolzen, wenn der zeitliche Zusammenhang
der zugehörigen Messungen groß ist, d. h. wenn die Bewegung der Tracks
sehr ähnlich ist, selbst wenn ein direkter räumlicher Zusammenhang nicht
hergestellt werden kann. Die Menge der Tracks, die infolge Verschmelzung
wegfallen, heißt IFk .

• Die restlichen Tracks werden bestätigt, und ihre Tracknummer wird in die
Indexmenge Ik übernommen.

Damit ergibt sich die aktuelle Trackindexmenge Ik aus der alten gemäß

Ik = Ik−1 ∪
(I+
k ∪ ISk

) \ (I−k ∪ IVk ∪ IFk
)
, (2.1)

was in Bild 2.3 dargestellt wird.

Bild 2.3: Venn-Diagramm der Indexmenge Ik, die sich aus Ik−1 ergibt, wenn
die Mengen der beendeten, verdeckten und fusionierten Tracks abgezogen und die
Mengen der neuen und aufgetrennten Tracks hinzugefügt werden

In der Praxis gibt es zahlreiche Anforderungen an die Datenassoziation und das
Trackmanagement:

• Sind die Messungen verrauscht und tritt Clutter auf, ist die Unsicherheit der
Datenassoziation groß. Dabei werden u. U. zu viele Tracks neu initialisiert
oder vorhandene Tracks zu früh beendet, da ihnen keine Messung zuge-
ordnet werden kann. Eine zuverlässige Datenassoziation und ein zuverlässi-
ges Trackmanagement müssen gewährleisten, dass vorhandene Tracks auch
in Clutter fortgesetzt werden. Zusätzlich müssen neu auftauchende Objekte
frühzeitig entdeckt und von Clutter unterschieden werden.
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• Bewegen sich Objekte über einen längeren Zeitraum sehr ähnlich, werden
die zugehörigen Tracks verschmolzen, obwohl es sich eigentlich um zwei
physikalisch getrennte Objekte handelt (Untersegmentierung). Weichen die
Bewegungen anschließend voneinander ab, muss das Trackmanagement den
Track wieder auftrennen und möglichst die „alten“ Trackidentitäten wieder
herstellen.

• Zerfallen die Messungen eines schlecht reflektierenden, räumlich ausge-
dehnten Objektes in zwei Cluster, wird das Objekt durch mehrere Tracks
beschrieben (Übersegmentierung). Da es sich um dasselbe Objekt handelt,
stimmen die Bewegungen überein, so dass bei geringem Messrauschen die
Tracks nach einiger Zeit verschmolzen werden sollten.

• Ist ein Objekt verdeckt, wird es nicht mehr gemessen. Dennoch soll der
Track fortgeführt werden, bis das Objekt wieder sichtbar ist, den Sichtbe-
reich verlassen hat oder die Positionsschätzung zu unsicher ist.

2.2 Beschreibung der Operationen

Während der letzte Abschnitt die Mehrzielverfolgung abstrakt beschreibt, unter-
sucht dieser Abschnitt bestehende Ansätze zur Mehrzielverfolgung und bewertet
diese hinsichtlich ihrer Praktikabilität. Dabei wird auf die mengenbasierte Dar-
stellung zurückgegriffen. Bild 2.1(b) gibt die in der vorliegenden Arbeit gewählte
Realisierung einer Mehrzielverfolgung für Lidar-Messungen wieder [Kap06a].

2.2.1 Datenassoziation

Gesucht ist die Operation Datenassoziation, welche die nk neuen Messungen
Zk={z1,k, . . . , znk,k} den zuletzt aktiven Tracks {Ti | i ∈ Ik−1 ∪ IVk−1} zuord-
net, wobei auch die verdeckten Tracks berücksichtigt werden. Messungen, die kei-
nem Track zugeordnet werden können, werden geclustert und bilden neue Tracks.

Datenassoziation ohne Vorkenntnis: Clustern

Das Clustern fasst die Messungen zi,k auf Basis eines Abstandsmaßes zusammen.
Die Messungen sind aufgrund des scannenden Messprinzips als Matrix angeord-
net, so dass für die Messungen Nachbarschaften definiert sind. Das Clustern ein-
zelner Lidar-Datenframes wird seit langem untersucht, so dass zahlreiche Ansätze



2.2. BESCHREIBUNG DER OPERATIONEN 15

zur Verfügung stehen [Hoo95, Hoo96]. Dabei können lokale und globale Ansätze
sowie nichtparametrische und parametrische Ansätze unterschieden werden.

Die Daten können auf Basis lokaler Eigenschaften wie dem euklidischen Ab-
stand oder der lokalen Krümmung geclustert werden [Hof87]. Aufgrund der lo-
kalen Kriterien sind diese Verfahren jedoch nicht in der Lage, Teilverdeckun-
gen eines Objektes zu erkennen, und führen häufig zu Übersegmentierung. Des-
halb werden ihnen manchmal globale Verfahren nachgeschaltet, deren Kriterien
größere Nachbarschaften berücksichtigen, z. B. mit Hilfe des Bereichswachstums
[Bel02, Sil03].

Neben den nichtparametrischen Verfahren auf Basis lokaler Eigenschaften gibt
es parametrische Verfahren, welche die Messungen mit geometrischen Modellen
beschreiben [Kap05a]. Das gleichzeitige Schätzen der Objektzahl und der Modell-
parameter kann dabei als robustes Schätzproblem behandelt werden, z. B. mit dem
Adaptive-Scale-Sample-Consensus-Schätzer [Wan04], oder es kann mit Hilfe des
Expectation-Maximization-Algorithmus’ (EM) [Dem77] gelöst werden [Wei97].
Alternativ können kleine Bereiche zunächst lokal durch quadratische Formen be-
schrieben werden, ehe sie zu größeren geometrischen Objekten verschmolzen wer-
den [Jia96].

In einfach strukturierten Umgebungen mit nur wenigen geometrischen Modellen,
z. B. Linien oder planaren Strukturen beim RoboCup [Ioc00], werden spezielle
Verfahren eingesetzt, u. a. die Hough-Transformation [Hou62, Dud72] und Split-
and-merge-Techniken [Gut00, Gut01]. Eine Übersicht zu diesen Verfahren bieten
[Kir92, Gut02].

Die Mehrzahl der genannten Verfahren wurde für hochauflösende Laserscanner
mit geringem Messrauschen entwickelt. Bei den in Fahrzeugen verwendeten La-
serscannern steht dagegen eine möglichst große Reichweite bei gleichzeitiger Au-
gensicherheit, großem Sichtbereich und hoher Scanfrequenz im Vordergrund. Die
horizontale Winkelauflösung ist dagegen mit nur ca. 0,1◦ niedrig, und die Stan-
dardabweichung der Entfernungsmessung ist mit σr=0,1 m groß. Zusätzlich sind
die Objekte bis zu hundert Meter entfernt, so dass je Objekt nur wenige Messungen
vorliegen.

Damit ergeben sich die folgenden Empfehlungen für das Clustern der Lidar-
Messungen:

• Da je Objekt nur wenige Messungen vorliegen, die stark verrauscht sind,
können die Daten nicht geglättet werden. Deshalb kann als lokales Kriterium
nur der Abstand, nicht jedoch die Krümmung, genutzt werden.

• Da die Winkelauflösung niedrig ist, kommt als parametrisches Objektdaten-
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modell nur die Gerade in Frage, die i. Allg. eine schlechte Approximation
der Messungen ist. Deshalb scheidet ein modellbasiertes Clustern aus.

• Gut geeignet ist ein lokaler Ansatz, der die Messungen auf Basis ei-
nes geometrischen Distanzmaßes clustert. Dabei werden zwei Messungen
zi,k und zj,k dem gleichen Track Tm zugeordnet, wenn es Messungen
zn1,k, . . . , znl,k gibt, die Tm zugeordnet werden und mit den Messungen
zi,k und zj,k so angeordnet werden können, dass der Abstand von zwei auf-
einanderfolgenden Messungen höchstens ∆ beträgt:

i, j ∈ Bm,k ⇔ ∃n1, . . . , np, np+1, . . . , nl∈Bm,k :(‖zi,k−zn1,k‖6∆
) ∧ . . . ∧ (‖znp+1,k−znp,k‖6∆

)
(2.2a)

∧ . . . ∧ (‖zj,k−znl,k‖6∆
)
.

Ein mögliches Abstandsmaß ist die durch die euklidische Norm ‖ · ‖2 indu-
zierte Metrik, die den geometrischen Abstand zweier Punkte angibt. Bei Lidar-
Messungen ist es jedoch u. U. vorteilhaft, anstelle des euklidischen Abstandes die
Mahalanobis-Distanz in Polarkoordinaten zu verwenden, da diese das Messprin-
zip des Laserscanners (vgl. Abschnitt 3.1) berücksichtigt und Vorteile bei flachen
Einfallswinkeln hat:

‖zj,k−zi,k‖ =





‖zj,k − zi,k‖2 euklidischer Abstand,
√(

∆r
∆ϕ

)T (
σ2
r 0

0 σ2
ϕ

)−1(
∆r
∆ϕ

)
Mahalanobis-Distanz

(2.2b)

mit den Abkürzungen ∆r=rj,k−ri,k und ∆ϕ=ϕj,k−ϕi,k. Hierbei sind
(ri,k, ϕi,k)T die Polarkoordinaten der Messung zi,k=(xi,k, yi,k)T mit der Koor-
dinatentransformation

(
xi,k
yi,k

)
=
(−ri,k sinϕi,k

ri,k cosϕi,k

)
,

(
ri,k
ϕi,k

)
=




√
x2
i,k + y2

i,k

arctan
(− xi,k/yi,k

)


 , (2.2c)

und σr und σϕ bezeichnen die Standardabweichung der Messungen r und ϕ. Das
gewählte Koordinatensystem ist in Bild 2.4 abgebildet.

Im Clusterprozess wird die minimale Zahl |Ik| aktiver Tracks gesucht, so dass jede
Messung zi,k über die IndexmengeBm,k einem aktiven Track Tm zugeordnet wird.
Die Indexmengen Bi,k müssen dabei Gl. (2.2a) erfüllen und paarweise disjunkt
sein, Bi,k ∩ Bj,k=∅ für i 6=j, d. h. jede Messung zi,k wird genau einem Track
Tj zugeordnet. Diese Datenassoziation ist hier gut geeignet, da das Messrauschen
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Bild 2.4: Zusammenhang zwischen kartesischen Koordinaten (xi, yi) und Polar-
koordinaten (ri, ϕi)

im Verhältnis zum Abstand der Objekte i. Allg. klein ist und Fehlmessungen sehr
selten sind.

Die minimale Clusterzahl kann gefunden werden, indem für jede Messung die
Mahalanobis-Distanz zu jeder anderen Messung bestimmt wird. Bei 327 Scan-
winkeln und sechs Scanebenen bzw. 1 962 maximal möglichen Messungen müs-
sen jedoch über 1 000 000 Abstände berechnet werden. Es ist deshalb effizienter,
für jede Messung nur den Abstand zu Messungen in einer Nachbarschaft zu be-
stimmen, die durch die Matrixstruktur der Lidar-Messungen vorgegeben ist. Der
gewählte Cluster-Algorithmus ist in Algorithmus 2.1 dargestellt, wobei die Mes-
sungen der Vierernachbarschaft von zi,k mit zi(j),k; j=1, . . . , 4 bezeichnet wer-
den. Messpaare, deren Abstand einen festgelegten Schwellwert ∆ unterschrei-
tet, werden in die Adjazenzmatrix A eingetragen. Zuletzt wird die zugehörige
Wegematrix WA=sgn

(
A1+A2+· · ·+An0

)
berechnet, aus der die Indexmen-

gen Bi,0 bestimmt werden. Dabei bezeichnet sgn( · ) die elementweise Matrix-
Signumfunktion.

Bild 2.5 zeigt zwei Ausschnitte einer realen Lidar-Datensequenz, in der ein Fahr-
zeug mit ca. 32 m Abstand vor dem Sensor-Fahrzeug fährt. Die Messungen des
Fahrzeuges sind rot, die Messungen der Straßenpfosten schwarz markiert. Die Bei-
spiele zeigen, dass die Messungen stark verrauscht sind und die charakteristische
Form des Fahrzeughecks ungenau wiedergeben. Die Messungen werden deshalb
auf Basis ihres Abstandes geclustert. In Bild 2.5(a) ist der Abstand der Objekte
groß und das Clustern unkritisch. In Bild 2.5(b) wird jedoch zusätzlich zum Heck
unter flachem Winkel die Fahrzeugseite gemessen. Da der Abstand zwischen den
Messungen von Heck und Seite in der Größenordnung der Abstände zwischen
Heck und Straßenpfosten liegt, werden in diesem Fall die Messungen des Fahr-
zeuges übersegmentiert. Die Übersegmentierung kann nur unter Berücksichtigung
des zeitlichen Zusammenhanges beseitigt werden.
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Algorithmus 2.1: Cluster-Algorithmus
Daten: Zk={z1,k, . . . , znk,k}, Bk={1, . . . , n}, A=0nk×nk
Ergebnis: Indexmengen B1,k, . . . ,B|Ik|,k
for i = 1 to nk do

for j = 1 to 4 do
if ‖zi(j),k − zi,k‖ < ∆ then

Ai,i(j) =1, Ai(j),i=1

W = sgn
(∑nk

i=1A
i
)

; /* sgn(A)=
(

sgn(A1,1) sgn(A1,2) ···
··· ··· ···

)
*/

i := 0
for j = 1 to nk do

if
{
m | (m ∈ Bk) ∧ (Wj,m = 1)

} 6= ∅ then
Bi+1,k =

{
m | (m ∈ Bk) ∧ (Wj,m = 1)

}
Bk := Bk \ Bi+1,k

i := i+ 1

(a) Ausschnitt aus Frame 1 (b) Ausschnitt aus Frame 11

Bild 2.5: Beispiele für Lidar-Messungen

Datenassoziation mit Vorwissen

Bei der Datenassoziation mit Vorwissen sind zusätzlich zum aktuellen Datenframe
auch die vorangegangenen Frames und deren Assoziationsergebnis bekannt. Für
die Messungen kann somit sowohl ein räumlicher als auch ein zeitlicher Zusam-
menhang hergestellt werden. Das Datenassoziationsproblem für die Mehrzielver-
folgung ist gut untersucht, und es stehen zahlreiche Algorithmen zur Verfügung.



2.2. BESCHREIBUNG DER OPERATIONEN 19

Eine Übersicht bieten [Bla99, BS00]. Während bei der Einzielverfolgung (engl.
single target tracking) die Objektzahl bekannt ist, ist sie bei der Mehrzielverfol-
gung i. Allg. unbekannt.

Die Ansätze zur Mehrzielverfolgung unterscheiden sich in der Art der Datenasso-
ziation. Messungen können einem Track hart oder weich zugeordnet werden, wo-
bei bei einer harten Datenassoziation eine Messung höchstens einem Track zuge-
ordnet wird, während sie bei einer weichen Assoziation gewichtet mehreren Tracks
zugeordnet werden kann. Die Ansätze unterscheiden sich weiterhin in der Form,
wie sie das Vorwissen berücksichtigen. Während einfache Ansätze die Datenas-
soziation auf Basis der vergangenen Frames vornehmen, führen andere mehrere
Assoziationshypothesen weiter und stellen die Entscheidung zurück, bis weitere
Datenframes eine sichere Zuordnung ermöglichen. Eine vollständige Taxonomie
der Algorithmen zur Mehrzielverfolgung bietet [Pul05]. Im Folgenden werden die
drei bekanntesten Algorithmen eingeordnet:

• Der einfachste Algorithmus für die Mehrzielverfolgung ist der Nearest-
Neighbor-Algorithmus (NN-Algorithmus) [Bla99]. Er ordnet die Messung
xj,k hart dem Track Ti zu, dessen prädizierter bzw. geschätzter Position sie
am nächsten ist. Dabei wird unter Prädiktion die Schätzung eines zukünf-
tigen Objektzustandes auf Basis vergangener Messungen verstanden. Der
NN-Algorithmus versagt, wenn das Messrauschen im Verhältnis zum Ab-
stand der Objekte groß oder die Clutterdichte hoch ist.

• Bei geringer Clutterdichte ist der probabilistische Joint-Probabilistic-Data-
Association-Algorithmus (JPDA) [For83] gut geeignet, der auf Basis der
letzten Frames die Messungen den Tracks gewichtet zuordnet. Da die
Berechnung der Zuordnungswahrscheinlichkeiten aufwendig ist, werden
unwahrscheinliche Datenassoziationen durch einen Gating-Prozess ausge-
schlossen, der nur Messungen berücksichtigt, die der prädizierten Objekt-
position nahe sind.

• Ist die Clutterdichte hoch, werden Multihypothesenansätze wie Multi-
Hypothesis-Tracking (MHT) [Rei79] verwendet. MHT ist eine harte As-
soziationsmethode, die mehrere Assoziationshypothesen weiterverfolgt, bis
eine eindeutige Zuordnung möglich ist. Der Rechenaufwand dieses Algo-
rithmus’ wächst mit der Zeit stark an [Bla99].

Die genannten Algorithmen wurden für quasi-punktförmige Objekte entwickelt,
d. h. Objekte, deren räumliche Ausdehnung in der Größenordnung der Sen-
sorauflösung liegen. Liegt die Ausdehnung der Objekte jedoch in der Größen-
ordnung der Objektabstände, muss die Objektgeometrie berücksichtigt werden,
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wofür es sowohl parametrische [Gil05] als auch nichtparametrische Ansätze
[Käm05, Kap06a] gibt.

Im vorliegenden Fall ist das Messrauschen im Vergleich zu den Objektabständen
gering, und Fehlmessungen bzw. Clutter sind sehr selten. Die Ausdehnung der
Objekte, deren Geometrie unbekannt und u. U. komplex ist, kann jedoch größer
als die Abstände der Objekte sein.

Damit ergeben sich die folgenden Empfehlungen für die Datenassoziation der
Lidar-Messungen:

• Da die Ausdehnung der Objekte größer als die Objektabstände sein kann,
wird ein Objektdatenmodell benötigt. Als nichtparametrisches Objektdaten-
modell für die Messungen des k-ten Frames können die Messungen des
(k−1)-ten Frames dienen, wenn das Messrauschen klein ist.

• Da das Messrauschen im Vergleich zu den Objektabständen klein ist, kann
eine einfache NN-Datenassoziation verwendet werden, um die Messungen
des k-ten Frames mit Hilfe des nichtparametrischen Objektdatenmodells
den prädizierten Messungen des (k−1)-ten Frames zuzuordnen.

Der gewählte Ansatz zur Datenassoziation wird in Algorithmus 2.2 zusammen-
gefasst, wobei auf den Cluster-Algorithmus 2.1 zurückgegriffen wird. Zu Beginn
eines Frames wird der Abstand der neuen Messungen Zk zu allen prädizierten
Messungen ẑpn,k−1∈Zpk−1 des letzten Frames berechnet, wobei die Prädiktion
der Messung zn,k−1 durch die Schätzung des zugehörigen Tracks Ti gegeben
ist. Sofern der minimale Abstand der neuen Messung zj,k zu den Messungen
ẑpn,k−1∈Ẑpk−1 einen Schwellwert ∆ nicht übersteigt, wird die Messung dem Track
Ti zugeordnet, dessen prädizierte Messung ẑpm,k−1 (m∈Bi,k−1) ihr am nächsten
ist. Messungen, die keinem vorhandenen Track zugeordnet werden können, wer-
den auf Basis ihrer Abstände geclustert.

2.2.2 Tracking

Unter Tracking im eigentlichen Sinn (to track engl. verfolgen) wird hier die rekur-
sive Zustandsschätzung in stochastischen Systemen verstanden [Han02, Thr05].
Im Fahrzeugbereich müssen die Zustandsgrößen Position (x,y) und Geschwin-
digkeit (ẋ, ẏ) des Schwerpunktes eines Objektes auf Basis verrauschter Messun-
gen z geschätzt werden.

Zur Zustandsschätzung in allgemeinen stochastischen Systemen kann ein Bayes-
Filter eingesetzt werden, das sowohl Messungen als auch Zustandsgrößen als
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Algorithmus 2.2: Datenassoziation für ausgedehnte Objekte

Daten: Ẑpk−1 ={ẑp1,k−1, . . . , ẑ
p
nk−1,k−1}, Zk={z1,k, . . . , znk,k}

Ergebnis: Indexmengen B1,k,B2,k, . . . , B+
1,k,B+

2,k, . . .

for j = 1 to nk do
for i = 1 to nk−1 do

di = ‖zj,k − ẑpi,k−1‖
if min{d1, . . . , dnk−1} < ∆ then

i = arg minm{dm}
Bi,k := Bi,k ∪ {j}

Z̃k =
{
zi,k

∣∣ (zi,k∈Zk) ∧ (i 6= ⋃j Bj,k)
}

{B+
1,k, . . . ,B+

n,k} = cluster{Z̃k} ; /* vgl. Algorithmus 2.1 */

Zufallsgrößen behandelt und durch ihre Wahrscheinlichkeitsdichten darstellt
[Bey99]. Eine ausführliche Erklärung des Bayes-Filters, das hier kurz skizziert
wird, findet sich in [Han02]. Im Prädiktionsschritt wird die geschätzte a-posteriori-
Wahrscheinlichkeitsdichte des Zustandes x mit Hilfe der Transitionsdichte durch
das System propagiert, woraus sich die a-priori-Wahrscheinlichkeitsdichte er-
gibt. Liegt eine Messung vor, kann die Dichte im Filterschritt mit Hilfe der
Likelihood-Funktion aktualisiert werden, womit sich die neue a-posteriori-Dichte
ergibt. Dabei charakteristiert die Transitionsdichte die Dynamik des Systems, wäh-
rend die Likelihood-Funktion die Messabbildung beschreibt. Von der a-posteriori-
Dichte fe(ξ) können Schätzwerte für die Zufallsgröße x abgeleitet werden, z. B.
die Maximum-a-posteriori-Schätzung und der Erwartungswert der a-posteriori-
Verteilung (Expected-a-posteriori-Schätzwert, EAP):

x̂MAP = arg max
ξ∈R4

fe(ξ) , x̂EAP =
∫

ξ∈R4
ξ fe(ξ) dξ = E{x} . (2.3)

Da die Systemdynamik und die Messabbildung i. Allg. nichtlineare Abbildungen
sind, wächst die Komplexität der a-posteriori-Dichte mit der Zeit an, so dass die
Dichte approximiert werden muss. Neben parametrischen Approximationen, z. B.
mit Gaussian Mixtures [Als72, Han02], kann die kontinuierliche Dichte auch ab-
getastet und durch diskrete Partikel dargestellt werden. Allgemeine Einführungen
zu Partikelfiltern bieten [Dou00, Dou01, Dju03], während [Aru02, Gus02, Ris04]
speziell die Anwendung von Partikelfiltern auf Trackingaufgaben erklären.

Im Fall des Fahrzeugtrackings in verrauschten Lidar-Messungen kann das Schätz-
problem stark vereinfacht werden. Aufgrund der großen trägen Fahrzeugmasse
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ändert sich die Geschwindigkeit zwischen zwei Datenframes, d. h. innerhalb von
66,7 ms, kaum, so dass die Bewegung in guter Näherung durch das lineare Sys-
temmodell konstanter Geschwindigkeit gegeben ist:

d
dt




x(t)
ẋ(t)
y(t)
ẏ(t)


 =




0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0







x(t)
ẋ(t)
y(t)
ẏ(t)


+




0
ξx(t)

0
ξy(t)


 (2.4a)

=:
(
F 0
0 F

)
x(t)+




0
ξx(t)

0
ξy(t)


 . (2.4b)

Die Beschleunigung wird als additiver weißer gaußscher Rauschprozess mit den
Komponenten ξx(t) und ξy(t) und den Varianzen σ2

ẍ bzw. σ2
ÿ modelliert. Das

Modell wird mit einem Halteglied nullter Ordnung zeitdiskretisiert [Fra80]. Da
die Modelle für die x- und die y-Komponente entkoppelt und identisch sind, wird
in der Herleitung des zeitdiskreten Modells nur die x-Komponente betrachtet:

(
xk+1

ẋk+1

)
= exp(F ·TA) ·

(
xk

ẋk

)
+
∫ (k+1)TA

τ=k TA

exp
(
F · (t−τ)

)
· e2 ξx(τ) dτ

=

(
1 TA

0 1

)
·xk + ξx,k

(
T 2
A

2

TA

)
=: Φ(TA) ·xk + ξx,k b . (2.5a)

Mit exp( · ) wird hier die Exponentialfunktion für quadratische Matrizen bezeich-
net und mit TA die Scanperiode des Laserscanners. Die Kovarianzmatrix Σx.x des
diskretisierten Rauschprozesses (0, ξx(t))T ist

Σx.x =
x TA

0
Φ(TA−τ2) · e2 E{ξx(τ2) ξx(τ1)} eT

2 ·
(
Φ(TA−τ1)

)T dτ1 dτ2

= σ2
ẍ

(
T 3
A

3
T 2
A

2
T 2
A

2 TA

)
. (2.5b)

Messgröße ist der Schwerpunkt der Messungen des Tracks Ti, der sich aus vie-
len stochastisch unabhängigen oder nur schwach korrelierten Einzelmessungen
{zj,k | j∈Bi,k} zusammensetzt.1 Da die azimuthale Komponente des Messrau-
schens gegenüber der radialen vernachlässigt werden kann (siehe Kapitel 3) und

1Ohne Kenntnis der Objektgeometrie kann aus den Messungen der sichtbaren Seite nicht auf die
Position des Schwerpunktes geschlossen werden.
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der Sehwinkel2 des Objektes für den Laserscanner i. Allg. klein ist, sind die Zu-
fallsgrößen zj,k annähernd identisch verteilt. Daraus folgt mit dem Zentralen
Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy3 [Pap91, Sac06], dass die Koordinaten des
Schwerpunktes näherungsweise normalverteilt sind. Damit ist die Annahme eines
linearen Messmodells mit additivem weißen gaußschen Rauschen plausibel:

zk =
(

1 0 0 0
0 0 1 0

)
·xk + ζk =: H ·xk + ζk . (2.6)

Dabei ist ζk durch einen zweidimensionalen weißen gaußschen Rauschprozess mit

Kovarianzmatrix Σz=
(
σ2
x 0

0 σ2
y

)
gegeben.

Werden die Gleichungen (2.5) und (2.6) zusammengefasst, ergibt sich ein lineares
gaußsches System, wobei Systemrauschen ξk=(ξx,k, ξy,k)T, Messrauschen ζk
und Anfangszustand x0 stochastisch unabhängig sind. Für Systeme dieses Typs ist
das Kalman-Filter [Kal60] der beste lineare erwartungstreue Schätzer (engl. best
linear unbiased estimator, BLUE) [Han02]. Der Algorithmus des Kalman-Filters
ist in Algorithmus 2.3 gegeben mit der Abkürzung A := Φ(TA).

Das Kalman-Filter beschreibt die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zustandsgrö-
ßen x durch eine geschätzte multivariate Normalverteilung N (µ̂, Σ̂) mit
µ̂=(x̂, ˆ̇x, ŷ, ˆ̇y)T. Die ersten beiden zentralen Momente Erwartungswert µ̂ und Ko-
varianzmatrix Σ̂ sind folglich eine hinreichende Statistik.4 Da die Gruppe der Nor-
malverteilungen abgeschlossen ist gegenüber linearen Operationen und Addition,
nimmt die Komplexität der Dichtenbeschreibung weder im Prädiktions- noch im
Filterschritt noch mit der Anzahl der Zeitschritte bzw. Messungen zu. Die Annah-
me einer Normalverteilung kann häufig mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes
von Lindeberg-Lévy plausibilisiert werden. Zusätzlich ist die Normalverteilung
die kontinuierliche Maximum-Entropie-Verteilung, wenn nur die ersten beiden
Momente bekannt sind [Kap93, Bey99].

Im Prädiktionsschritt wird die a-posteriori-Dichte fk−1(ξ), gegeben durch µ̂k−1

und Σ̂k−1, prädiziert, womit sich die a-priori-Dichte fpk (ξ) ergibt. Die Eingangs-
größe uk ist hier die unbekannte Beschleunigung, die mit der Kovarianzmatrix Σx
berücksichtigt wird. Da die Matrix Σx positiv-semidefinit ist, nimmt die Unsicher-
heit im Prädiktionsschritt i. Allg. nicht ab.

2Geometrischer Winkel, unter dem ein Objekt vom Sensor wahrgenommen wird [Müt61, Goe00].
3Seien x1, . . . ,xn stochastisch unabhängige, identisch verteilte Zufallsgrößen mit positiver Vari-

anz σ2 := var{x1}. Dann konvergiert die Folge der Verteilungsfunktionen der standardisierten Sum-
men für n→∞ gegen die Standard-NormalverteilungN (0, 1) [Pap91].

4Da die Normalverteilung x̂k ∼ N (µ̂k, Σ̂k) unimodal und symmetrisch ist, sind MAP- und EAP-
Schätzwert der Zufallsgröße x̂k identisch: µ̂k=arg maxξ fx̂(ξ)=E{x̂k} (vgl. Gl. (2.3)).
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Algorithmus 2.3: Kalman-Filter bei unbekannter Eingangsgröße

Daten: A-priori-Dichte N (µ̂0, Σ̂0), Messung ẑk, Wichtung W
(W T W =(Σ̂0)−1), Kovarianzmatrix Σx des Systemrauschens,
Kovarianzmatrix Σz des Messrauschens, Schwellwert Λ>1

Ergebnis: A-posteriori-Dichte N (µ̂k+1, Σ̂k+1)
k := 0
while det(W · Σ̂k ·W T) 6 Λ do

µ̂pk+1 = A · µ̂k; /* Prädiktionsschritt */

Σ̂pk+1 = A · Σ̂k ·AT + Σx
k := k + 1
if ∃ ẑk then

Kk = Σ̂pk ·HT ·
(
Σz +H · Σ̂pk ·HT

)−1 ; /* Filterschritt */

µ̂k = µ̂pk +Kk ·
(
ẑk −H · µ̂pk

)

Σ̂k = Σ̂pk −Kk ·H · Σ̂pk
else

µ̂k = µ̂pk
Σ̂k = Σ̂pk

Im Filterschritt wird die a-priori-Dichte mit der Messung ẑk korrigiert. Die gefil-
terte Schätzung ergibt sich als Linearkombination von Prädiktion und Messung,
wobei die Kalman-Verstärkung Kk so gewählt ist, dass die Spur der Kovarianz-
matrix Σ̂k minimal wird. Da die Matrix Σ̂pkH

T
(
Σz +HΣ̂pkH

T
)−1

HΣ̂pk positiv-
definit ist, nimmt die Unsicherheit der Schätzung im Filterschritt i. Allg. ab.

Entscheidend für die Leistungsfähigkeit des Kalman-Filters ist die Wahl der De-
signparameter, d. h. der Kovarianzmatrizen. Die Kovarianzmatrix Σx des System-
rauschens ist in Abhängigkeit von der maximalen Beschleunigung zu wählen. Da
bei Überholvorgängen große Querbeschleunigungen auftreten können, wird die
Varianz der x-Komponente mit σ2

ẍ=(5 m/s2)2 konservativ abgeschätzt. Die Ma-
ximalbeschleunigung in Fahrzeuglängsrichtung kann bei einer Vollbremsung auf
trockener Straße bis zu 1 g betragen, wobei g=9,81 m/s2 die Erdbeschleunigung
bezeichnet. Die Maximalbeschleunigung ist jedoch zumeist deutlich kleiner, so
dass σ2

ÿ=(5 m/s2)2 gewählt wird. Das Messrauschen ist durch die Unsicherheit
der Schätzung des Schwerpunktes bestimmt. Da die Messungen radial verrauscht
sind und der Sichtbereich des Sensors klein ist, ist die Unsicherheit in x-Richtung
im Mittel kleiner als die in y-Richtung, so dass σ2

x=(0,3 m)2 und σ2
y=(0,6 m)2

gewählt wird.
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2.2.3 Trackmanagement

Dieser Abschnitt zeigt, wie die in Abschnitt 2.1.2 beschriebenen Aufgaben des
Trackmanagements realisiert werden können (vgl. Bild 2.1(b)). Dabei werden die
Parameter jedes Tracks mit einem Kalman-Filter geschätzt.

Track initialisieren

Zu Beginn eines Frames wird überprüft, welche Messungen zj,k den aktuellen
Tracks zugeordnet werden können (vgl. Algorithmus 2.2). Die restlichen Messun-
gen Z̃k werden geclustert (vgl. Algorithmus 2.1) und bilden neue Tracks.

Tritt Track Ti erstmals auf, sind nur die aktuellen Messungen Ti,0 bekannt
(o. E. d. A. ki=0):

(
x̂0

ŷ0

)
=

1
n0

Pi,0 · 1n0 ,

(ˆ̇x0

ˆ̇y0

)
= 02 , (2.7a)

Σ̂0.x =
(

(0,3 m)2 0
0 (1 m/s)2

)
, Σ̂0.y =

(
(0,6 m)2 0

0 (2 m/s)2

)
. (2.7b)

Hierbei ergibt sich Pi,0 =R2×n0 aus Ti,0 durch Verketten der Messungen zj,0.
Tritt Track Ti zum zweiten Mal auf, liegen neben den aktuellen Messungen auch
die Messungen aus dem letzten Frame vor, so dass die Geschwindigkeit aus der
Differenz der Schwerpunkte geschätzt werden kann:

(
x̂1

ŷ1

)
=

1
n1

Pi,1 · 1n1 ,

(ˆ̇x1

ˆ̇y1

)
=

1
TA

(|x̂1 − x̂0|
|ŷ1 − ŷ0|

)
. (2.8)

Die Kovarianzmatrix Σ̂1 wird erneut mit Σ̂0 initialisiert, da erst jetzt das eigentli-
che Tracking beginnt.

Track aktualisieren

Nach der Initialisierung des Tracks Ti wird die zugehörige Schätzung mit dem
Kalman-Filter aktualisiert. Hierzu wird der Zustandsvektor xk zunächst auf Ba-
sis der letzten Schätzung prädiziert und anschließend mit dem Schwerpunkt der
assoziierten Messungen korrigiert (vgl. Algorithmus 2.3).
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Track beenden

Track Ti wird beendet, wenn die Unsicherheit Σ̂k der zugehörigen Schätzung zu
groß geworden ist. In Algorithmus 2.3 wird die Unsicherheit als Volumen des
auf Σ̂0 normalisierten Kovarianzellipsoids gemessen. Track Ti wird auch been-
det, wenn die prädizierte Position außerhalb des Sichtbereichs liegt und Bi,k=∅
gilt.

Tracks verschmelzen

Der Schwellwert ∆ für das Clustern der Messungen wird klein gewählt, um eine
Untersegmentierung möglichst auszuschließen. Ein kleiner Schwellwert kann je-
doch zu Übersegmentierung führen (vgl. Bild 2.5(b)). Das ist nachteilig, da sich
die Trackschätzungen auf weniger Messungen stützen und eine größere Unsicher-
heit haben. Um eine Übersegmentierung zu vermeiden, werden die Bewegungen
zweier Tracks T1 und T2, deren Abstand ausreichend klein ist, verglichen. Be-
schreiben die Tracks unterschiedliche Teile des selben Starrkörpers, muss der Ver-
lauf der Geschwindigkeiten ähnlich sein. Stimmen die Geschwindigkeitsverläu-
fe über mehrere Frames gut überein,

∥∥P vel · (µ̂2,k−µ̂1,k)
∥∥

2
≈0, und ist der Ab-

stand der Positionsschätzungen klein, ‖P pos · (µ̂2,k−µ̂1,k)‖26∆F mit Schwell-
wert ∆F , werden die Einzeltracks zu einem fusionierten Track TF verschmolzen.5

Die Schätzung des fusionierten Tracks wird mit der gewichteten Summe der Schät-
zungen der Einzeltracks initialisiert, wobei ni,k die Anzahl der Track Ti zugeord-
neten Messungen angibt:

µ̂F,k = n1,k µ̂1,k + n2,k µ̂2,k , (2.9a)

Σ̂F,k = Σ̂0 . (2.9b)

Die Einzeltracks werden nach der Verschmelzung Ti und Tj fortgesetzt, und die
Verschmelzung wird in jedem Schritt überprüft. Die Zustandsgrößen des fusio-
nierten Tracks werden mit einem Kalman-Filter geschätzt, wobei der Schwerpunkt
der Messungen {zm,k |m∈ (Bi,k ∪ Bj,k)} als Pseudomessung dient. Die Fortfüh-
rung der Einzeltracks hat den Vorteil, dass die Verschmelzung jederzeit aufgeho-
ben werden kann, ohne dass Information verloren geht.6

5Mit Hilfe der Projektionsmatrix P vel =

(
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

)
werden aus dem Zustandsvektor x∈R4 die

Geschwindigkeitskomponenten ausgewählt, mit P pos ==

(
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

)
die Komponenten der Position.

6Die hier betrachtete Trackfusion unterscheidet sich prinzipiell von der Track- bzw. Informations-
fusion bei Multisensoranordnungen. Während hier ein Sensor mehrere räumlich voneinander getrennte
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Track auftrennen

In der gewählten NN-Datenassoziation bilden die Messungen des letzten Frames
ein nichtparametrisches Objektdatenmodell für den aktuellen Frame. Umfasst
Track Ti die Messungen zweier Objekte, deren Abstand zu Beginn sehr klein ist,
und entfernen diese sich langsam voneinander, „wächst“ das Objektdatenmodell
mit. Deshalb muss der räumliche Zusammenhang der Messungen überprüft wer-
den, indem z. B. die Breite oder der Sehwinkel überwacht wird. Ändert sich die
Geometrie stark, werden die Track Ti zugeordneten Messungen {zj,k | j∈Bi,k}
mit dem Schwellwert c · ∆, c>1, gemäß Algorithmus 2.1 geclustert. Zerfallen die
Messungen in Teilmengen, wird Track Ti aufgetrennt, und mit den Teilmengen
werden neue Tracks initialisiert.

Fusionierte Tracks müssen auch aufgetrennt werden, wenn sich die Fusion als
falsch herausstellt. Das Auftrennen gestaltet sich im gewählten Ansatz einfach,
da die verschmolzenen Einzeltracks fortgeführt werden.

Track auf Verdeckung überprüfen

Zunächst werden alle Messungen des letzten Frames auf Basis der Schätzung ih-
res zugehörigen Tracks prädiziert. Liegen alle prädizierten Beobachtungen eines
Tracks außerhalb des Sichtbereichs, wird das Objekt den Sichtbereich im nächsten
Frame vermutlich verlassen haben. Anschließend werden alle prädizierten Mes-
sungen, die innerhalb des Sichtbereichs liegen, orthogonal auf den ihnen nächsten
Scanstrahl projiziert. Sind alle prädizierten Messungen eines Objektes durch an-
dere, dem Sensor nähere Messungen „verdeckt“, wird dieses Objekt bzw. dessen
Track im nächsten Frame vermutlich verdeckt sein.

Ist bekannt, welche Tracks verdeckt sein werden, kann die Trackzahl |Ik| ge-
schätzt bzw. angepasst werden [Sch01]. Zusätzlich lassen sich verdeckte Objek-
te von nicht gemessenen Objekten unterscheiden, so dass die Tracks verdeckter
Objekte länger fortgeführt werden als die Tracks nicht gemessener Objekte.

Teile eines einzelnen Objektes misst, messen dort mehrere Sensoren das gleiche Objekt, wobei sich die
Messbereiche überlappen können.
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2.3 Realisierung der Lidar-Signalverarbeitung

2.3.1 Realisierung

Die in Abschnitt 2.2 beschriebene Tracking-Architektur wurde in MATLAB® rea-
lisiert. Dabei werden die den einzelnen Tracks Ti zugeordneten Messungen Ti,k
in einem Cell Array und die Indexmenge Ik der aktiven Tracks in einem Vektor
gespeichert. Die Programmstruktur ist in Bild 2.6(a) dargestellt und entspricht bis
auf die Ausgabefunktion monitorDLV.m dem Bild 2.1(b).

getObservations.m

associate-
Observations.m

splitTracks.m

updateTracks.m

Occlusion-
Reasoning.m

k := k + 1

monitorDLV.m updateFusedTracks.m

(a) Struktur des Matlabprogramms mit den
einzelnen Matlabfunktionen

(b) Ausgabe der Trackschätzungen (Ge-
schwindigkeitspfeile in rot)

Bild 2.6: Struktur der realisierten Signalverarbeitung und Ergebnis bei Tests auf
realen Lidar-Messungen

• Die Funktion getObservations.m liest die Messungen Zk in Polarkoordina-
ten ein und rechnet diese mit Gl. (2.2c) in kartesische Koordinaten um.

• Die Funktion associateObservations.m assoziiert die Messungen Zk mit
den aktiven Tracks {Ti | i∈Ik−1} und initialisiert, sofern erforderlich, neue
Tracks T+

i (vgl. Algorithmus 2.2).

• Die Funktion splitTracks.m prüft, ob Tracks aufgetrennt werden müssen.



2.3. REALISIERUNG DER LIDAR-SIGNALVERARBEITUNG 29

• Die Funktion updateTracks.m aktualisiert das Kalman-Filter jedes Tracks Ti
mit dem Schwerpunkt der ihm zugeordneten Messungen {zj,k | j∈Bi,k}.

• Die Funktion monitorDLV.m gibt die Schätzungen µ̂k und die Indexmengen
Bi,k als Ergebnis der Datenassoziation aus.

• Die Funktion OcclusionReasoning.m ermittelt, welche Tracks Ti im
(k+1)-ten Frame vermutlich verdeckt sind. Das Ergebnis wird bei der
nächsten Aktualisierung in updateTracks.m berücksichtigt.

• Die Funktion updateFusedTracks.m fusioniert ähnliche Tracks und aktuali-
siert fusionierte Tracks.

2.3.2 Testen des Verfahrens

Das Programm wurde erfolgreich auf drei realen Lidar-Sequenzen mit jeweils
mehr als 1500 Frames getestet. Dabei waren zeitweise mehr als zwanzig Tracks
gleichzeitig aktiv. In einer kompletten Sequenz wurden mehr als 5000 Tracks er-
folgreich initialisiert, aktualisiert und – sofern erforderlich – beendet. Trotz der
großen Trackzahl konnten Einzelobjekte zuverlässig und genau verfolgt werden.
Bild 2.6(b) zeigt einen Ausschnitt des Sichtbereichs. Die Schätzung der Relativ-
geschwindigkeiten ist mit roten Pfeilen eingezeichnet. In einer Entfernung von ca.
45 m fährt ein Fahrzeug dem Sensorfahrzeug voraus. Die Schätzungen der Posi-
tion und Geschwindigkeit dieses Fahrzeuges, das zuverlässig über mehr als 80 s
verfolgt werden konnte, sind in Bild 2.7 dargestellt.

Die Lidar-Sequenz stammt von einer Autobahnfahrt. Die Schätzung x̂ zeigt, dass
die Positionsschätzung aufgrund der konservativen Wahl von Σx.x robust gegen-
über Querbeschleunigungen bei Spurwechseln ist.

Bild 2.8 gibt den mittleren Rechenzeitbedarf der Funktionen aus Bild 2.6(a) an,
der sich für eine typische Lidar-Sequenz auf Basis von 500 Frames ergibt. Der
Code ist nicht rechenzeitoptimiert, und der Rechenzeitbedarf liegt um mehr als
eine Größenordnung über Echtzeitanforderungen. Eine Echtzeitimplementierung
auf entsprechender Hardware ist jedoch realistisch, wobei in vielen Anwendungen
eine graphische Ausgabe mit monitorDLV.m nicht erforderlich ist. Die Datenas-
soziation erfordert mit Abstand die meiste Rechenzeit. Da der Rechenzeitbedarf
bereits für die gewählten einfachen Ansätze sehr hoch ist, scheiden aufwendige-
re Verfahren wie JPDA zur Datenassoziation oder Partikelfilter für das Tracking
zumeist aus.

In der Funktion updateTracks.m wird der Zustand der einzelnen Tracks
mit einem Kalman-Filter geschätzt. Bild 2.9 zeigt, wie sich die a-posteriori-
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Bild 2.7: Geschätzte Position (x̂, ŷ) und Geschwindigkeit (ˆ̇x, ˆ̇y) eines Fahrzeuges,
das über 80 s lang zuverlässig verfolgt wird, bis es den Sichtbereich verlässt

Bild 2.8: Mittlerer Rechenzeitbedarf der einzelnen Funktionen je Frame

Wahrscheinlichkeitsdichte der geschätzten Position (x̂, ŷ) in den ersten vier
Frames entwickelt. Im ersten Frame wird die a-priori-Dichte mit der ersten Mes-
sung und der Kovarianzmatrix Σ̂0 initialisiert. Im zweiten Frame wird zusätzlich
die Geschwindigkeit initialisiert. Erst im dritten Frame nimmt die Unsicherheit
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Bild 2.9: Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte fk(ξ) der Positionsschät-
zung für Track T4 während der ersten vier Frames k=0, . . . , 3.

der Schätzung ab, und die Gaußglocke wird höher, was im vierten Frame noch
deutlicher wird.

Wesentliche Ergebnisse des Kapitels

Dieses Kapitel führt eine neuartige mengenbasierte Darstellung für die Mehrziel-
verfolgung ein. Diese abstrakte Beschreibung bietet im Gegensatz zu Standard-
werken einen vereinfachten Zugang zur Problematik der Mehrzielverfolgung, der
aufgrund der mathematischen Struktur gut in einem Rechnerprogramm umgesetzt
werden kann.

Der Hauptteil des Kapitels untersucht bestehende Ansätze zur Mehrzielverfolgung
und bewertet ihre Eignung für die Lidar-Signalverarbeitung in Fahrzeugen. Für die
Datenassoziation wird eine Nearest-Neighbor-Datenassoziation empfohlen. Dabei
dienen die Messungen des letzten Frames als nichtparametrisches Objektdaten-
modell. Da das dynamische System und die Messabbildung in guter Näherung
lineare Systeme sind, denen additiv weißes gaußsches Rauschen überlagert ist,
ist das Kalman-Filter hier ein BLUE-Schätzer, der effizient berechnet wird. Die
vorgeschlagene Signalverarbeitung hat gegenüber einer gewöhnlichen Nearest-
Neighbor-Datenassoziation den großen Vorteil, dass ausgedehnte Objekte nicht-
parametrisch beschrieben werden können. Somit ist die Signalverarbeitung robust
gegenüber Teilverdeckungen ausgedehnter Objekte.

Ein Test mit realen Lidar-Messungen zeigt, dass die vorgeschlagene Signalverar-
beitung für Lidar-Messungen gut geeignet ist und Objekte zuverlässig und genau
verfolgt werden können. Den größten Rechenzeitbedarf mit über 50 % hat die Da-
tenassoziation. Dieser Test belegt, dass aufwendigere Verfahren für die Datenas-
soziation und das Tracking nicht erforderlich sind. Somit hat die vorgeschlagene
Signalverarbeitung gegenüber alternativen Verfahren bei gleicher Leistungsfähig-
keit einen geringeren Rechenzeitbedarf.
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3 Statistische Untersuchung für
eine genauere Abstandsschätzung

Einleitung

Laserscanner werden eingesetzt, um den Abstand zu anderen Objekten zu messen.
Da die Messungen verrauscht sind, ist die Abstandsschätzung ungenau. Dieses
Kapitel untersucht, wie die Abstandsschätzung mit statistischen Methoden verbes-
sert werden kann. Dafür wird ein statistisches Sensormodell formuliert. Für dieses
statistische Datenmodell wird der ML-Geradenschätzer abgeleitet und mit dem
LS-Geradenschätzer verglichen.

3.1 Statistisches Sensormodell

Ein Laserscanner misst über die Laufzeit eines Laserpulses die Entfernung eines
Objektes, das diesen Puls reflektiert. Die Laserpulse werden durch einen rotieren-
den Spiegel abgelenkt, um einen räumlich ausgedehnten Sichtbereich erfassen zu
können. Die Messungen von Entfernung r und Winkelϕ sind somit (physikalisch)
unabhängig, was die erste Annahme für das Sensormodell begründet:

A1 Die Messungen von Entfernung r und Winkel ϕ sind stochastisch unabhän-
gig.

Die Unsicherheit der Entfernungsmessung, die von der Unsicherheit der Laufzeit-
messung dominiert wird, ist nicht näher bekannt. Sie wird als mittelwertfrei und
normalverteilt modelliert, da ein Bias durch die Kalibrierung vermieden werden
kann und sich die Unsicherheit aus vielen unabhängigen Einzeleffekten zusam-
mensetzt (vgl. Abschnitt 2.2.2).
Der Sichtbereich wird mit konstanter Winkelauflösung abgetastet. Zusätzlich er-
gibt sich durch die Ausdehnung des Scanstrahls (sog. footprint) eine Unsicherheit,
die größer als die Quantisierungsstufe ist und aufgrund der gaußförmigen Intensi-
tätsverteilung als normalverteilt angenommen wird. Insgesamt kann somit auch die
Unsicherheit der Winkelmessung als mittelwertfrei und normalverteilt modelliert
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werden. Diese Überlegungen motivieren die zweite Annahme für das statistische
Sensormodell:

A2 Den Messungen von Entfernung r und Winkel ϕ ist additiv mittelwertfreies
gaußsches Rauschen überlagert.

Die einzelnen Laserstrahlen überlappen leicht, damit alle Objekte im Sichtbe-
reich detektiert werden können. Somit sind Messungen benachbarter Scanwinkel
schwach korreliert. Da diese Korrelation jedoch nicht stark ausgeprägt und klein
im Vergleich zum Messrauschen ist, wird sie vernachlässigt:

A3 Die Entfernungsmessungen r1, . . . , rn sind stochastisch unabhängig. Glei-
ches gilt für die Winkelmessungen ϕ1, . . . ,ϕn.

Die Unsicherheit der Entfernungsmessung weist im Gegensatz zur Entfernungs-
messung triangulierender Systeme, z. B. Stereokameras, keine systematische Zu-
nahme mit wachsender Entfernung auf. Die geringe Zunahme der Unsicherheit
mit wachsender Entfernung, die sich aufgrund der geringeren reflektierten Licht-
leistung ergibt, wird hier vernachlässigt. Somit kann das Messrauschen der Entfer-
nungsmessung als stationärer Prozess modelliert werden.
Da die Messung des Winkels durch einen Decoder erfolgt, ist die Messunsicher-
heit unabhängig vom gemessenen Winkel. Das Messrauschen wird somit ebenfalls
als stationärer Prozess modelliert, was die vierte Annahme motiviert:

A4 Das Messrauschen der Entfernungsmessung ist stationär, d. h. σ2
ri =σ2

r;
i=1, . . . , n. Für das Messrauschen der Winkelmessung wird angenommen,
dass σ2

ϕi
=σ2

ϕ; i=1, . . . , n gilt.

Mit den Annahmen A1 bis A4 ergeben sich die Wahrscheinlichkeitsdichte fri(ρi)
für die Entfernungsmessung ri und die Dichte fϕi(φi) für die Winkelmessung ϕi
zu

fri(ρi) =
1√

2π σr
exp

(
− (ρi − µri)2

2σ2
r

)
= N (µri , σ

2
r) , (3.1a)

fϕi(φi) =
1√

2π σϕ
exp

(
− (φi − µϕi)2

2σ2
ϕ

)
= N (µϕi , σ

2
ϕ) . (3.1b)

Hierbei wurden die Abkürzungen µri := E{ri} für die wahre Entfernung und
µϕi := E{ϕi} für den wahren Winkel verwendet. Damit folgt für die Verbund-
verteilungsdichte fri,ϕi(ρi, φi) der einzelnen Messung (ri,ϕi) und die Dichte
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fr,ϕ(ρ, φ) der Gesamtheit aller Messungen (r,ϕ)

fri,ϕi(ρi, φi) =
1

2π σr σϕ
exp

(
− (ρi − µri)2

2σ2
r

− (φi − µϕi)2

2σ2
ϕ

)
, (3.1c)

fr,ϕ(ρ, φ) =
n∏

i=1

fri,ϕi(ρi, φi) (3.1d)

mit den Abkürzungen r=(r1, . . . , rn)T und ϕ=(ϕ1, . . . ,ϕn)T. Gl. (3.1c) zeigt,
dass fri(ρi) und fϕi(φi) unabhängig sind, da die Verbundverteilungsdichte fakto-
risiert werden kann. Entsprechendes gilt für die Gesamtheit aller Messungen, wie
Gl. (3.1d) bestätigt.

Die Lidar-Messungen liegen zunächst als Entfernung ri und Winkelϕi vor, d. h. in
Polarkoordinaten. Für die meisten Anwendungen, z. B. das in Kapitel 2 beschrie-
bene Tracking von Fahrzeugen, werden jedoch Messungen in kartesischen Koordi-
naten benötigt. Somit müssen die Polarkoordinaten gemäß Gl. (2.2c) transformiert
werden. Die Lage des Koordinatensystems ist dabei so gewählt, dass der Sichtbe-
reich symmetrisch bezüglich der positiven y-Achse ist (vgl. Bild 2.4).

Die Messungen des realen Sensors sind unsicherheitsbehaftet, und die Koordina-
tentransformation der Verbunddichte fri,ϕi(ρi, φi) (3.1c) liefert (vgl. [Pap91])

fxi,yi(ξi, υi) =fri,ϕi

(√
ξ2
i + υ2

i , arctan
(− ξi

υi

))
∣∣∣∣∣ det

(
∂ri
∂ξi

∂ri
∂υi

∂φi
∂ξi

∂φi
∂υi

)∣∣∣∣∣ (3.2)

=
1

2πσrσϕ
exp


−
(√

ξ2
i +υ2

i − µri
)2

2σ2
r

−

(
arctan

( ξi
υi

)
+ µϕi

)2

2σ2
ϕ




1√
ξ2
i +υ2

i

.

Da die Verbunddichte fxi,yi(ξi, υi) nicht als Produkt zweier Dichten fxi(ξi),
fyi(υi) geschrieben werden kann, sind die x- und y-Koordinate der Messung sto-
chastisch abhängig. Die Verbunddichten (3.2) für drei Punkte (xi, yi); i=1, 2, 3
sind in Bild 3.1 dargestellt. Da die Streuungen σr und σϕ in Gl. (3.1c) konstant
sind, haben die Verbunddichten die gleiche Form.

Zur Messung der Entfernung müssen sehr kurze Zeitspannen genau gemessen wer-
den, da bereits ein Jitter von 1 ns zu einem Entfernungsfehler von 0,15 m führt.
Zusätzlich hängt die Entfernungsmessung von äußeren Einflüssen und der Oberflä-
chenbeschaffenheit des reflektierenden Objektes ab. Im Gegensatz zur Entfernung
kann der Winkel sehr viel einfacher gemessen werden, z. B. durch einen Winkel-
decoder auf der Motorachse des rotierenden Spiegels. Daraus folgt, dass die Unsi-
cherheit der Entfernungsmessung i. Allg. sehr viel größer ist als die Unsicherheit
der Winkelmessung, d. h. σrÀµr σϕ.
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Bild 3.1: Verbunddichten fxi,yi(ξi, υi); i = 1, 2, 3 für drei Punkte: Die Gaußglo-
cken haben die gleiche Form und unterscheiden sich nur in der Ausrichtung.

Im Vergleich zu Radar- und Ultraschallsensoren, die ebenfalls den Abstand mes-
sen, kann die Unsicherheit σϕ eines Laserscanners gegenüber σr völlig vernach-
lässigt werden, da die Winkelauflösung hoch und der Scanstrahl sehr schmal ist
(sog. pencil shape) [Jul04]. Damit folgt als letzte Annahme für das statistische
Sensormodell:

A5 Die Messung des Winkels ϕ ist ideal, d. h. frei von Messfehlern, ∆ϕi=0;
i=1, . . . , n.

Somit vereinfacht sich die Verbunddichte (3.1c) in Polarkoordinaten zu

fri,ϕi(ρi, φi) = fri(ρi) · δ(φi − µϕi) , (3.3)

wobei δ( · ) den Dirac-Stoß bezeichnet. Die Verbunddichte in kartesischen Koordi-
naten kann jedoch auch unter der Annahme A5 mit der Abkürzung ϕ := µϕ nicht
separiert werden:

fxi,yi(ξi, υi) =
1√

2πσr
exp

(
−
(√

ξ2
i + υ2

i − µri
)2

2σ2
r

)δ
(

arctan
( ξi
υi

)
+ ϕi

)

√
ξ2
i + υ2

i

=
1√

2πσr
exp


−

(
ξi

sinϕi
+ µri

)2

2σ2
r




δ(ξi + υi tanϕi)∣∣∣ ξi
sinϕi

∣∣∣
. (3.4)

Dabei ergibt sich die zweite Zeile aus der ersten mit den Rechenregeln für
δ-Distributionen [Bam89] und der Identität ξi=−

√
ξ2
i +υ2

i sinϕi, die aus der
Koordinatentransformation (2.2c) folgt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist eine mit
der Normalverteilung skalierte δ-Gerade, die in ϕi-Richtung verläuft.
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In der Literatur [Ada99, Thr05] finden sich physikalisch motivierte Modellierun-
gen, die in wesentlichen Teilen dem abgeleiteten Modell entsprechen und die ex-
perimentell validiert bzw. kalibriert [Ada00, Ada02] oder gelernt [Thr05] werden.
Neben diesen physikalischen Modellen gibt es sog. Likelihood Fields [Thr05], die
keine direkte physikalische Grundlage besitzen und rein datenbasiert sind, so dass
sie gelernt werden müssen.

3.2 Schätzverfahren

Dieser Abschnitt untersucht, wie der Abstand eines Fahrzeuges bzw. einer Gera-
den in verrauschten Lidar-Messungen möglichst genau, d. h. mit kleinem Bias und
kleiner Varianz, geschätzt werden kann. Hierfür werden zunächst der LS-Schätzer
und der ML-Schätzer für die Geradenparameter auf Basis des statistischen Sen-
sormodells (3.4) formuliert. Anschließend wird die Statistik der beiden Schätzer
theoretisch verglichen. Mit Hilfe von Großzahlexperimenten wird untersucht, wie
groß die Schätzfehler bei einer endlichen Messpunktzahl werden.

3.2.1 Kenntnisstand

Häufig werden Daten durch einfache Funktionen „angenähert“. Dabei besteht ein
prinzipieller Unterschied zwischen einer Approximation, bei der die Messungen
unverrauscht sind und die Modellstruktur genähert wird, und einer Regression, bei
der die Modellstruktur exakt bekannt ist, die Messungen jedoch verrauscht sind.1

Im Folgenden wird angenommen, dass das Objektdatenmodell exakt bekannt ist
und die Messungen verrauscht sind. Die Struktur des stochastischen Messrau-
schens ist dabei durch das in Abschnitt 3.1 formulierte Modell gegeben. Somit
handelt es sich bei der Schätzung der optimalen Geradenparameter um ein klassi-
sches Regressionsproblem.

Wird eine Koordinate fehlerfrei gemessen und ist der anderen additiv gauß-
sches Rauschen überlagert, ist der gewöhnliche LS-Ausgleich die beste linea-
re erwartungstreue Schätzung [Nie02]. Sind dagegen beide Koordinaten fehler-
behaftet, muss ein totaler Ausgleich (Total Least Squares, TLS) vorgenommen
werden. Wenn das Messrauschen korreliert ist, sollte es – sofern möglich – zu-
nächst dekorreliert werden [Gol90, VH91], z. B. durch Drehen des Koordinaten-
systems, da der Schätzer ansonsten inkonsistent sein kann [Han02]. Anschließend
ist die optimale Gerade durch einen TLS-Ausgleich gegeben. Eine Übersicht zu

1Wird die Modellstruktur genähert und sind die Messungen verrauscht, liegt ein sog. Approgressi-
onsproblem vor [Hum77, Bun89].
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TLS-Verfahren und Modifikationen, wenn einzelne Komponenten der Messungen
fehlerfrei sind, gibt [VH91]. Diese Verfahren gehen davon aus, dass das Mess-
rauschen von x- und y-Koordinaten dekorreliert werden kann, was jedoch für das
statistische Sensormodell (3.4) nicht möglich ist. Deshalb berücksichtigen Pfister
et al. [Pfi02, Pfi03] diese Korrelation mit Hilfe der Kovarianzmatrix in Form eines
gewichteten LS-Ausgleichs.

Neben diesen gängigen analytischen Verfahren gibt es den rechneroptimierten
Ansatz der Hough-Transformation [Hou62] samt Varianten, u. a. [Kir92, Ioc00,
Son02], die auf einer Diskretisierung des Parameterraums beruhen. Da die Aufga-
be, eine gegebene Messpunktverteilung „optimal“ durch eine Gerade anzunähern,
häufig auftritt, wurde untersucht, wie Menschen dabei intuitiv vorgehen [Mos85].
Die Mehrzahl der geschätzten Geraden führte knapp am Schwerpunkt der Messun-
gen vorbei und verlief näherungsweise parallel zur ersten Hauptachse der Messun-
gen. Diese Vorgehensweise – das Schätzen der Geraden durch den Schwerpunkt
und die erste Halbachse der Daten – gibt es auch in analytischer Form [Wij04].
Den drei Verfahren – Hough–Transformation, Schätzen von Schwerpunkt und ers-
ter Hauptachse und „Einpassen per Augenmaß“ – ist gemein, dass sie höchstens
implizit eine Rauschstruktur berücksichtigen und somit suboptimal im Vergleich
zu analytischen Verfahren sind.

Im Folgenden werden der LS- und der ML-Schätzer formuliert, die die Parameter
θ=(θ1, θ2)T des Geradenmodells

y = θ1 x+ θ2 (3.5)

auf Basis der Messungen (xi, yi)T; i=1, . . . , n schätzen. Der ML-Schätzer be-
rücksichtigt dabei das Sensormodell (3.4).

3.2.2 Least-Squares-Schätzer

Die Least-Squares-Methode ist ein klassisches Ausgleichsverfahren, dessen Güte-
kriterium die Summe der quadrierten Residuen ist. Für das Geradenmodell (3.5)
lautet die Zielfunktion

minimiere
θ1,θ2

n∑

i=1

(
yi − (θ1 xi + θ2)

)2
, (3.6a)

was mit der Designmatrix H=(x, 1n) und den Abkürzungen x=(x1, . . . , xn)T

und y=(y1, . . . , yn)T als

minimiere
θ∈R2

‖y −H · θ‖22 (3.6b)
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geschrieben werden kann. Besitzt H Vollrang, ist die einzige Lösung durch

θLS = (HT·H)−1·HT· y = H+ · y (3.6c)

gegeben. Dabei ist H+ =(HT ·H)−1HT die Pseudoinverse von H .

Werden die Daten (xi, yi)T; i=1, . . . , n durch Zufallsgrößen ersetzt, deren statis-
tisches Modell bekannt ist, entsteht aus der LS-Methode der LS-Schätzer, dessen
statistische Eigenschaften a priori unbekannt sind.2 Der LS-Schätzer lautet

θ̂LS = H+ ·y (3.7a)

mit

H =



−r1 sinϕ1 1

...
...

−rn sinϕn 1


 , y =



r1 cosϕ1

...
rn cosϕn


 , (3.7b)

wobei die Wahrscheinlichkeitsdichte der ri; i=1, . . . , n durch Gl. (3.1a) gegeben
ist.

3.2.3 Maximum-Likelihood-Schätzer

Das ML-Verfahren setzt voraus, dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten
fri(ρi | θ1, θ2); i=1, . . . , n bekannt sind, aus denen die Likelihood-Funktion ge-
bildet wird:

L(r1, . . . , rn; θ1, θ2) =
n∏

i=1

fri(ρi | θ1, θ2) . (3.8)

Hierbei wird berücksichtigt, dass die Messungen ϕi; i=1, . . . , n fehlerfrei sind.
Für konkrete Messungen ri; i=1, . . . , n wählt der ML-Schätzer die Parameter
θ1, θ2 so, dass die Likelihood-Funktion maximal wird [Mül80]. Im Gegensatz zum
LS-Verfahren berücksichtigt das Gütekriterium des ML-Verfahrens das statistische

2Der LS-Schätzer entsteht aus der LS-Lösungsformel (3.7a), indem die Daten durch Zufallsgrößen
ersetzt werden. Besitzt im linearen Regressionsmodell y=H θ+ε die Designmatrix H Vollrang und
sind zusätzlich die Komponenten εi des Fehlervektors ε mittelwertfrei und unabhängig identisch nor-
malverteilt, E{εi}=0, Cov{ε}=σ2I , so ist in diesem Spezialfall der erhaltene LS-Schätzer gleich-
zeitig ein Gauß-Markow-Schätzer (GM) [Mag02]. Dieser wird als biasfreier Minimumspurschätzer ab-
geleitet. Während die statistischen Eigenschaften des GM-Schätzers a priori bekannt sind, müssen sie
für den LS-Schätzer erst ermittelt werden. Im vorliegenden Fall ist der LS-Schätzer kein GM-Schätzer,
u. a. da die Fehler nicht identisch normalverteilt sind.
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Modell der Daten in Form der Likelihood, und die statistischen Eigenschaften des
ML-Schätzers sind a priori bekannt.

Zur Ableitung der Likelihood-Funktion wird die bedingte Wahrscheinlichkeit
fri(ρi | θ1, θ2) benötigt. Da das Rauschen der Entfernungsmessung mittelwertfrei
ist, erfüllt der Erwartungswert µri die Geradengleichung (3.5):

µri cosϕi = −θ1 µri sinϕi + θ2 ; i = 1, . . . , n, (3.9a)

womit sich die nichtlineare Beobachtungsgleichung

µri =
θ2

cosϕi + θ1 sinϕi
(3.9b)

ergibt. Wird Gl. (3.9b) in Gl. (3.3) eingesetzt, wobei die Argumente ρi durch die
Messungen (Realisierungen) ri mit r=(r1, . . . , rn)T ersetzt werden, folgt für die
Likelihood-Funktion

L(r; θ1, θ2) =
n∏

i=1

1√
2π σr

exp


−

(
ri − θ2

cosϕi + θ1 sinϕi

)2

2σ2
r


 (3.10a)

und für die Log-Likelihood-Funktion l(r; θ1, θ2) := lnL(r; θ1, θ2)

l(r; θ1, θ2) = −n ln
(√

2π σr
)−

n∑

i=1

(
ri − θ2

cosϕi + θ1 sinϕi

)2

2σ2
r

.

(3.10b)

Damit lautet die Zielfunktion des ML-Schätzers θ̂ML

maximiere
θ1,θ2

l(r; θ1, θ2) , (3.10c)

was gleichbedeutend ist mit

minimiere
θ1,θ2

n∑

i=1

(
ri − θ2

cosϕi + θ1 sinϕi

)2

. (3.10d)

Die nichtlineare Zielfunktion (3.10d) hat gegenüber der linearen Zielfunktion
(3.6a) den Vorteil, das statistische Modell der Daten zu berücksichtigen. Die Lö-
sung kann jedoch im Gegensatz zu (3.7) nur numerisch und nicht geschlossen
bestimmt werden.
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Gl. (3.10d) ist äquivalent zu einem nichtlinearen LS-Problem (NLS) mit dem Feh-
lermodell

ri =
θ2

cosϕi + θ1 sinϕi
+∆ri ; i = 1, . . . , n, (3.10e)

das numerisch gelöst werden muss.

3.2.4 Optimierungsansatz für eine L-Form

Der Optimierungsansatz (3.10d) kann von dem Geradenmodell auf eine L-Form
erweitert werden. Eine L-Form ergibt sich näherungsweise, wenn zwei Seiten ei-
nes Fahrzeuges oder eines Gebäudes gescannt werden [Käm05]. Das Modell der
L-Form besteht aus zwei senkrecht zueinander stehenden Geraden und lautet

y1 = θ1 x+ θ2 , (3.11a)

y2 = − x

θ1
+ θ3 . (3.11b)

Unter der Voraussetzung, dass die Messungen bereits nach aufsteigendem Win-
kel ϕ sortiert sind, werden die ersten n1 Messungen dem ersten Schenkel (x, y1)
und die restlichen (n−n1) Messungen dem zweiten Schenkel (x, y2) zugeordnet.
Analog zum Vorgehen im letzten Abschnitt ergibt sich die Zielfunktion

minimiere
n1

{
minimiere
θ1,θ2,θ3

n1∑

i=1

(
ri − θ2

cosϕi + θ1 sinϕi

)2

+
n∑

i=n1+1

(
ri − θ3

cosϕi − 1
θ1

sinϕi

)2}
. (3.12)

Im Gegensatz zu Gl. (3.10d) besitzt Gl. (3.12) neben den kontinuierlichen Parame-
tern θ1, θ2 und θ3 den diskreten Parameter n1. Die Optimalwerte für die Parameter
θ1, θ2 und θ3 werden gefunden, indem n1 variiert und jeweils die Lösung und die
zugehörige Residuenquadratsumme für festes n1 bestimmt werden. Optimal sind
die Parameter θ1, θ2, θ3 und n1 mit der kleinsten Residuenquadratsumme. Da-
bei ist zu beachten, dass die Lösung der Zielfunktion (3.12) weder eindeutig noch
stetig in den Messungen sein muss. Grund hierfür ist die diskrete Zuordnung der
Messungen zu einem der Schenkel der L-Form.
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3.3 Statistik der Schätzer

Dieser Abschnitt untersucht die Statistik des LS- und des ML-Schätzers. Dabei
wird für den LS-Schätzer gezeigt, dass er im Fall der Folgefahrt asymptotisch
biasfrei ist. Für den ML-Schätzer, dessen asymptotische Eigenschaften a priori
bekannt sind, wird Invarianz gegenüber einer Rotation des Koordinatensystems
bewiesen.

3.3.1 Least-Squares-Schätzer

Im Fall des linearen Regressionsmodells mit unabhängig identisch normalverteil-
ten Fehlern ist der LS-Schätzer nach dem Satz von Gauß-Markow bester linearer
erwartungstreuer Schätzer [Mag02]. Da die Messungen jedoch radial verrauscht
sind, liegt Gl. (3.7) weder ein lineares Regressionsmodell zugrunde noch sind die
Fehler identisch normalverteilt. Deshalb ist die Statistik des LS-Schätzers a priori
unbekannt.

Zunächst wird untersucht, ob der LS-Schätzer (3.7) biasbehaftet ist. Da Gl. (3.7a)
nichtlinear ist, kann der Bias des LS-Schätzers nicht in geschlossener Form
bestimmt werden. Der asymptotische Bias lässt sich jedoch ermitteln, wobei
hier unter asymptotischem Bias verstanden wird, dass für das feste Strahlbün-
del ϕ1, . . . , ϕn k Messreihen, also insgesamt k ·n Messungen, aufgenommen
werden. Im Folgenden werden die Abkürzungen c=(cosϕ1, . . . , cosϕn)T und
s=(sinϕ1, . . . , sinϕn)T verwendet.

Theorem 3.1. Der asymptotische Bias des LS-Schätzers ist durch den Grenzwert

lim
k→∞

∆θ̂LS(k) = σ2
r

cT· s+ θ1 s
T· s

xT·Zn ·x+ σ2
r s

T· s

(−1
x

)
f. s. (3.13)

mit der n-dimensionalen Zentriermatrix Zn=In− 1
n 1n×n gegeben. Dabei be-

zeichnet limk→∞ . . . f. s. fast sichere Konvergenz, d. h. Konvergenz mit Wahr-
scheinlichkeit Eins.3

Der vollständige Beweis ist in Anhang A.1 zu finden und wird hier kurz skizziert.
Zunächst wird der LS-Schätzfehler für endliches k abgetrennt. Anschließend wird
der Grenzwertübergang für k →∞ durchgeführt, wobei sich mit Kolmogorows
starkem Gesetz großer Zahlen die Aussagen des Theorems für den asymptotischen
Bias des LS-Schätzers ergeben. Die Reihenfolge von Grenzwertübergang und den

3Fast sichere Konvergenz, auch Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit Eins genannt, ist stärker als
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit [Mül70].
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Matrixoperationen kann dabei vertauscht werden, da die Summation und Produkt-
bildung stetige Abbildungen sind und die Matrixinversion mit Wahrscheinlichkeit
Eins eine stetige Abbildung ist.

Laut Theorem 3.1 ist der LS-Schätzer asymptotisch biasbehaftet, d. h. sowohl die
Steigung θ1 als auch der Achsenabschnitt θ2 werden systematisch falsch geschätzt.
Deshalb ist er i. Allg. auch für eine endliche Messpunktzahl n biasbehaftet. Für
den Spezialfall, dass die Gerade und das Strahlbündel symmetrisch zur y-Achse
angeordnet sind, kann jedoch gezeigt werden, dass die Schätzung der Steigung θ1

biasfrei ist, während die Schätzung des Achsenabschnittes θ2 biasbehaftet bleibt.

Theorem 3.2. Sind die Winkel ϕ1, . . . , ϕn symmetrisch um ihren Mittelwert
ϕ=0◦ angeordnet und ist θ1 =0, dann gilt

E
{
θ̂LS,1 − θ1

}
= 0 , (3.14a)

E
{
θ̂LS,2 − θ2

}
< 0 (3.14b)

für das Sensormodell (3.4).

Theorem 3.2 besagt, dass die Schätzung der Steigung im symmetrischen Spezial-
fall biasfrei ist. Der y-Achsenabschnitt, d. h. der Abstand, wird dagegen im statis-
tischen Mittel zu klein geschätzt.

Eine anschauliche Erklärung des Theorems 3.2, das in Anhang A.1 bewiesen wird,
bietet Bild 3.2 für den Sonderfall von nur zwei Messungen z1 und z2. Die wahre
Gerade ist rot eingezeichnet. Für eine positive Abweichung ∆r1 der Messung z1

und eine gleichwahrscheinliche negative Abweichung gleicher Größe −∆r2 der
Messung z2 schneidet die zugehörige grüne Gerade die y-Achse unterhalb des
wahren Wertes θ2. Auch für den gleichwahrscheinlichen Fall, dass die Vorzeichen
der Abweichungen vertauscht werden, schneidet die Gerade unterhalb des Wertes
θ2. Somit ist der LS-Schätzer θ̂LS,2 nicht symmetrisch bezüglich radialer Abwei-
chungen und folglich biasbehaftet.

Unter der Annahme, dass die Schätzung θ̂1 positiv ist für ∆r1 und −∆r2 (grüne
Gerade), ist sie für den gleichwahrscheinlichen Fall−∆r1 und ∆r2 (blaue Gerade)
negativ und betragsmäßig gleich groß. Daraus folgt, dass der Erwartungswert des
Schätzers θ̂LS,1 Null und der Schätzer somit biasfrei ist.

Theorem 3.2 widerspricht nicht Theorem 3.1, sondern ergänzt dieses im symme-
trischen Spezialfall.
Der Schätzer θ̂LS,1 ist im symmetrischen Spezialfall biasfrei und damit auch asym-
ptotisch biasfrei. Zusätzlich ist der Schätzer θ̂LS,1 konsistent, so dass die Varianz
dieses Schätzers mit wachsender Messpunktzahl n gegen Null strebt. Damit strebt
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Bild 3.2: Symmetrischer Spezialfall für zwei Messungen

der Schätzer θ̂LS,2 für große n gegen den restringierten LS-Schätzer θ̂LS,2|θ1=0 mit
der Nebenbedingung θ1 =0. Somit ist die Schätzung θ̂LS,2 im Grenzwert gleich
dem Mittelwert y der gemessenen y-Werte. Damit kompensieren sich unter der
Nebenbedingung θ1 =0 aufgrund der Symmetrie des Strahlbündels negative und
positive Abweichungen gleicher Größe.
Diese Überlegungen zeigen, dass für den hier betrachteten symmetrischen Spezi-
alfall der Schätzer θ̂LS,2 zwar nicht biasfrei, aber asymptotisch biasfrei ist.

Obwohl die theoretischen Betrachtungen zeigen, dass die Schätzung θ̂2 im symme-
trischen Spezialfall biasbehaftet ist, ist der Bias bei zwei gegebenen Messpunkten
sehr gering, da die Biasformel nach Gl. (3.14)

E
{
θ̂LS,2 − θ2

}
= −1

2
·
(
σr
r

)2

· θ2 (3.15)

für viele Situationen sehr kleine Werte liefert. So ergibt die Biasformel (3.15) für
die Parameter σr=0,1 m, θ2 =5 m und r1,2 =5,05 m (entspricht ϕ1,2 =±8,1◦) für
den Parameter θ2 einen sehr kleinen Bias von weniger als −1 mm. Zusätzlich lie-
gen in der Praxis mehr als nur zwei Messpunkte vor, was zu einem noch geringeren
Bias führt. Daraus folgt, dass unter praktischen Gesichtspunkten die LS-Schätzung
der waagrechten Geraden faktisch biasfrei ist.

Ein Nachteil des LS-Schätzers ist jedoch, dass der Bias von der Lage des gescann-
ten Objektes bzw. der Wahl des Koordinatensystems abhängt. So kann der Abstand
eines Fahrzeughecks, das gegenüber der x-Achse verdreht ist, schlechter geschätzt
werden als das zur x-Achse parallele Heck eines vorausfahrenden Fahrzeuges.
Deshalb untersucht der nächste Abschnitt den ML-Schätzer als alternativen Zu-
gang.
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3.3.2 Maximum-Likelihood-Schätzer

Ein ML-Schätzer ist unter gewissen Regularitätsvoraussetzungen4 konsistent,
asymptotisch biasfrei, asymptotisch effektiv und asymptotisch normalverteilt
[Mül80, Cra86].5 Gl. (3.10d) zeigt, dass der ML-Schätzer hier ein nichtlinearer
LS-Schätzer ist, wodurch sich leicht Konfidenzintervalle bestimmen lassen. Zu-
nächst wird das nichtlineare Messmodell

f(ϕi, θ1, θ2) =
θ2

cosϕi + θ1 sinϕi
; i = 1, . . . , n (3.16)

um die wahren Parameter θ0 =(θ0
1, θ

0
2)T linearisiert.

Mit der Jacobi-Matrix

F = F (θ0) =
∂f(ϕ, θ)
∂θT

∣∣∣∣
θ = θ0

=




−θ0
2 sinϕ1

(cosϕ1 + θ0
1 sinϕ1)2

1
cosϕ1 + θ0

1 sinϕ1
...

...
−θ0

2 sinϕn
(cosϕn + θ0

1 sinϕn)2

1
cosϕn + θ0

1 sinϕn




(3.17)

gilt für die Schätzung des approximierten ML-Schätzers (AML) [Gal87]

θ̂AML = θ0 + (F T·F )−1·F T· ∆r , (3.18a)

σ̂2
r =

∆rT ·
(
In − F · (F T·F )−1·F T

)
· ∆r

n− 2
. (3.18b)

Dabei steht ∆r für den Vektor der Residuen ∆r=(∆r1, . . . ,∆rn)T.

Die Schätzungen des approximierten ML-Schätzers haben die zweidimensionale
bivariate Normalverteilung

θ̂AML ∼ N2

(
θ0, σ2

r (F T·F )−1
)
. (3.19)

4Voraussetzung ist, dass die erste und zweite Ableitung der Log-Likelihood-Funktion existieren
und die Fisher-Informationsmatrix positiv ist [Cra86]. Die Fisher-Informationsmatrix ist die mittlere
quadratische relative Empfindlichkeit der Messung bezüglich des Schätzparameters [Bey99].

5Ein Schätzer Tn heißt biasfreier Schätzer für γ0, wenn für den Erwartungswert E{Tn}=γ0

gilt. Die Folge (Tn); n=1, 2, . . . heißt asymptotisch biasfrei, wenn limn→∞ E{Tn}=γ0 gilt. Die
Folge (Tn); n=1, 2, . . . heißt (schwach) konsistent, wenn (Tn) für n→∞ in Wahrscheinlichkeit
gegen γ0 konvergiert. Die Folge (Tn); n=1, 2, . . . der Schätzer Tn für γ0 heißt asymptotisch ef-
fektiv, wenn der Schätzer (Tn) für n→∞ die kleinste Varianz hat unter allen erwartungstreuen
Schätzern für γ0 [Mül80].
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Da jedoch nicht der wahre Parameter θ0, sondern nur dessen Schätzung θ̂ bekannt
ist, muss F (θ0) durch F (θ̂) angenähert werden. Mit dieser Näherung ergeben sich
die Grenzen der Konfidenzintervalle zu

θ̂1 ± t0,025

√
σ̂2
r d̂11 , θ̂2 ± t0,025

√
σ̂2
r d̂22 . (3.20)

Dabei bezeichnet d̂ij die (i, j)-te Komponente von D̂=(F T(θ̂)F (θ̂))−1, der In-
versen der Normalgleichungsmatrix [Nie02], und t0,025 ist das Quantil der zwei-
seitigen Student-t-Verteilung6 mit n−2 Freiheitsgraden bei einer statistischen Si-
gnifikanz von 95%.

Abschließend weist Theorem 3.3 nach, dass der ML-Schätzer im Gegensatz zum
LS-Schätzer invariant gegenüber einer Rotation des Koordinatensystems ist, sofern
der geschätzte Parameter θ̂ geeignet transformiert wird. Die Genauigkeit der Ab-
standsschätzung beim ML-Schätzer hängt somit nicht von der Lage des gescannten
Objektes oder der Wahl des Koordinatensystems ab.

Bild 3.3: Wird das Koordinatensystem A um den Winkel α gedreht, müssen die
Geradenparameter θA

1 und θA
2 gemäß den Gleichungen (3.21) transformiert wer-

den.

Theorem 3.3 verwendet die in Bild 3.3 gegebene Notation. Die Gerade, deren Pa-
rameter zu schätzen sind, ist in rot eingezeichnet. Das Koordinatensystem A samt
den Geradenparametern θ̂A

1 und θ̂A
2 ist in schwarz eingetragen und das Koordina-

tensystem B mit den zugehörigen Parametern in blau, wobei B aus A durch Drehen
um den Winkel α hervorgeht.
Theorem 3.3. Die ML-Schätzung θ̂A stimmt mit θ̂B überein, wenn deren Kompo-
nenten gemäß

θ̂B
1 = tan(arctan θ̂A

1 − α) , (3.21a)

θ̂B
2 = θ̂A

2 ·
(

cosα− tan(arctan θ̂A
1 − α) · sinα

)
(3.21b)

6Die Student-t-Verteilung, die in [Bro97] tabelliert ist, beschreibt die Verteilung standardisierter
normalverteilter Daten, deren Varianz über die Stichprobenvarianz geschätzt werden muss.
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transformiert werden (mit den Bezeichnungen aus Bild 3.3). In diesem Sinn ist
der ML-Schätzer aus Gl. (3.10d) invariant gegenüber einer Rotation des Koordi-
natensystems. Der Beweis des Theorems durch Nachrechnen ist in Anhang A.1
gegeben.

3.3.3 Robuste Schätzer

Enthalten die Lidar-Messungen sog. Ausreißer (engl. outlier), d. h. isolierte Mes-
sungen, die stark von den anderen Messungen bzw. dem statistischen Modell (3.4)
abweichen, können LS- und ML-Schätzfehler beliebig groß werden. Eine zuver-
lässige Schätzung des Abstandes eines Fahrzeuges ist somit nicht mehr möglich.
Ausreißer können u. U. durch eine zuverlässige Datenassoziation ausgeschlossen
werden. Ist das nicht möglich, kann der Abstand mit Hilfe robuster Schätzverfah-
ren zuverlässig bestimmt werden.

Robuste Schätzer, z. B. M-Schätzer [Haz94] und LMedS-Schätzer [Rou87], mi-
nimieren ein Fehlermaß, das im Gegensatz zum Standard-LS-Schätzer den Ein-
fluss einer Einzelmessung beschränkt. Eine Übersicht zu robusten Schätzern bieten
[Rou87, Haz94, Mee04].

In der vorliegenden Anwendung kann die Robustheit der Schätzung durch die in
Kapitel 2 beschriebene Datenassoziation gewährleistet werden. Tests der Signal-
verarbeitung auf realen Lidar-Messungen zeigen, dass der gewählten Ansatz zu-
verlässig Ausreißer ausschließt. Somit ist die Datenassoziation inhärent robust ge-
genüber Ausreißern, und ein Mehraufwand in Form eines robusten Schätzers ist
nicht erforderlich.

3.4 Großzahlexperimente

Die Untersuchung der Statistik zeigt, dass der LS-Schätzer asymptotisch biasbe-
haftet ist. Der Bias ist jedoch klein, insbesondere im Spezialfall der Folgefahrt.
Der ML-Schätzer ist dagegen asymptotisch biasfrei und weist zusätzlich gegen-
über dem LS-Schätzer den Vorteil auf, invariant gegenüber einer Rotation des Ko-
ordinatensystems zu sein. Dieser Abschnitt untersucht mit Hilfe von Großzahlex-
perimenten, wie groß die Schätzfehler bei einer endlichen Messpunktzahl werden,
und prüft, ob der Mehraufwand für den ML-Schätzer in der Praxis gerechtfertigt
ist.
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3.4.1 Beschreibung der Konfigurationen

LS- und ML-Schätzer werden auf Basis dreier Großzahlexperimente verglichen.
Hierfür wird eine 1,7 m lange Strecke, die ein Autoheck darstellt, in drei unter-
schiedlichen Lagen mit einer Winkelauflösung von 0,1◦ gescannt. Der Abstand
der Streckenmitte zum Sensor beträgt jeweils 10 m. Der radialen Komponente wird
additiv weißes gaußsches Rauschen überlagert mit σr=0,1 m, was einer relativen
Störung bzw. einem Variationskoeffizienten von 1% entspricht. Die unterschiedli-
chen Konfigurationen sind in Bild 3.4 dargestellt.

Die Schätzer werden in MATLAB® implementiert, wobei die LS-Schätzung mit der
numerisch robusten QR-Matrixzerlegung bestimmt wird. Der ML-Schätzer wird
mit einem Trust-Region-Lösungsverfahren für nichtlineare LS-Probleme realisiert,
dem die LS-Schätzung als Startwert dient.

Für jede Konfiguration wird die Strecke m=1000 Mal gescannt, und die LS- und
ML-Schätzungen θ̂jLS bzw. θ̂jML; j=1, . . . , 1000 werden berechnet. Die Ergebnisse
sind als mittlerer Parameterfehler (geschätzter Bias)

∆θ̂i =
( 1
m

∑m

j=1
θ̂ji

)
− θi ; i = 1, 2 , (3.22a)

empirische Standardabweichung der Einzelparameter [Mül70]

si =

√√√√ 1
m− 1

∑m

j=1

(
θ̂ji −

1
m

m∑

k=1

θ̂jk

)2

; i = 1, 2 (3.22b)

und mittleres quadratisches Residuum

MRES =
1

m ·n

m∑

j=1

n∑

i=1

(
θ̂j2

cosϕi + θ̂j1 sinϕi
− rji

)2

(3.22c)

aufgetragen mit der Messpunktzahl n.

Der mittlere Fehler liefert eine Schätzung für den Bias und setzt voraus, dass die
wahren Parameter θ1 und θ2 bekannt sind. Die empirische Standardabweichung
der Einzelparameter ist ein Maß für die Streuung der Schätzungen, die jedoch
keine Aussage über den Bias der Schätzung macht. Das mittlere quadratische Re-
siduum ist ein Schätzwert für σ2

r und dient der Kontrolle.

• In der ersten untersuchten Konfiguration verläuft die Strecke in einem
Abstand von 10 m symmetrisch zur y-Achse. Die Endpunkte liegen bei
(−0,85 m; 10 m) und (0,85 m; 10 m). Die wahren Parameter betragen θ0

1 =0
und θ0

2 =10 m.
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• In der zweiten Konfiguration ist die Strecke um−15,1◦ gedreht und liegt am
Rand des Sichtbereichs, wobei der Abstand von 10 m beibehalten wird. Die
Eckpunkte liegen bei (1,79 m; 9,87 m) und (3,43 m; 9,43 m). Die wahren
Parameter betragen θ0

1 =−0,271 und θ0
2 =10,360 m.

• In der dritten Konfiguration liegt die Strecke am Rand des Sichtbereichs
und verläuft mit −45◦ steiler als in Konfiguration 2. Die Entfernung
der Streckenmitte zum Sensor beträgt 10 m. Die Eckpunkte liegen bei
(2,09 m; 10,23 m) und (3,29 m; 9,03 m) und die wahren Parameter sind
θ0

1 =−1,000 und θ0
2 =12,319 m.

(a) Konfiguration 1 (b) Konfiguration 2 (c) Konfiguration 3

Bild 3.4: Lage der Strecke (in rot) für die drei untersuchten Konfigurationen (Sicht-
bereich gestrichelt eingezeichnet)

3.4.2 Ergebnisse der Großzahlexperimente

Dieser Abschnitt stellt die Ergebnisse der drei Großzahlexperimente dar. Eine Be-
wertung wird im nächsten Abschnitt vorgenommen. Tabelle 3.1 bis Tabelle 3.3
geben die Ergebnisse der drei Großzahlexperimente wieder. Dabei sind für LS-
und ML-Schätzer die mittleren Schätzfehler und die Streuung aufgeführt, jeweils
für die Einzelparameter θ1 und θ2. Der mittlere Schätzfehler von θ1 ist zusätzlich
als Winkelfehler angegeben.

Die Schätzungen beruhen für alle drei Konfigurationen auf vielen Messungen (97,
98 bzw. 85 Messungen). Wird zusätzlich berücksichtigt, dass die angesetzten Kri-
terien zur Bewertung der Schätzer auf insgesamt 1000 Durchläufe beruhen, ist der
Stichprobenumfang so groß, dass die Ergebnisse eine solide statistische Grundlage
haben. Der MRES-Wert liefert sowohl für den LS- als auch für den ML-Schätzer in
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allen drei Großzahlexperimenten eine gute Schätzung für σ2
r, was die Ergebnisse

plausibel macht.

Tabelle 3.1: Ergebnisse für Konfiguration 1, bei der die Strecke symmetrisch zur
y-Achse verläuft. Die Schätzungen beruhen auf 97 Messungen.

LS ML

∆θ̂1 0,001553 0,001566

arctan
(

∆θ̂1

)
in ◦ 0,088961 0,089729

∆θ̂2 in m 0,000741 0,000743

s1 0,020393 0,020376

s2 in m 0,010204 0,010201

MRES 0,009689 0,009689

Tabelle 3.2: Ergebnisse für Konfiguration 2, bei der die Strecke am Rand des Sicht-
bereichs liegt und um −15,1◦ gedreht ist. Die Schätzungen basieren auf 98 Mes-
sungen.

LS ML

∆θ̂1 0,011210 −0,000228

arctan
(

∆θ̂1

)
in ◦ 0,642232 −0,013061

∆θ̂2 in m −0,029422 0,000468

s1 0,021384 0,021544

s2 in m 0,057528 0,057903

MRES 0,009732 0,009704
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Tabelle 3.3: Ergebnisse für Konfiguration 3, bei der die Strecke am Rand des Sicht-
bereichs liegt und um −45◦ gedreht ist. Die Schätzungen beruhen auf 85 Messun-
gen.

LS ML

∆θ̂1 0,035440 0,007627

arctan
(

∆θ̂1

)
in ◦ 2,029718 0,437004

∆θ̂2 in m −0,094308 −0,018959

s1 0,039100 0,039604

s2 in m 0,106100 0,107500

MRES 0,009975 0,009910

3.4.3 Bewertung der Ergebnisse

Tabelle 3.1 liegt Konfiguration 1, d. h. der symmetrische Spezialfall, zugrunde. Die
mittleren Fehler von LS- und ML-Schätzer sind nahezu identisch und sehr klein.
Der mittlere Winkelfehler beträgt bei beiden Schätzern weniger als 0,1◦ und der
mittlere Entfernungsfehler weniger als 1 mm. Auch bei der Streuung der Einzel-
parameter sind keine Unterschiede zwischen LS- und ML-Schätzer auszumachen.
Dieses Großzahlexperiment zeigt, dass der LS-Schätzer im symmetrischen Spezi-
alfall faktisch biasfrei ist und gegenüber dem ML-Schätzer keine Nachteile auf-
weist. Für den LS-Schätzer spricht zudem, dass die Berechnung der LS-Schätzung
weniger als 0,1 ms und damit weniger als 1% der Zeit benötigt, die zur Berechnung
der ML-Schätzung erforderlich sind (10 ms). Dabei ist jedoch zu berücksichtigen,
dass der Algorithmus für die ML-Schätzung im Mittel nur zwei Iterationen benö-
tigt, so dass die Rechenzeit durch eine optimierte Implementierung stark verringert
werden kann.

Tabelle 3.2 liegt Konfiguration 2 zugrunde, in der die Strecke am Rand des Sicht-
bereichs liegt und um −15,1◦ gegenüber der x-Achse verdreht ist. Während die
Streuung der Einzelparameterschätzungen für LS- und ML-Schätzer vergleichbar
sind, liegen die mittleren LS-Schätzfehler mit fast zwei Größenordnungen deutlich
über den mittleren ML-Schätzfehlern. Die Ursache hierfür ist die Lage der Strecke,
die nicht symmetrisch zur y-Achse verläuft, so dass sich die Fehler in x-Richtung
nicht gegenseitig kompensieren können. In diesem Fall bietet der ML-Schätzer
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deutliche Vorteile gegenüber dem LS-Schätzer, die allerdings durch einen um den
Faktor hundert höheren Rechenaufwand bei nur drei Iterationen erkauft werden.

Tabelle 3.3 liegt Konfiguration 3 zugrunde, in der die Strecke mit −45◦ noch
stärker als in Konfiguration 2 gegenüber der x-Achse verdreht ist. Die mittleren
LS-Schätzfehler liegen erneut über den ML-Schätzfehlern, wobei der mittlere Feh-
ler der LS-Abstandsschätzung auf −0,09 m angewachsen ist. Auffallend ist die
Zunahme der Streuung der Abstandsschätzung, die sich für LS- und ML-Schätzer
gegenüber Konfiguration 1 verzehnfacht hat. Das 2,5-σ-Konfidenzintervall (sta-
tistische Signifikanz von 98,8%) ist auf 0,5 m angewachsen bei einem Nominal-
abstand von nur θ2 =12,31 m. Da der mittlere LS-Abstandsfehler knapp 0,1 m
beträgt und deutlich größer als der ML-Abstandsfehler ist, ist der um den Faktor
hundert höhere Rechenaufwand für den ML-Schätzer für kritische Anwendungen
gerechtfertigt, zumal im Mittel erneut nur drei Iterationen benötigt werden.

Ein Vergleich der LS-Schätzungen für die drei Konfigurationen zeigt, dass der
LS-Schätzer stark von der Wahl des Koordinatensystems bzw. der Orientierung
der Strecke abhängt. So ist der mittlere Abstandsfehler in Konfiguration 3 gegen-
über dem Fehler in Konfiguration 1 um den Faktor hundert angewachsen. Der
Fehler der LS-Abstandsschätzung ist in Konfiguration 2 und 3 negativ, d. h. die
Strecke wird näher geschätzt, als sie ist, was sich auch in der Biasformel (3.15)
widerspiegelt. Neben dem mittleren Abstandsfehler nimmt auch die Streuung der
Abstandsschätzung von Konfiguration 1 über Konfiguration 2 zu Konfiguration 3
um das Zehnfache zu und ist größer als der mittlere Schätzfehler.

Ein Vergleich der ML-Schätzungen zeigt auch hier eine Zunahme des Abstands-
fehlers, der jedoch deutlich geringer als beim LS-Schätzer ausfällt. Dieser Be-
fund steht scheinbar in einem Widerspruch zu Theorem 3.3, das Invarianz des
ML-Schätzers gegenüber einer Rotation der Strecke beweist. Die Zunahme des
Abstandsfehlers resultiert zum einen aus der Abnahme der Messpunktzahl von 97
bzw. 98 auf 85. Zum anderen eignet sich das nichtlineare Messmodell (3.16), das
sich aus der gewählten Geradenparametrierung (3.5) ergibt, schlecht zur Optimie-
rung. Die Streuung der Abstandsschätzung liegt in der gleichen Größenordnung
wie die Streuung des LS-Abstandsfehlers und nimmt wie diese von Konfigurati-
on 1 bis Konfiguration 3 stark zu.

Zusammengefasst lässt sich sagen, dass der mittlere LS-Abstandsfehler mit bis
zu 0,1 m in einer Größenordnung liegt, die den größeren Rechenaufwand des
ML-Schätzers in sicherheitskritischen Fällen rechtfertigt. Die Implementierung
des ML-Schätzers eröffnet darüber hinaus noch Optimierungsmöglichkeiten, so
dass der Rechenzeitaufwand aufgrund der geringen Iterationenzahl um eine Grö-
ßenordnung reduziert werden kann. Ein weiterer Vorteil des ML-Schätzers ist des-
sen Rotationsinvarianz, die sicherstellt, dass der Abstandsfehler in erster Näherung
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unabhängig von der Steigung der Strecke ist.

Wesentliche Ergebnisse des Kapitels

Dieses Kapitel untersucht, wie die Abstandsschätzung mit statistischen Methoden
verbessert werden kann. Dafür wird unter Berücksichtigung des physikalischen
Messprinzips ein statistisches Sensormodell abgeleitet. Für dieses Modell wird die
Statistik des LS-Geradenschätzers untersucht. Sie ist i. Allg. asymptotisch bias-
behaftet. Im praktisch relevanten Spezialfall der Folgefahrt ist die Schätzung der
Steigung jedoch biasfrei und die Abstandsschätzung faktisch biasfrei.

Da die Güte der LS-Schätzung stark von der Wahl des Koordinatensystems ab-
hängt, wird auf Basis des Sensormodells der ML-Geradenschätzer abgeleitet, der
asymptotisch biasfrei und konsistent ist. Zusätzlich ist er im vorliegenden Fall in-
variant gegenüber einer Rotation des Koordinatensystems, so dass in sicherheits-
kritischen Anwendungen der gegenüber dem LS-Schätzer erhöhte Rechenaufwand
gerechtfertigt ist. Die Ergebnisse dieses Kapitels wurden in [Kap05b, Kap06d] ver-
öffentlicht.



53

4 Genauigkeitsverbesserung durch
Bewegungskompensation

Einleitung

In diesem Kapitel wird der deterministische Einfluss untersucht, den eine Relativ-
bewegung zwischen Objekt und Laserscanner auf die Lidar-Messungen hat. Da der
Scan zeitlich ausgedehnt ist, kommt es bei Laserscannern zu einer bewegungsbe-
dingten Unschärfe: Gemessene Konturen sind gegenüber der wahren Kontur ver-
schoben, verdreht und gekrümmt. Das Ziel der in diesem Kapitel beschriebenen
Analyse ist die vollständige Kompensation des Effektes, den die Relativbewegung
auf die Lidar-Messungen hat und der im Folgenden Motion-Scan-Effekt genannt
wird.

Nach einer qualitativen Beschreibung des Effektes wird dieser in einer Simulation
quantitativ erfasst. Da der Effekt in der Größenordnung der stochastischen Fehler
liegt, wird untersucht, wie die Parameter eines einfachen Objekt- und Bewegungs-
modells identifiziert werden können. Sind alle Parameter identifiziert, lässt sich
der Motion-Scan-Effekt vollständig kompensieren, so dass der Abstand eines Ob-
jektes frei von Fehlern infolge der Relativbewegung bestimmt werden kann.

4.1 Qualitative Beschreibung und Einordnung des
Motion-Scan-Effektes

Da der Scanprozess eines Laserscanners zeitlich ausgedehnt ist, führt eine Rela-
tivbewegung zwischen dem gescannten Fahrzeug und dem Laserscanner zu einer
Deformation der gescannten Fahrzeugkontur. Dieser Motion-Scan-Effekt umfasst
eine Verschiebung, Streckung, Verdrehung und Krümmung der gescannten Fahr-
zeugkontur gegenüber der Originalkontur. Kritisch ist der Fall, in dem die Entfer-
nung des gescannten Fahrzeuges geringer ist, als sie aufgrund des Motion-Scan-
Effektes gemessen wird.

Bild 4.1(a) illustriert den Motion-Scan-Effekt. Ein Fahrzeug, das sich mit konstan-
ter Relativgeschwindigkeit entlang der y-Achse entfernt, wird gescannt. Der Scan
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beginnt zum Zeitpunkt t0 und endet zum Zeitpunkt tF , wobei das Fahrzeug zwi-
schen den Zeitpunkten tB und tE vom Laserscanner überstrichen wird. Da sich
das Fahrzeug während des Scans relativ zum Scanner bewegt, „verschmiert“ das
gescannte Heck, was im vergrößerten Ausschnitt in Bild 4.1(b) gut zu sehen ist.
Die Mitte der gescannten Kontur ist gegenüber der Konturmitte zum Zeitpunkt
tE verschoben. Zusätzlich ist die Kontur gegenüber der wahren Orientierung des
Hecks verdreht, und die Breite ist leicht vergrößert. Die auftretende Krümmung ist
so klein, dass sie vernachlässigt werden kann.

(a) Übersicht (b) Vergrößerter Ausschnitt

Bild 4.1: Bild 4.1(a) zeigt den Scan eines Fahrzeughecks. Aufgrund der Relativbe-
wegung ist das gemessene Heck verschoben und verdreht gegenüber der Position
und Orientierung des Hecks zum Zeitpunkt tE . Diese Auswirkungen des Motion-
Scan-Effektes sind in Bild 4.1(b) vergrößert dargestellt.

Bild 4.1 zeigt anschaulich, dass der Motion-Scan-Effekt von der Relativbewegung
und der Dauer des Scanvorgangs abhängt, wobei der Effekt mit wachsender Rela-
tivbewegung und wachsender Scandauer zunimmt. Während auf die Relativbewe-
gung kein Einfluss genommen werden kann, wird die Scandauer bzw. -frequenz
durch den Sensor festgelegt und kann u. U. in einem kleinen Bereich, z. B. zwi-
schen 10 Hz und 40 Hz, variiert werden. Ein langsamerer Scan bietet Vorteile hin-
sichtlich der Messgenauigkeit, da der Sichtbereich mit einer höheren Winkelauf-
lösung erfasst und die Entfernungsmessung mit statistischen Methoden verbessert
werden kann. Im Gegensatz dazu spricht für einen schnelleren Scan, dass die Mes-
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sungen eines Scans nahezu dem gleichen Zeitpunkt zugeordnet werden können
und der Motion-Scan-Effekt klein ist.

Die Auswirkung der Relativbewegung auf die Messungen eines Laserscanners ist
in der Literatur bekannt. Ballard und Vacherand [Bal94] untersuchen den Effekt,
den eine sehr schnelle Fahrzeugbewegung auf Lidar-Messungen hat. Die Autoren
ziehen den Schluss, dass Scandauer und maximale Geschwindigkeit aufeinander
abgestimmt sein müssen. Blais et al. [Bla04] analysieren den langsamen Scan sehr
großer Objekte, z. B. eines Innenraumes. Aufgrund der sehr langen Scandauer im
Bereich von Minuten wirken sich dabei auch niederfrequente Relativbewegungen
stark auf das Scanergebnis aus. Die Autoren nehmen in ihrem Ansatz zunächst ein
grobes Entfernungsbild des Objektes auf und verfeinern dieses mit weiteren Scans,
wobei das Objekt zusätzlich getrackt wird, um die Relativbewegung zu kompen-
sieren. Ono et al. [Ono03] betrachten den Effekt, den die Relativbewegung auf
die automatische Kartierung von Straßen hat. Ziel ihrer Arbeit ist die Kompensa-
tion der Eigenbewegung auf Framebasis. Gräfe [Grä04] untersucht ebenfalls die
Kartierung von Straßen, allerdings mit wesentlich höheren Anforderungen an die
Genauigkeit. So berücksichtigt er im Gegensatz zu Ono et al. auch die Relativbe-
wegung während eines Scans, indem jede Messung bezüglich der besten geschätz-
ten Trajektorie (best estimated trajectory, BET) registriert wird.

Die hier vorgestellten Betrachtungen untersuchen den Effekt schneller Relativ-
bewegung auf die gemessene Fahrzeugkontur und basieren auf Veröffentlichun-
gen des Autors in [Kap06c, Grö07]. Im Gegensatz zu Ballard und Vacherand
[Bal94], die sich auf eine Beschreibung des Effektes beschränken, wird dieser
hier quantitativ untersucht. Außerdem wird gezeigt, wie der Motion-Scan-Effekt
vollständig kompensiert werden kann. Der Ansatz von Blais et al. [Bla04] kann
in der vorliegenden Arbeit nicht angewendet werden, da die zugrunde liegenden
Lidar-Messungen zu stark verrauscht sind und die Scandauer sehr kurz ist. Des-
halb werden hier einfache Modelle für die Kontur und Bewegung des Fahrzeuges
verwendet. Unter der Voraussetzung, dass das stochastische Messrauschen klein
ist, ermöglicht der vorgestellte Ansatz die Bestimmung der Bewegungsparame-
ter aus einem einzigen Datenframe, was mit Standardansätzen nicht möglich ist
[Mar04]. Hierbei wird vorhandenes Zusatzwissen über die Bewegungsrichtung,
die Geschwindigkeit und die Abmessungen des vorausfahrenden Fahrzeuges be-
rücksichtigt, das z. B. bei vernetzten Fahrzeugen übermittelt wird.
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4.2 Quantitative Untersuchung des Motion-Scan-
Effektes

4.2.1 Annahmen

Um den Effekt der Relativbewegung isoliert, d. h. ohne andere störende Einflüsse,
betrachten zu können, werden die folgenden Annahmen getroffen:

• Die Segmentierung der Messungen ist fehlerfrei.

• Die Fahrzeugkontur ist ein Rechteck. Fehler durch eine abgerundete Fahr-
zeugkontur werden nicht betrachtet.

• Die Messungen sind unverrauscht.

• Die Messungen von Entfernung und Winkel sind nicht quantisiert.

• Die Messung ist zeitdiskret mit konstanter Abtastperiode ∆t, die von der
Scanperiode TA und der Scandauer TS zu unterscheiden ist. Dabei ist die
Scandauer TS die Zeit, die der Scanner zur Erfassung des Sichtbereichs be-
nötigt.

• Das scannende Fahrzeug (Index s) fährt geradlinig mit bekannter konstanter
Geschwindigkeit vs. Das gescannte Fahrzeug fährt ebenfalls geradlinig mit
unbekannter konstanter Geschwindigkeit v unter konstantem Steuerkurs-
winkel ψ (vgl. Bild 4.5). Somit ist die Relativgeschwindigkeit vrel := v− vs
konstant.

• Das gescannte Fahrzeug rollt ohne zu gleiten. Damit ist der momentane Ge-
schwindigkeitsvektor parallel zur Fahrzeuglängsachse.

Die Annahmen erscheinen zwar restriktiv, lassen sich jedoch auch für die Praxis
motivieren. So kann die einer fehlerfreien Zuordnung vorausgehende Datenasso-
ziation durch ein übergeordnetes Trackingsystem gewährleistet werden, wie es in
Abschnitt 2.2.1 beschrieben wird. Aufgrund des Messrauschens sind die Strecke
und die L-Form sinnvolle Modelle für die Fahrzeugkontur. Schätzfehler infolge
des stochastischen Messrauschens übersteigen die Quantisierungsfehler deutlich.
In 4.2.3 wird jedoch gezeigt, dass diese Schätzfehler in der gleichen Größenord-
nung wie die Parameterfehler infolge des deterministischen Motion-Scan-Effektes
liegen.
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4.2.2 Nomenklatur

Bevor der Motion-Scan-Effekt im Rahmen einer Simulation quantitativ untersucht
wird, führt Bild 4.2 die verwendete Notation ein. Zusätzlich wird geklärt, welche
Abstände bei Fahrzeugen und welche Bezugszeitpunkte beim Scanvorgang rele-
vant sind.

Bild 4.2: Geometrische Beziehungen zwischen Sensorfahrzeug und gescanntem
Fahrzeug

Zur Abstandsbewertung sind die folgenden drei Größen gebräuchlich, die auch in
Bild 4.2 zu sehen sind:

1. Der Abstand d der Streckenmittelpunkte. Da der Laserscanner im Ursprung
des Sensorkoordinatensystems liegt, vereinfacht sich die Berechnung zu

d =
∥∥∥∥
(
xc
yc

)∥∥∥∥
2

. (4.1a)

2. Der minimale Abstand dm zwischen zwei Fahrzeugen. Das ist der kleinste
Abstand zwischen zwei Punkten, von denen einer auf dem Sensorfahrzeug
und der andere auf dem gescannten Fahrzeug liegt:

dm = min
γ∈[− b2 , b2 ]

λ∈[− bs2 , bs2 ]

∥∥∥∥
(
xc
yc

)
+ γ

(
cosψ
sinψ

)
− λ

(
1
0

)∥∥∥∥
2

. (4.1b)
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Dabei muss die Breite b bekannt sein.
Gl. (4.1b) ist entweder die orthogonale Projektion einer Ecke auf die andere
Strecke oder der minimale Abstand zwischen zwei Ecken.

3. Der minimale Abstand ds zwischen Sensor und Fahrzeug. Dieser kann aus
Gl. (4.1b) für λ=0 gewonnen werden, da der Laserscanner im Ursprung des
Koordinatensystems ist.

Der Abstand d ist einfach zu berechnen, zeigt jedoch nicht, wie nahe zwei Fahr-
zeuge einander wirklich sind. Im Gegensatz dazu geben die Abstände dm und ds
den tatsächlichen (kleinsten) Abstand der Fahrzeuge gut wieder. Ihre Bestimmung
ist jedoch aufwendig und erfordert die Kenntnis der Breite b. Die Breite bs des
Sensorfahrzeuges wird als bekannt vorausgesetzt. Zwischen den Abständen d, dm
und ds besteht die Beziehung

dm 6 ds 6 d 6 ds +
b

2
6 dm +

b+ bs
2

. (4.2)

Wie in Abschnitt 4.1 erklärt wird, setzt die Angabe der Position und Orientierung
einer bewegten Strecke einen Bezugszeitpunkt voraus. Für Laserscanner gibt es
fünf relevante Bezugszeitpunkte, die in Bild 4.3 aufgetragen sind.

Bild 4.3: Zeitstrahl mit den Bezugszeitpunkten

Der Scan beginnt zum Zeitpunkt t0 und endet zum Zeitpunkt tF , wobei das Fahr-
zeug im Intervall [tB , tE ] gemessen wird. Dabei ist zu beachten, dass die Scandau-
er TS= tF−t0 i. Allg. kleiner als die Scanperiode TA des Laserscanners ist. Die
Aktualisierung der Szenenbeschreibung erfordert Rechenzeit und liegt erst zum
Zeitpunkt tF +τ vor. Gl. (4.4) gibt an, wie die Streckenparameter (xc, yc) und ψ
der unterschiedlichen Bezugszeitpunkte ineinander umgerechnet werden können.
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4.2.3 Simulation

Parameter der Simulation

Die Simulation erlaubt es, den Motion-Scan-Effekt unter Ausschluss anderer Stör-
einflüsse wie z. B. Mess- und Quantisierungsfehler zu untersuchen. Die Parameter
der Simulation orientieren sich an der Praxis, was eine zuverlässige quantitative
Bewertung des Motion-Scan-Effektes ermöglicht. Dabei wird ein Mittelklassewa-
gen von einem Laserscanner mit Standardspezifikation gescannt:

• Fahrzeug (typischer Mittelklassewagen)
– Breite b=1,70 m
– Länge l=4,20 m

• Laserscanner
– Winkelbereich ϕ∈ [−20◦, 20◦] (Winkel zwischen positiver y-Achse

und Scanstrahl; vgl. Bild 4.4)
– Winkelauflösung ∆ϕ=0,1◦

– Scanfrequenz1 f=10 Hz, entspricht hier einer Scandauer von
TA≈11 ms

Simulation des Motion-Scan-Effektes

Während Abschnitt 4.1 den Motion-Scan-Effekt rein qualitativ beschreibt, quanti-
fiziert dieser Abschnitt den Effekt mit Hilfe einer Simulation, wobei zwei Szena-
rios untersucht werden.

1. Das Sensorfahrzeug und das gescannte Fahrzeug bewegen sich mit konstan-
ter Relativgeschwindigkeit vrel auf der gleichen geradlinigen Spur. Bild 4.4
zeigt die komplette Kontur des gescannten Fahrzeuges zum Zeitpunkt tF
und das Heck zu den Zeitpunkten tB und tE , wobei einige Messungen als
Punkte eingezeichnet sind.

Große positive Relativgeschwindigkeiten vrel treten u. a. bei Spurwechseln
auf und wenn das scannende Fahrzeug abrupt stoppt oder überholt wird. Be-
sonders kritisch sind jedoch große negative Relativgeschwindigkeiten, etwa
wenn das vorausfahrende gescannte Fahrzeug stark abbremst. Die Ergebnis-
se für dieses Szenario sind in Tabelle 4.1 aufgeführt und die zugehörigen
Berechnungen in Anhang A.2 angegeben.

1Die Scanfrequenz f ist die Frequenz, mit der sich der Ablenkspiegel um seine Achse dreht. Bei
einem Winkelbereich von 40◦ und einer Scanfrequenz f von 10 Hz ergibt sich damit eine Scandauer
von TA≈11 ms, in der der komplette Sichtbereich überstrichen wird.
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Bild 4.4: Das gescannte Fahrzeug fährt vor dem Sensorfahrzeug. Der Scan des
Hecks beginnt zum Zeitpunkt tB (Scanwinkel ϕ(tB)) und endet zum Zeitpunkt tE ,
während der Scanframe erst zum Zeitpunkt tF endet. Einige Messungen (Punkte)
und Scanstrahlen sind eingezeichnet.

2. Das gescannte Fahrzeug kommt auf der Nachbarspur entgegen (Querab-
stand der Fahrzeugmitten: 3,2 m). In dieser Situation können auf Landstra-
ßen große Relativgeschwindigkeiten von mehr als 50 m/s=180 km/h auf-
treten. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.2 dargestellt, wobei dtF hier den
Abstand der Fahrzeugfront zum Zeitpunkt tF bezeichnet. Die zugehörigen
Berechnungen sind in Anhang A.2 angegeben.

Für alle drei Szenarios wird der wahre Abstand dtF am Ende des Scanframes
angegeben, da frühestens zu diesem Zeitpunkt die Szenenbeschreibung vollstän-
dig aktualisiert ist. Zur Approximation der Messungen durch eine Strecke wird
ein gewöhnlicher LS-Ansatz verwendet. Der Abstand des Streckenmittelpunktes
zum Ursprung des Koordinatensystems ergibt den berechneten Abstand d̃, wor-
aus mit ∆d̃= d̃−dtF der Parameterfehler folgt. Die Verdrehung ∆ψ̃ des gescann-
ten Fahrzeuges bezüglich der wahren Lage im Sensorkoordinatensystem ist di-
rekt durch die Streckensteigung gegeben, da beim Folgen und Entgegenkommen
ψtF =ψ=0 ist. Der Abstand zwischen der ersten und der letzten Messung liefert
einen Wert b̃ für die Breite des gescannten Fahrzeuges, womit sich der Breitenfeh-
ler zu ∆b̃= b̃−b ergibt.
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Tabelle 4.1: Fehler infolge der Relativbewegung, wenn beide Fahrzeuge auf der
gleichen Spur fahren

vrel in m/s dtF in m ∆d̃ in m ∆ψ̃ in ◦ ∆b̃ in m

Der Abstand der Fahrzeuge ist konstant (vrel =0).
0,00 5,00 0,00 0,00 0,00
0,00 10,00 0,00 0,00 0,00
0,00 20,00 0,00 0,00 0,00

Der Abstand der Fahrzeuge wird größer (vrel>0).
5,00 5,00 −0,03 −0,91 0,00

10,00 5,00 −0,06 −1,83 0,00
5,00 10,00 −0,03 −0,46 0,00

10,00 10,00 −0,06 −0,92 0,00

Der Abstand der Fahrzeuge wird kleiner (vrel<0).
−5,00 5,00 0,03 0,90 0,00
−10,00 5,00 0,06 1,79 0,00
−5,00 10,00 0,03 0,45 0,00
−10,00 10,00 0,06 0,91 0,00
−5,00 20,00 0,03 0,23 0,00
−10,00 20,00 0,06 0,45 0,00

Bewertung der Simulationsergebnisse

• Sind dtF und vrel bekannt, kann der Abstand d für jeden beliebigen Zeitpunkt
berechnet werden, z. B. für t= tB : dtB =dtF −vrel (tF−tB).

• Die Dauer ∆T = tE−tB , während der das Fahrzeug vom Scanstrahl über-
strichen wird, nimmt mit wachsender Breite b, abnehmendem Abstand dtF
und abnehmender Relativgeschwindigkeit vrel zu.

• Tabelle 4.2 zeigt, dass der Fehler ∆d̃ der Abstandsmessung größer als 0,1 m
sein kann.
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Tabelle 4.2: Fehler infolge der Relativbewegung, wenn das gescannte Fahrzeug
auf der Gegenfahrbahn näherkommt

vrel in m/s dtF in m ∆d̃ in m ∆ψ̃ in ◦ ∆b̃ in m

−5,00 20,00 0,02 0,22 0,00
−10,00 20,00 0,03 0,44 0,00
−15,00 20,00 0,05 0,67 0,00
−20,00 20,00 0,06 0,89 0,00
−30,00 20,00 0,09 1,33 0,00
−40,00 20,00 0,12 1,78 0,00
−50,00 20,00 0,15 2,22 0,00

• Folgt das Sensorfahrzeug dem gescannten Fahrzeug und gilt für die Relativ-
geschwindigkeit vrel<0, ist die Messung des Abstandes größer als der tat-
sächliche Abstand. Dieses Ergebnis ist gefährlich, da der Abstand in Wahr-
heit kleiner ist als aufgrund der Messung erwartet wird. Nähert sich das
gescannte Fahrzeug auf der Gegenfahrbahn, wird der Abstand ebenfalls zu
groß gemessen, d. h. das Fahrzeug ist näher, als es die Messung vorgibt.

• Der maximale Winkelfehler ∆ψ̃= ψ̃ ist mit weniger als 2,3◦ klein. Der Brei-
tenfehler ∆b̃ kann sogar völlig vernachlässigt werden.

• Im Rahmen der Simulation wurde auch der Fall konstanter Beschleunigung
untersucht, z. B. wenn mit 0,5 g (Erdbeschleunigung g) gebremst wird. Der
zusätzliche Effekt ist sehr klein, da die Zeit ∆T , während der das Fahr-
zeug vom Laserstrahl überstrichen wird, sehr kurz ist. So ergeben sich
für vrel,0 =5 m/s, dtF =10 m und v̇=−0,5 g die Fehler zu ∆d̃=−0,03 m,
∆ψ̃=−0,45◦ und ∆b̃=0,00 m. Ein direkter Vergleich mit der Situation oh-
ne Bremsen (hellgrau hinterlegte Zeile in Tabelle 4.1) zeigt, dass Bremsen
den Motion-Scan-Effekt sogar abschwächt, da die Relativgeschwindigkeit
während des Scans abnimmt.

• Große Relativgeschwindigkeiten treten auf, wenn die Fahrzeuge einander
entgegenkommen, wenn sich das Sensorfahrzeug einem ruhenden bzw. ge-
parkten Fahrzeug nähert und wenn ein Fahrzeug die Spur wechselt.
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Vergleich mit statistischen Fehlern

Dieser Abschnitt vergleicht Fehler, die aus dem Motion-Scan-Effekt resultie-
ren, mit Schätzfehlern infolge von stochastischen Messunsicherheiten, wie sie
Kapitel 3 beschreibt. Bei der statistischen Untersuchung der Schätzfehler wird
die Winkelmessung als fehlerfrei angenommen, während die Unsicherheit der
Entfernungsmessungen als unabhängigN (0, σ2

r)-verteilt mit Standardabweichung
σr=0,1 m modelliert wird.

Im symmetrischen Spezialfall, d. h. wenn die Strecke symmetrisch zur positiven
y-Achse liegt, ist die Schätzung der Steigung gemäß Theorem 3.2 erwartungstreu
und die Schätzung des Abstandes asymptotisch erwartungstreu. Mit einer Simu-
lation wird für diesen Spezialfall der Einfluss von Messfehlern auf die Schätzung
der Geraden untersucht. Dabei wird eine 1,70 m lange Strecke, die symmetrisch
zur y-Achse verläuft (ψ=arctan θ1 =0), für unterschiedliche Abstände d=dtF
gescannt. Der radialen Komponente der idealen Messungen wird additiv gauß-
sches Rauschen mit σr=0,1 m überlagert, und die LS-Schätzungen von Abstand
d und Steuerkurswinkel ψ werden bestimmt. Dieses Prozedere wird 1000 Mal
wiederholt, um einen mittleren Schätzwert für die Parameter und deren Standard-
abweichung zu bekommen.

Tabelle 4.3 gibt die zweiseitigen 2,5-σ-Konfidenzintervalle2 der Schätzungen d̂
und ψ̂ für unterschiedliche Abstände d zusammen mit der Messpunktzahl n wie-
der. Als Schätzwert für die Standardabweichung dient die empirische Standardab-
weichung sd, die sich für die Abstandsschätzung d̂ auf Basis der Einzelschätzun-
gen d̂1, . . . , d̂n zu

σd ≈ sd =

√√√√ 1
n− 1

n∑

i=1

(
d̂i − 1

n

n∑

j=1

d̂j

)2

ergibt. Die Schätzung ψ̂ wird gemäß ψ̂=arctan θ1 aus der Steigungsschätzung θ1

bestimmt, so dass Tabelle 4.3 direkt mit Tabelle 3.1 verglichen werden kann.

In den meisten Fällen ist der Fehler der LS-Schätzung viel kleiner als die Standard-
abweichung σr, da die Schätzung durch viele stochastisch unabhängige Messun-
gen gestützt wird. (In Tabelle 4.3 sind anstelle der empirischen Standardabwei-
chung die 2,5-σ-Konfidenzintervalle aufgetragen.) Die Standardabweichung der
LS-Schätzung ist dabei näherungsweise umgekehrt proportional zu

√
n.3

2Ist eine ZufallsvariableN (µ, σ2)-verteilt, so befindet sich eine Realisierung mit der Wahrschein-
lichkeit erf(2,5/

√
2)≈98,8 % im Intervall [µ−2,5σ, µ+2,5σ] (erf( · ): Fehlerfunktion) [Bro97].

3Seien x1, . . . ,xn unkorrelierte Zufallsgrößen mit gleicher Varianz σ2. Dann ist die Varianz des
arithmetischen Mittelwertschätzers 1/n ·

∑n
i=1 xi gleich σ2

x=σ2/n [Nie02].
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Tabelle 4.3: Zweiseitige 2,5-σ-Konfidenzintervalle für die LS-Schätzung von Ab-
stand d und Winkel ψ bei der Messpunktzahl n (vrel =0 m/s und σr=0,1 m)

d in m d̂ in m ψ̂ in ◦ n

5,00 5,00± 0,02 0,05± 2,10 193
10,00 10,00± 0,03 0,09± 2,92 97
20,00 20,00± 0,03 0,32± 4,17 49

Mit steigendem Abstand d nimmt der Variationskoeffizient σr/d, d. h. der Ein-
fluss des Messrauschens auf die Einzelmessung, ab. Die Messpunktzahl n nimmt
(bei konstanter Winkelauflösung ∆ϕ) jedoch ebenfalls ab, weil der Sehwinkel bzw.
die scheinbare Größe der Strecke abnimmt. Da eine kleinere Messpunktzahl die
Schätzung stärker beeinflusst, werden die Konfidenzintervalle mit zunehmendem
Abstand d größer.

Ein Vergleich der Tabelle 4.3 mit den Tabellen 4.1 und 4.2 zeigt, dass in manchen
Fällen die Fehler infolge des Motion-Scan-Effektes größer als die statistischen
Schätzfehler sind. So ergeben sich für die Relativgeschwindigkeit vrel =−10 m/s
und den Abstand dtF =10 m deterministische Fehler von 0,06 m und 0,91◦ (dun-
kelgrau hinterlegte Zeile in Tabelle 4.1), während die statistischen Schätzfehler
infolge des Messrauschens ±0,03 m bzw. ±2,92◦ betragen bei einer statistischen
Signifikanz von 98,8 %. Die statistischen Fehler lassen sich nur durch verbesserte
Sensoren verringern. Dagegen kann der deterministische Motion-Scan-Effekt für
die vorliegenden Daten vollständig kompensiert werden, wie die folgenden Ab-
schnitte zeigen.

4.3 Modellierung des Scans und der Relativbewe-
gung

Dieser Abschnitt formuliert zeitvariante Streckenmodelle für die Fahrzeugkontur.
Dabei wird jede Strecke durch ihre Mitte (xc, yc), ihre Breite b bzw. Länge l so-
wie den Steuerkurswinkel ψ beschrieben (vgl. Bild 4.5). Bewegt sich das Fahr-
zeug relativ zum Laserscanner, verändert sich die Lage der Strecke in Abhängig-
keit von den Geschwindigkeiten v und vs sowie der Bezugszeit tF , wobei die
Geschwindigkeit vs des Sensorfahrzeuges als bekannt vorausgesetzt wird. Da zu
jedem Zeitpunkt jedoch nur eine Messung vorliegt, ist je ein Streckenmodell für
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(a) Heck und Front (b) Seite

Bild 4.5: Abmessungen des gescannten Fahrzeuges

das Fahrzeugheck und die -front bzw. die Fahrzeugseite gesucht, dessen Parameter
auf Basis mehrerer Messungen identifiziert werden können, wobei die Messungen
unterschiedlichen Zeitpunkten zugeordnet sind.

4.3.1 Streckenmodell von Fahrzeugheck und -front

Die Dauer ∆T = tE−tB , während der das Fahrzeug vom Scanstrahl überstrichen
wird, ist recht kurz.4 Deshalb kann für typische Verkehrssituationen die Relativbe-
wegung zwischen Sensorfahrzeug und gescanntem Fahrzeug näherungsweise als
geradlinige Bewegung beschrieben werden, d. h. die Geschwindigkeit v und der
Steuerkurswinkel ψ sind konstant. Die Position

(
xc(t), yc(t)

)
der Heckmitte ist

durch

xc(t) = xc.tB − v sinψ (t− tB) , (4.3a)
yc(t) = yc.tB + (v cosψ − vs) (t− tB) (4.3b)

gegeben, wobei (xc.tB , yc.tB ) die Heckmitte zum Zeitpunkt tB bezeichnet. Die
Indexschreibweise, z. B. xc.tB , wird für die zeitinvarianten Modellparameter unter
Angabe des Bezugszeitpunktes (hier tB) gewählt.

Obwohl die Parameter für den Zeitpunkt tB ermittelt werden, sind die Parameter
für den Zeitpunkt tF von Interesse, da sie die Position des gescannten Fahrzeu-
ges am Ende des Scans widerspiegeln. Durch eine Parametertransformation, die

4Ein 1,7 m breites Auto, dessen Heck 10 m entfernt ist, wird in weniger als 3 ms gescannt.
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auf Gl. (4.3) beruht, können die für die Praxis relevanten Parameter (xc.tF , yc.tF )
zum Zeitpunkt tF aus den Parametern (xc.tB , yc.tB ) zum Zeitpunkt tB berechnet
werden:

xc.tF := xc.tB − v sinψ (tF − tB) , (4.4a)
yc.tF := yc.tB + (v cosψ − vs) (tF − tB) . (4.4b)

Die Transformation (4.4) prädiziert die Position des Fahrzeuges auf Grundlage
der Messungen. Wird in Gl. (4.4) der Zeitpunkt tF durch tC ersetzt, kann eine
zusätzlich benötigte Rechenzeit τ berücksichtigt werden (vgl. Bild 4.3).

Die Gerade wird durch ein zeitvariantes Modell mit konstanter Steigung m be-
schrieben:

y = mx+ c(t) , (4.5)

wobei der y-Achsenabstand zeitlich veränderlich ist. Die Schwierigkeit bei der
Identifikation des Geradenmodells (m, ci) zum Zeitpunkt ti ist, dass nur eine
einzige Messung (xi, yi)T vorliegt. Darum muss das Geradenmodell so formu-
liert werden, dass c(t) eine Funktion von zeitinvarianten Parametern ist. In An-
hang A.2.3 wird erläutert, wie der y-Achsenabschnitt mit den zeitinvarianten Grö-
ßen v, vs und (xc.tF , yc.tF ) formuliert werden kann. Mit diesem Ausdruck für c(t)
lässt sich Gl. (4.5) schreiben als

y = tanψ (x− xc.tF ) + yc.tF +
( v

cosψ
− vs

)
(t− tF ) . (4.6a)

Mit dieser Formulierung können mehrere Messungen (xi, yi)T, die verschiedenen
Zeitpunkten ti zuzuordnen sind, für die Bestimmung der zeitinvarianten Parameter
herangezogen werden.

Aus diesem Geradenmodell entsteht ein Streckenmodell, indem die Breite b be-
schränkt wird. Somit ist die Strecke für einen beliebigen Zeitpunkt ti gegeben
durch alle Messungen (xi, yi)T, die Gl. (4.6a) und

∥∥∥∥
(
xc.tF
yc.tF

)
−
(

xi − v sinψ (tF − ti)
yi + (v cosψ − vs) (tF − ti)

)∥∥∥∥
2

6 b

2
(4.6b)

genügen.

Sind beide Ecken sichtbar, kann der Parameter b bestimmt werden zu

b =
∥∥∥∥
(
x(tE)
y(tE)

)
−
(

x(tB)− v sinψ (tE − tB)
y(tB) + (v cosψ − vs) (tE − tB)

)∥∥∥∥
2

. (4.6c)
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4.3.2 Streckenmodell der Fahrzeugseite

Die Formeln für die Fahrzeugseite werden analog zu den Formeln des Hecks abge-
leitet. Die Ableitung, die in Anhang A.2.4 dargestellt ist, liefert das Geradenmodell

y = tanψ∗ (x− xd.tB ) + yd.tB − vs (t− tB) (4.7a)

mit der Restriktion
∥∥∥∥
(
xd.tF
yd.tF

)
−
(

xi + v cosψ∗ (tF − ti)
yi + (v sinψ∗ − vs) (tF − ti)

)∥∥∥∥
2

6 l

2
. (4.7b)

Da in Gl. (4.7) nur die zeitinvarianten Parameter Steuerkurswinkel ψ∗, Position
(xc.tB , yc.tB ) der Seitenmitte zum Zeitpunkt tB , Geschwindigkeit v und Länge
l vorkommen, können wie bei Gl. (4.6) mehrere Messungen, die verschiedenen
Zeitpunkten zuzuordnen sind, für die Parameteridentifikation herangezogen wer-
den.

Sind beide Ecken sichtbar, ist der Parameter l gegeben durch

l =
∥∥∥∥
(
x(tE)
y(tE)

)
−
(

x(tB) + v cosψ∗ (tE − tB)
y(tB) +

(
v sinψ∗ − vs

)
(tE − tB)

)∥∥∥∥
2

. (4.7c)

4.4 Identifizierbarkeit der Parameter

Die in Gl. (4.6a) und Gl. (4.7a) gegebenen Streckenmodelle sind so formuliert,
dass für jede Messung (xi, yi)T, die zu einem Zeitpunkt ti vorliegt, eine Gleichung
aufgestellt werden kann. In diesem Abschnitt wird untersucht, ob auf Basis dieser
Gleichungen alle Modellparameter identifiziert werden können. Die Identifizier-
barkeit aller Parameter (im deterministischen Sinne) [Bre83] ist Voraussetzung
für eine vollständige Kompensation des Motion-Scan-Effektes und kann nicht von
Standardansätzen mit zeitinvarianten Streckenmodellen [Gut01, Ngu05] abgelei-
tet werden, da die zeitvarianten Modelle in Gl. (4.3) und Gl. (4.7) zusätzlich den
Parameter v enthalten.

4.4.1 Identifizierbarkeit von Fahrzeugheck und -front

Modell (4.6) besitzt die freien Parameter Steuerkurswinkel ψ, Geschwindigkeit v,
Position (xc.tB , yc.tB ) der Heckmitte zum Zeitpunkt tB und Breite b. Als Bezugs-
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zeit wird tB gewählt, und die Parameter xc und yc werden gemäß Gl. (4.3) trans-
formiert:

y = tanψ (x− xc.tB ) + yc.tB +
( v

cosψ
− vs

)
(t− tB) , (4.8a)

b =
∥∥∥∥
(
x(tE)
y(tE)

)
−
(

x(tB)− v sinψ (tE − tB)
y(tB) + (v cosψ − vs) (tE − tB)

)∥∥∥∥
2

. (4.8b)

Um das Problem auf Identifizierbarkeit zu untersuchen, wird Gl. (4.8a) als lineares
Gleichungssystem geschrieben:

H · θ :=




1 x1 t1−tB
1 x2 t2−tB
1 x3 t3−tB


 ·



θ1

θ2

θ3


=



y1 + vs (t1−tB)
y2 + vs (t2−tB)
y3 + vs (t3−tB)


 (4.9)

mit den Parametern

θ1 = −xc.tB tanψ + yc.tB , (4.10a)
θ2 = tanψ , (4.10b)

θ3 =
v

cosψ
. (4.10c)

Die MatrixH ist regulär, wenn die Vektoren 13, x und (t−tB · 13) linear unabhän-
gig sind, was in der Praxis gegeben ist. Folglich können die drei Hilfsparameter θ1,
θ2 und θ3 identifiziert werden, aus denen maximal drei Modellparameter bestimmt
werden können.

Gl. (4.10b) zeigt, dass aus θ2 der Parameter ψ bestimmt werden kann. Wird der
bereits bestimmte Parameter ψ zusammen mit θ3 in Gl. (4.10c) eingesetzt, kann v
identifiziert werden. Dabei wird die Geschwindigkeit vs des Sensorfahrzeuges als
bekannt vorausgesetzt. Es bleibt jedoch eine Mehrdeutigkeit in Gl. (4.10a) zwi-
schen xc.tB und yc.tB bestehen, die hier noch nicht aufgelöst werden kann. Die
Gleichung xc.tB tanψ+yc.tB =const. beschreibt eine Gerade in der x-y-Ebene.
Somit kann die Position der Mitte auf dieser Geraden ohne zusätzliches Wissen,
z. B. die Breite b, nicht festgelegt werden.

Gl. (4.8b) zeigt, dass die Breite b identifiziert werden kann, wenn beide Ecken,(
x(tB), y(tB)

)
und

(
x(tE), y(tE)

)
, sichtbar sind. Ist die Breite b bekannt, kann

mit den bereits bestimmten Parametern v und ψ die Position der Mitte bestimmt
werden:

(
xc.tB
yc.tB

)
=

1
2

((
x(tB)
y(tB)

)
+
(

x(tE)− v sinψ (tB − tE)
y(tE) + (v cosψ − vs) (tB−tE)

))
. (4.11)
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4.4.2 Identifizierbarkeit der Fahrzeugseite

Das Modell für die Fahrzeugseite ist durch Gl. (4.7) gegeben und hat die freien
Parameter Steuerkurswinkel ψ∗, Geschwindigkeit v, Position (xd.tB , yd.tB ) der
Seitenmitte zum Zeitpunkt tB und Länge l:

y = tanψ∗ (x− xd.tB ) + yd.tB − vs (t− tB) , (4.12a)

l =
∥∥∥∥
(
x(tE)
y(tE)

)
−
(

x(tB) + v cosψ∗ (tE − tB)
y(tB) +

(
v sinψ∗ − vs

)
(tE − tB)

)∥∥∥∥
2

. (4.12b)

Um dieses Modell auf Identifizierbarkeit zu untersuchen, wird Gl. (4.12a) als li-
neares Gleichungssystem formuliert:

H · θ :=
(

1 x1

1 x2

)
·
(
θ1

θ2

)
=
(
y1 + vs (t1 − tB)
y2 + vs (t2 − tB)

)
(4.13)

mit den Parametern

θ1 = −xd.tB tanψ∗ + yd.tB , (4.14a)
θ2 = tanψ∗ . (4.14b)

Die Matrix H ist immer regulär. Da der Parametervektor θ nur zwei Elemente
besitzt, können maximal zwei Parameter bestimmt werden. Die Geschwindigkeit
v des gescannten Fahrzeuges ist nicht in Gl. (4.12a) enthalten und kann somit
ohne Zusatzwissen nicht ermittelt werden. Eine anschauliche Erklärung liefert die
Tatsache, dass alle Messungen auf einer Geraden liegen, die parallel zum Vektor
der Relativgeschwindigkeit v−vs ist. Selbst wenn Fahrzeugfront und -heck, d. h.
Start- und Endpunkt der Strecke, gescannt werden, ist es deshalb nicht möglich,
ein langsames kurzes und ein schnelles langes Fahrzeug zu unterscheiden.

Gl. (4.14b) zeigt, dass der Steuerkurswinkel ψ∗ identifiziert werden kann. Es ist
jedoch nicht möglich, die Position der Streckenmitte (xc.tB , yc.tB ) und die Länge
l ohne Zusatzwissen zu identifizieren, da die Geschwindigkeit v nicht bestimmt
werden kann.

4.5 Zusatzwissen bei Fahrzeugen

Abschnitt 4.4 zeigt, dass nicht immer alle Parameter auf Basis der Messungen
identifiziert werden können. Ist jedoch zusätzlich geeignetes Zusatzwissen vorhan-
den, lassen sich alle Parameter identifizieren, so dass der Motion-Scan-Effekt voll-
ständig kompensiert werden kann. Dieser Abschnitt gibt Beispiele von praktisch
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relevantem Zusatzwissen, das es erlaubt, alle Parameter zu identifizieren. Zusatz-
wissen kann zusätzlich die Parameterbestimmung vereinfachen und verbessern.

Im Folgenden werden vier Typen von praxisrelevantem Zusatzwissen untersucht.
Sofern nicht anders vermerkt, sind immer zwei Ecken des gescannten Fahrzeuges
sichtbar.

1. Das Sensorfahrzeug folgt dem vorausfahrenden Fahrzeug in geringem Ab-
stand, d. h. vx=0 und m=0. Eine Steigung von m=0 ist auch möglich,
wenn das Fahrzeug auf der Gegenfahrbahn entgegenkommt. Dieses Zusatz-
wissen wird in den Tabellen 4.1 und 4.2 mit F (wie Folgefahrt) bezeichnet.

2. Vernetzte Fahrzeuge können miteinander kommunizieren und Information
austauschen. Im hier betrachteten Zusammenhang ist besonders Informati-
on über die Geschwindigkeit v des gescannten Fahrzeuges von Interesse.
Dieses Zusatzwissen wird mit K (wie Kommunikation) bezeichnet.

3. Durch das Tracking oder eine Objektklassifikation ist bekannt, welche Ob-
jekte ruhen. Dieses Zusatzwissen wird mit v=0 auf den Fall K (Kommuni-
kation) zurückgeführt.

4. Die Abmessungen des gescannten Fahrzeuges, d. h. Breite b und Länge l,
sind bekannt. Diese Information kann das Ergebnis einer Klassifikation sein
oder von einem vernetzten Fahrzeug übermittelt werden. Dieser Typ Zusatz-
wissen wird mit L (wie Längeninformation) bezeichnet und erfordert, dass
mindestens eine Ecke der Fahrzeugkontur gescannt wird.

4.5.1 Zusatzwissen über Fahrzeugheck und -front

Das Fahrzeugheck bzw. die -front wird durch Gl. (4.6) beschrieben.
Abschnitt 4.4.1 zeigt, dass alle Parameter identifiziert werden können, wenn bei-
de Ecken sichtbar sind. Zusatzwissen ist jedoch erforderlich, wenn nur eine Ecke
sichtbar ist. Darüber hinaus verbessert Zusatzwissen auch die Parameterschätzung.
Für die verschiedenen Typen von Zusatzwissen ergeben sich die folgenden Kon-
sequenzen:

• Die Folgefahrt mit ψ=0 (Fall F) erlaubt es, die Breite b zu identifizieren:

b =
∣∣x(tE)− x(tB)

∣∣ . (4.15)

• Ein vernetztes Fahrzeug (Fall K), das die eigene Geschwindigkeit v über-
mittelt, liefert keine zusätzliche Information, da v bereits bekannt ist.
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• Ist die Breite b des Fahrzeuges bekannt (Fall L) und liegt nur die rechte Ecke
innerhalb des Sichtbereichs, kann (xc.tB , yc.tB ) bestimmt werden:

(
xc.tB
yc.tB

)
=
(
x(tB)
y(tB)

)
− b

2

(
cosψ
sinψ

)
. (4.16a)

Das Entsprechende gilt, wenn nur die linke Ecke sichtbar ist:
(
xc.tB
yc.tB

)
=
(
x(tE)
y(tE)

)
+
b

2

(
cosψ
sinψ

)
−
( −v sinψ
v cosψ−vs

)
(tE−tB). (4.16b)

Die Ergebnisse dieses Abschnitts werden in Tabelle 4.5 zusammengefasst. Dieser
Tabelle liegt die in Tabelle 4.4 angegebene Legende zugrunde.

Tabelle 4.4: Legende zu den Tabellen 4.5 und 4.6

F Folgefahrt in geringem Abstand, ψ=0
L Fahrzeugbreite b und -länge l bekannt
K vernetzte Fahrzeuge (Absolutgeschwindigkeit v bekannt)
n minimale für Identifikation erforderliche Messpunktzahl
X Parameter identifizierbar
× Parameter gegeben
+ Zusatzwissen gegeben
− Zusatzwissen nicht gegeben
† mindestens eine Ecke sichtbar
‡ beide Ecken sichtbar

4.5.2 Zusatzwissen über Fahrzeugseite

Gl. (4.12) beschreibt das Modell der Fahrzeugseite. Bereits in Abschnitt 4.4.2 wird
darauf hingewiesen, dass zwar der Parameter ψ∗ identifiziert werden kann, ei-
ne Mehrdeutigkeit zwischen xd.tB und yd.tB jedoch bestehen bleibt. Diese ist in
Tabelle 4.6 als f( · )=0 vermerkt. Darüber hinaus können weder Geschwindigkeit
v noch Länge l ohne Zusatzwissen identifiziert werden. Im Fall der Fahrzeugseite
ergeben sich für die verschiedenen Typen von Zusatzwissen die folgenden Konse-
quenzen:
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Tabelle 4.5: Identifizierbarkeit mit Zusatzwissen für Fahrzeugheck bzw. -front

F L K n ψ v xc.tB yc.tB b

− − − >3‡ X X X X X
+ − − >2‡ =0 X X X X
− + − >3† X X X X ×
− − + >3‡ X × X X X
+ + − >2† =0 X X X ×
+ − + >2‡ =0 × X X X
− + + >2† X × X X ×
+ + + >1† =0 × X X ×

• Eine Folgefahrt (Fall F) ist nicht möglich, wenn die Fahrzeugseite gescannt
wird.

• Ist die Geschwindigkeit v des gescannten Fahrzeuges bekannt (Fall K) und
sind beide Ecken sichtbar, kann die Fahrzeuglänge l mit Gl. (4.12b) be-
stimmt werden und anschließend die Position der Mitte.

• Ist die Länge l des gescannten Fahrzeuges bekannt (Fall L) und sind beide
Ecken sichtbar, kann die Position der Mitte zu den Zeitpunkten tB und tE
identifiziert werden:

(
xd.tB
yd.tB

)
=
(
x(tB)
y(tB)

)
− l

2

(
cosψ∗

sinψ∗

)
, (4.17a)

(
xd.tE
yd.tE

)
=
(
x(tE)
y(tE)

)
+
l

2

(
cosψ∗

sinψ∗

)
. (4.17b)

Mit diesem Wissen kann die Fahrzeuggeschwindigkeit v bestimmt werden:

v =
1

tE − tB

∥∥∥∥
(

xd.tE
yd.tE + vs (tE − tB)

)
−
(
xd.tB
yd.tB

)∥∥∥∥
2

. (4.18)

Die Ergebnisse dieses Teilabschnitts sind in Tabelle 4.6 zusammengefasst.
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Tabelle 4.6: Identifizierbarkeit mit Zusatzwissen für die Fahrzeugseite

L K n ψ∗ v xd.tB yd.tB l

− − > 2‡ X − f(xd.tB , yd.tB )=0 −
+ − > 2‡ X X X X ×
− + > 2‡ X × X X X
+ + > 2† X × X X ×

4.6 Kompensation des Motion-Scan-Effektes

Abschnitt 4.5 untersucht, welche Modellparameter auf Basis von n Messungen
identifiziert werden können. Dabei kann die Identifizierbarkeit aller Parameter in
vielen Fällen durch Zusatzwissen garantiert werden. Sind alle Parameter bekannt,
kann der Motion-Scan-Effekt vollständig kompensiert werden. Dieser Abschnitt
erläutert, wie die Modellparameter in der Praxis ermittelt werden können und wie
sich damit die wahren Bewegungsparameter berechnen lassen.

4.6.1 Modell von Fahrzeugheck und -front

Gegeben sind n>3 Messungen, wobei beide Ecken sichtbar sind. Damit kann
ein überbestimmtes lineares Gleichungssystem formuliert werden, das Gl. (4.9)
auf n Messungen erweitert. Die drei Parameter θ1, θ2 und θ3 können z. B. mit
einem LS-Ansatz bestimmt werden. Der Steuerkurswinkel ist durch Gl. (4.10b)
gegeben: ψ=arctan θ2. Mit Gl. (4.10c) ergibt sich daraus die Geschwindigkeit
v=θ3 cosψ. Sind die Parameter ψ und v bekannt, so ist (xc.tB , yc.tB ) durch
Gl. (4.11) bestimmt. Daraus kann mit Gl. (4.4) die Position (xc.tF , yc.tF ) ge-
wonnen werden. Mit (xc.tF , yc.tF ) ist der Abstand am Ende des Frames gegeben
durch dc.tF =

∥∥(xc.tF , yc.tF )T
∥∥

2
. Sofern es erforderlich ist, kann die Breite b mit

Gl. (4.6b) berechnet werden.

Somit können alle Modellparameter – die Geschwindigkeit v, der Steuerkurswin-
kel ψ, der Abstand dc.tF und die Breite b des Fahrzeuges – bei vollständiger Kom-
pensation des Motion-Scan-Effektes ermittelt werden.
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4.6.2 Modell der Fahrzeugseite

Abschnitt 4.4.2 zeigt, dass Zusatzwissen für die Identifikation der Modellparame-
ter erforderlich ist. Dieser Abschnitt erläutert, wie die wahren Bewegungsparame-
ter ermittelt werden, wenn entweder die Länge l oder die Geschwindigkeit v gege-
ben ist. Zunächst wird Gl. (4.13) zu einem überbestimmten linearen Gleichungs-
system erweitert, und die Parameter θ1 und θ2 werden z. B. mit einem LS-Ansatz
berechnet. Mit Gl. (4.14b) ist der Steuerkurswinkel gegeben durch ψ∗=arctan θ2.

Ist als Zusatzwissen die Länge l gegeben und sind beide Ecken sichtbar, kön-
nen (xd.tB , yd.tB ) und (xd.tE , yd.tE ) mit Gl. (4.17a) berechnet werden. Wird die-
ses Ergebnis in Gl. (4.18) eingesetzt, ergibt sich die Geschwindigkeit v. Mit
Gl. (4.4) kann die Position der Mitte am Ende des Scanframes bestimmt wer-
den. Der wahre Abstand dd.tF am Ende des Scanframes ist gegeben durch
dd.tF =

∥∥(xd.tF , yd.tF )T
∥∥

2
.

Ist als Zusatzwissen die Geschwindigkeit v des gescannten Fahrzeuges gegeben
und sind beide Ecken sichtbar, kann die Länge l mit Gl. (4.12b) bestimmt werden.
Da somit die Länge l bekannt ist, kann die weitere Parameterbestimmung wie im
vorangehenden Fall, d. h. bei Kenntnis der Länge l, fortgesetzt werden.

Unter der Voraussetzung, dass entweder die Länge l oder die Geschwindigkeit v
bekannt ist, können somit alle Modellparameter unverfälscht vom Motion-Scan-
Effekt rekonstruiert werden.

Wesentliche Ergebnisse des Kapitels

Eine Relativbewegung zwischen gescanntem Fahrzeug und Laserscanner führt
zu einem „Verschmieren“ der Fahrzeugkontur. Dieser Motion-Scan-Effekt ver-
schiebt, verdreht und krümmt die gemessene Kontur und liegt in der Größenord-
nung statistischer Fehler infolge stochastischen Messrauschens, wie sie Kapitel 3
untersucht.

Dieses Kapitel zeigt, wie der deterministische Motion-Scan-Effekt für ein einfa-
ches Objekt- und Bewegungsmodell vollständig kompensiert werden kann, so dass
die Bewegung des gescannten Fahrzeuges fehlerfrei rekonstruiert werden kann.
Da die Kompensation die Identifikation aller Modellparameter voraussetzt, wird
erläutert, wie praktisch relevantes Zusatzwissen die Identifizierbarkeit aller Pa-
rameter garantiert. Im Vordergrund stehen dabei die Identifizierbarkeit im deter-
ministischen Sinne für realistische Modellannahmen und eine Abschätzung der
Größe des Effektes. Die Ergebnisse dieses Kapitels wurden in [Kap06c, Grö07]
veröffentlicht.
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5 Zuverlässige Bewegungsschät-
zung aus einer Lidar-Datensequenz

Einleitung

Laserscanner werden vorrangig zur Abstandsüberwachung eingesetzt. Kapitel 2
beschreibt, wie zusätzlich die Relativbewegung von Objekten geschätzt wer-
den kann. Dieses Kapitel verbessert die Bewegungsschätzung aus einer Lidar-
Datensequenz in zweierlei Hinsicht: Zum einen wird die für Fahrzeuge typische
Einspurkinematik berücksichtigt. Zum anderen wird die Relativbewegung zwi-
schen zwei Frames mit Hilfe eines nichtparametrischen Objektdatenmodells ro-
bust bestimmt.

Im nichtparametrischen Objektdatenmodell sind die Messungen des letzten
Frames ein Modell für die aktuellen Messungen. Abschnitt 2.2.1 verwendet das
nichtparametrische Objektdatenmodell für die Datenassoziation, was voraussetzt,
dass das Messrauschen gegenüber dem Abstand der Objekte klein ist. In dem hier
abgeleiteten Ansatz wird die Relativbewegung zwischen zwei Frames auf Basis
des nichtparametrischen Datenmodells geschätzt. Dabei wird angenommen, dass
das Messrauschen gegenüber der charakteristischen Objektform klein ist. Unter
dieser restriktiveren Voraussetzung kann die Bewegung selbst bei Teilverdeckun-
gen des Objektes zuverlässig geschätzt werden kann.

Unter der Voraussetzung, dass die Eigenbewegung des Sensorfahrzeuges bekannt
ist und kompensiert werden kann, beschreibt die Einspurkinematik die gemessene
Bewegung eines Fahrzeuges [Rie40, Mit05]. Mit leichten Einschränkungen ergibt
sich damit die Klothoide mit ihren Spezialfällen Gerade und Kreis als geometri-
sches Modell der Fahrzeugbahn. Unter der Annahme konstanter Bahngeschwin-
digkeit ergibt sich ein parametrisches Bewegungsmodell, das die Fahrzeugbewe-
gung gegenüber dem in Kapitel 2 verwendeten Modell konstanter Geschwindig-
keit genauer und zuverlässiger wiedergibt.

Bild 5.1 erläutert den vorgeschlagenen Ansatz zur Bewegungsschätzung. Das
gescannte Fahrzeug durchfährt mit konstanter Geschwindigkeit eine Straßenkurve
(vgl. Bild 5.1(a)). Da das Messrauschen mit σr=0,03 m gegenüber der charakte-
ristischen Vertiefung von 0,10 m in der Heckform klein ist, kann aus der Lidar-
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Datensequenz sowohl die Translation als auch die Rotation des Fahrzeuges zwi-
schen zwei Frames bestimmt werden.

(a) Ein Fahrzeug durchfährt mit
50 km/h eine Straßenkurve mit
20 m Radius (Kontur: schwarz,
Messungen: rot).

(b) Messungen der ersten fünf Frames
aus Bild 5.1(a) (ideale Messungen:
rot, verrauschte Messungen: blau)

Bild 5.1: Lidar-Datensequenz einer Kurvenfahrt: Da das Messrauschen klein ist,
wird die charakteristische Heckform in den Daten abgebildet.

Nach einer Einordnung bestehender Ansätze zur Bewegungsschätzung aus Lidar-
Messungen werden die Aufgabenstellung und die getroffenen Annahmen darge-
legt. Im vorgeschlagenen Lösungsansatz wird für eine Lidar-Sequenz jeweils die
Bewegung zwischen zwei aufeinanderfolgenden Frames geschätzt, die aus einer
Translation τl und einer Rotation Rl besteht. Aus der Folge {(τl, Rl)}k−1

l=k0
werden

in einem zweiten Schritt die Geschwindigkeit und die Parameter von Gerade, Kreis
und Klothoide geschätzt. Da die Bewegungsparameter eines Fahrzeuges zeitverän-
derlich sind, wird zuletzt gezeigt, wie die Bewegungsparameter eines vereinfach-
ten Klothoidenmodells mit einem Kalman-Filter geschätzt werden können.

5.1 Literatur

Die Bewegungsschätzung aus einer Lidar-Datensequenz setzt ein Objektdaten-
und ein Bewegungsmodell voraus. In [Kir98] werden das Modell konstanter Ge-
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schwindigkeit und das kleinste umschreibende achsenausgerichtete Rechteck ver-
wendet. Aufgrund des einfachen Datenmodells versagt die Datenassoziation, wenn
der Abstand der Objekte im Vergleich zum Messrauschen klein ist.

In [Str02, Str04] ist die Orientierung des Rechtecks durch die Hauptachsen der Da-
tenmatrix vorgegeben, was bei verrauschten Messungen ohne dominante Haupt-
achse zu Problemen führt. Die Dynamik wird ebenfalls mit dem Modell konstanter
Geschwindigkeit beschrieben.

Der Ansatz in [Käm05] verwendet ein nichtparametrisches Objektdatenmodell für
Freiformobjekte. Für die Bewegung wird u. a. die Einspurkinematik berücksich-
tigt. Im Gegensatz zu diesem Ansatz ermittelt der hier vorgestellte Ansatz sowohl
die Translation als auch die Rotation der Objektdaten zwischen zwei Frames. Das
in [Käm05] verwendete iterative Optimierungsverfahren zur Bewegungsbestim-
mung wird in dieser Arbeit mit einem Verfahren aus der Mustererkennung vergli-
chen, das weniger empfindlich gegenüber lokalen Optima ist. Eine weitere Ver-
besserung durch den hier vorgestellten Ansatz stellt die Beschreibung der Fahr-
zeugbahn mit Hilfe der Krümmung κ dar, welche die Einspurkinematik besser
widerspiegelt als das in [Käm05] verwendete dynamische Modell.

5.2 Motivation

5.2.1 Aufgabenstellung

Gegeben ist die Lidar-Datensequenz eines Fahrzeuges. Aus dieser Sequenz soll die
Fahrzeugbewegung geschätzt werden. Dabei soll das Verfahren die für Fahrzeuge
typische Einspurkinematik berücksichtigen, damit die Position des Fahrzeuges zu-
verlässig und genau prädiziert werden kann. Zusätzlich soll das Verfahren robust
sein, wenn sich die Sichtbarkeit der Fahrzeugkontur ändert, z. B. wenn bei einem
Spurwechsel zusätzlich zum Fahrzeugheck auch die -seite gemessen wird.

5.2.2 Annahmen

Der vorgestellte Ansatz beruht auf folgenden Annahmen:

1. Die Datenassoziation der Messungen zu den einzelnen Tracks ist fehlerfrei.

2. Die im lokalen Sensorkoordinatensystem gemessenen Lidar-Daten können
fehlerfrei in das globale, erdfeste Koordinatensystem umgerechnet werden.
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3. Die betrachteten Objekte sind Starrkörper, deren Sichtbarkeit und Bewe-
gungsparameter sich zwischen zwei Frames aufgrund der hohen Messrate
des Laserscanners kaum ändern.

4. Die Quantisierung der Entfernungsmessung kann vernachlässigt werden.

5. Der systematische Konturfehler, der sich aufgrund der Winkelquantisierung
ergibt, ist im Vergleich zur Fahrzeugkontur klein, d. h. die gemessene Kontur
ist charakteristisch für das Fahrzeug.

6. Stochastische Fehler (Messrauschen) sind im Vergleich zur Fahrzeugkontur
klein.

Die erste Annahme wird durch eine zuverlässige Datenassoziation erfüllt, wie sie
Abschnitt 2.2.1 beschreibt. Die zweite Annahme setzt eine genaue Kenntnis der
Eigenbewegung des Sensorfahrzeuges voraus, die mit der Koppelnavigation aus
Odometer- und Drehratenmessungen gewonnen werden kann. Die dritte und vierte
Annahme treffen auf Laserscanner mit Standardspezifikation zu. Die fünfte und
sechste Annahme sind für einen hochpräzisen Sensor oder eine stark ausgeprägte
Fahrzeugkontur erfüllt.

5.2.3 Lösungsansatz

Die Schätzung der Fahrzeugbewegung aus einer Lidar-Datensequenz ist ein Ap-
progressionsproblem1 [Bun89], da sowohl stochastische Fehler (Messrauschen)
als auch systematische Fehler (Konturfehler) auftreten können. Für diese Klasse
von Problemen haben sich LS-orientierte Verfahren bewährt. Ein Regressionsan-
satz scheidet aus, weil die statistischen Eigenschaften unbekannt sind. Da in die-
sem Kapitel ausschließlich Track Ti betrachtet wird, entfällt im Folgenden die
Indizierung des Tracks.

Das vorgeschlagene Lösungsverfahren ist zweistufig. Im ersten Schritt werden der
Translationsvektor τl und die Rotationsmatrix Rl ermittelt, welche die Messungen
Tl im l-ten Frame optimal auf die Messungen Tl+1 im (l+1)-ten Frame abbilden:

φ1 :
(Tl, Tl+1

) 7−→ (τl, Rl) ; l = k0, . . . , k−1 . (5.1a)

Die Messungen Tl sind dabei ein nichtparametrisches Objektdatenmodell für die
Messungen Tl+1 (vgl. Bild 5.2(a)). Aus einer Lidar-Datensequenz Tk0 , . . . , Tk

1Die Kombination eines Approximationsproblems mit einem Regressionsproblem wird Appro-
gressionsproblem genannt ([Hum77], S. 108).
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kann damit die Folge {(τl, Rl)}k−1
l=k0

bestimmt werden, wobei im Folgenden
o. E. d. A. k0 =0 gilt.

Im zweiten Schritt werden aus dem nichtparametrischen Bewegungsmodell
{(τl, Rl)}k−1

l=0 die optimalen Parameter der parametrischen Bewegungsmodelle
Geradeaus-, Kreis- und Klothoidenfahrt geschätzt (vgl. Bild 5.2(b)):

φ2 : {(τl, Rl)}k−1
l=0 7−→ (κ′, κ0, v, ψ0, x0, y0) . (5.1b)

(a) Nichtparametrisches Bewegungsmo-
dell mit Translationsvektor τl und
Drehwinkel αl (Rotationsmatrix Rl)

(b) Kreisfahrt als Beispiel eines parametri-
schen Bewegungsmodells

Bild 5.2: Zusammenhang zwischen dem nichtparametrischem Bewegungsmodell
{(τl, Rl)}kl=0 und dem parametrischem Bewegungsmodell am Beispiel der Kreis-
fahrt

5.3 Bestimmen des nichtparametrischen Bewe-
gungsmodells

Dieser Abschnitt beschreibt, wie aus einer Lidar-Datensequenz T0, . . . , Tk das
nichtparametrische Bewegungsmodell {(τl, Rl)}k−1

l=0 bestimmt werden kann. Die
Messungen Tl, die in globalen Koordinaten vorliegen, werden in der Matrix
Pl∈R2×nl zusammengefasst.

Das nichtparametrische Bewegungsmodell dreht die Punktwolke Tl mit der Rota-
tion Rl um ihren Schwerpunkt ps=(Pl 1n)/n und verschiebt sie um den Vektor
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τl. Mit der n-dimensionalen Zentriermatrix Zn=In−1n×n/n und der Abkürzung
n=nl ergibt sich die Darstellung

P pl+1(τl, Rl) = Rl · (Pl − ps 1T
n) + ps 1T

n + τl 1T
n (5.2a)

= Rl · (Pl ·Zn) + Pl ·
1
n

1n×n + τl · 1T
n (5.2b)

= Rl ·Pl +
(

(In −Rl) ·Pl ·
1n
n

+ τl

)
· 1T
n , (5.2c)

wobei P pl+1 die Matrix der prädizierten Messungen bezeichnet und die Rotations-
matrix mit dem Drehwinkel αl durch Rl=

(
cosαl − sinαl
sinαl cosαl

)
gegeben ist.

Das Ausgleichsproblem wird formuliert als

minimiere
τl,Rl

∥∥Pl+1 − P pl+1(τl, Rl)
∥∥2

F . (5.3)

Dabei muss vorausgesetzt werden, dass die Punktmengen gleich groß sind, d. h.
nl+1 =nl, und dass die Korrespondenzen zwischen den Messungen zj,l∈Tl und
zm,l+1∈Tl+1 bekannt sind. Deshalb wird zunächst untersucht, wie Korrespon-
denzen zwischen den Messungen aufeinanderfolgender Frames hergestellt werden
können, insbesondere wenn sich die Mächtigkeiten der Punktmengen Tl und Tl+1

unterscheiden.

Alternativ zu dem Bewegungsmodell (5.2) kann das Modell

P pl+1 = R∗l ·Pl + τ∗l · 1T
n (5.4)

gewählt werden, bei dem die Punktwolke Tl zunächst um den Ursprung des Ko-
ordinatensystems gedreht und anschließend verschoben wird. Diese Formulie-
rung ist zwar kürzer als Gl. (5.2). Das Modell (5.2) hat jedoch den großen Vor-
teil, im Schwerpunktsystem gegeben und somit invariant gegenüber Verschiebun-
gen des (äußeren) Koordinatensystems zu sein. Da sich die Parameter der bei-
den Modelle leicht ineinander umrechnen lassen, können Zusammenhänge durch
Gl. (5.4) knapp dargestellt und anschließend in Gl. (5.2) umgerechnet werden. Wie
Gl. (5.2c) zeigt, ist die Parametertransformation gegeben durch

Rl = R∗l , τl = τ∗l −
(
In−R∗l

)
·Pl ·

1n
n
, (5.5a)

R∗l = Rl , τ∗l = τl +
(
In−Rl

)
·Pl ·

1n
n
. (5.5b)

5.3.1 Herstellen von Punktkorrespondenzen

In der Photogrammetrie und der digitalen Bildverarbeitung werden Punktkorre-
spondenzen benötigt, um einzelne Intensitätsbilder aneinander auszurichten bzw.
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zu registrieren [Jäh05]. Korrespondenzen werden dabei auf Basis von Punktnach-
barschaften hergestellt. Diese Vorgehensweise kann auf mehrdimensionale Entfer-
nungsdaten übertragen werden [Egg97, Pen97, Wil99]. Dabei ist jedoch zu be-
achten, dass die Winkelauflösung des Laserscanners wesentlich geringer als die
Winkelauflösung von Digitalkameras ist.

Die Korrespondenzsuche in Lidar-Daten beruht auf der relativen Lage der Messun-
gen zueinander. Da den Messungen Störungen wie Messrauschen überlagert sind,
werden die Korrespondenzen i. Allg. nicht ideal sein. Erschwerend kommt hinzu,
dass die Mächtigkeit der Punktmengen Tl und Tl+1 unterschiedlich sein kann, z. B.
weil Teile des betrachteten Objektes in einem Frame verdeckt sind. Somit muss
auch geklärt werden, ob Mehrfachzuordnungen möglich sind. Mehrfachzuordnun-
gen lassen sich mit Hilfe der Variation2 berücksichtigen. Im Folgenden wird die
geordnete Menge der Variationen ohne Wiederholung mit V(n, k) und die geord-
nete Menge der Variationen mit Wiederholung mit V(n, k) bezeichnet. Die l-te
Variation wird mit vl bzw. v̄l angegeben und deren m-tes Element mit vl(m) bzw.
vl(m).

Bei der Korrespondenzsuche wird jeder der nl+1 Messungen zj,l+1∈Tl+1 des
(l+1)-ten Frames eine Messung zm,l∈Tl des l-ten Frames so zugeordnet, dass
nach Translation τ∗l und Rotation R∗l ein Abstandsmaß minimiert wird. Mit
Hilfe der Variation lassen sich die Zielfunktion mit und ohne Mehrfachzuord-
nung schreiben, wobei das Bewegungsmodell (5.4) verwendet wird und o. E. d. A.
nl+16nl gilt.3

• Korrespondenzsuche mit Mehrfachzuordnungen:

minimiere
τ∗l ∈R2, R∗l ∈SO(2),

vl∈V(nl,nl+1)

nl+1∑

j=1

∥∥zj,l+1 − (R∗l · zvl(j),l + τ∗l )
∥∥2

2
. (5.6a)

• Korrespondenzsuche ohne Mehrfachzuordnungen:

minimiere
τ∗l ∈R2, R∗l ∈SO(2),

vl∈V(nl,nl+1)

nl+1∑

j=1

∥∥zj,l+1 − (R∗l · zvl(j),l + τ∗l )
∥∥2

2
. (5.6b)

2Variation V (n, k) heißt eine Auswahl von k Elementen aus n verschiedenen Elementen unter Be-
achtung der Reihenfolge, d. h. Variationen sind Kombinationen mit Beachtung der Reihenfolge. Somit
ist auch bei Variationen zwischen Variation ohne (Anzahl: k!/(n−k)!) und Variation mit Wiederho-
lung (Anzahl: nk) zu unterscheiden (vgl. [Bro97]).

3Ist nl+1>nl werden Tl und Tl+1 vertauscht, und die optimale Translation τ?l und Rotation
R?l werden bestimmt. Aus diesen ergeben sich die ursprünglichen Parameter mit τl=−(R?l )Tτ?l und
Rl=(R?l )T.
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Sind die Korrespondenzen bekannt, fällt die Variation weg, und die Zielfunktionen
(5.6a) und (5.6b) sind identisch:

minimiere
τ∗l ∈R2, R∗l ∈SO(2)

∥∥P ∗l+1 −
(
R∗l ·P ∗l + τ∗l · 1T

n∗
)∥∥2

F . (5.7)

Dabei bezeichnen P ∗l und P ∗l+1 die umgeordneten und evtl. verkürzten Datenma-
trizen und n∗ deren gemeinsame Länge.

Im Folgenden wird exemplarisch je ein Algorithmus zur Lösung der Zielfunk-
tionen (5.6a) und (5.6b) vorgestellt. Dabei bestimmt der Iterative-Closest-Point-
Algorithmus die Korrespondenzen zu Gl. (5.6a), während der Probabilistic-
Graphical-Matching-Algorithmus die Korrespondenzen zu Gl. (5.6b) ermittelt.
Abschnitt 5.3.2 beschreibt, wie für diese Korrespondenzen die optimale Translati-
on τ∗l und Rotation R∗l bestimmt werden.

Iterative-Closest-Point-Algorithmus

Der Iterative-Closest-Point-Algorithmus (ICP) [Bes92, Zha92] richtet eine Punkt-
wolke an einem Objektdatenmodell aus. Dabei kann es sich um ein parametrisches
Modell, z. B. einen Polygonzug der Fahrzeugkontur, oder um ein nichtparametri-
sches Modell, z. B. eine andere Punktwolke, handeln. In diesem Abschnitt richtet
der ICP-Algorithmus die Messungen Tl an den neuen Messungen Tl+1 aus, wo-
bei Messungen z∈Tl mehrfach zugeordnet werden können. Der ICP-Algorithmus
bestimmt iterativ die Lösung zur Zielfunktion (5.6a).

Algorithmus 5.1: ICP-Algorithmus

Daten: P (0)
l ≡Pl∈ R2×nl , Pl+1 ∈ R2×nl+1 , nl > nl+1, mmax

Ergebnis: R∗=
∏mmax
m=0R

(m), τ∗=
∑mmax
m=0

(∏mmax−1
s=m+1R

(s)
)

· τ (m)

m := 0
repeat

for i = 1 to nl+1 do
qi = arg min

z
(m)
j,l

{∥∥zi,l+1 − z(m)
j,l

∥∥
2

}

Q = (q1, . . . , qnl+1)
[τ (m), R(m),∆] = procrustes(Q,Pl+1) ; /* Algorithmus 5.3 */

P
(m+1)
l = R(m) ·P (m)

l + τ (m) · 1T
nl

m := m+ 1
until m > mmax
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Der ICP-Algorithmus, dessen Pseudocode in Algorithmus 5.1 gegeben ist, ist ein
EM-Algorithmus [Dem77]: Im Expectation-Schritt wird jeder Messung zi,l+1 die
jeweils nächste Messung zj,l zugeordnet. Im Maximization-Schritt wird für die-
se Korrespondenzen die optimale Translation τl und Rotation Rl bestimmt, und
die Punktwolke Tl wird verschoben und gedreht, bevor im nächsten Expectation-
Schritt die Korrespondenzen bezüglich der transformierten Punktwolke ge-
sucht werden. Die optimale Translation und Rotation bestimmt der Prokrustes-
Algorithmus, der in Abschnitt 5.3.2 beschrieben wird. Der ICP-Algorithmus ter-
miniert nach einer vorgegebenen maximalen Iterationenzahl mmax.

Bild 5.3 zeigt an einem Beispiel die ersten zwei Iterationsdurchläufe des ICP-
Algorithmus’. Dabei bewegen sich die Punkte T (l)

l nach oben auf Tl+1 zu. Bei
einer guten Startschätzung, z. B. nach einer Prädiktion der Messungen Tl, konver-
giert der Algorithmus schnell gegen das globale Optimum. Ist die Startschätzung
dagegen schlecht oder hat die Punktwolke periodische Anteile, kann der Algorith-
mus gegen ein lokales Optimum konvergieren.

(a) Ausgangslage (b) Erste Iteration

Bild 5.3: Ausgangslage und erste Iteration des ICP-Algorithmus’, wobei die Farb-
codierung angibt, welche „alten“ Messungen Tl den „neuen“ Messungen Tl+1 zu-
geordnet werden

Probabilistic-Graphical-Matching-Algorithmus

Der ICP-Algorithmus kann modifiziert werden, um Mehrfachzuordnungen auszu-
schließen. Somit kann die Lösung der Zielfunktion (5.6b) prinzipiell mittels ICP
bestimmt werden. Der ICP-Algorithmus ist jedoch iterativ und benötigt eine gute
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Startschätzung. Zusätzlich berücksichtigt er die Abstände der Messungen nur in-
direkt. Deshalb wird in der vorliegenden Arbeit ein elegantes nicht-iteratives Lö-
sungsverfahren für die Zielfunktion (5.6b) verwendet, das die Abstände der Mes-
sungen direkt in der Zielfunktion berücksichtigt und Mehrfachzuordnungen aus-
schließt. Dieser Probabilistic-Graphical-Matching-Algorithmus (PGM) [Cae06]
stammt aus der Mustererkennung, bei der in einer größeren Szene Tl eine Vor-
lage (engl. Template) Tl+1 gesucht wird. Dabei gilt wieder o. E. d. A. nl>nl+1.
Die Punktmengen Tl und Tl+1 werden durch ungerichtete gewichtete Graphen
dargestellt, deren Knoten die Messungen und deren Kantengewichte die Mess-
punktabstände sind. Korrespondierende Messpunktpaare (zi,l, zj,l)∈Tl×Tl und
(zm,l+1, zp,l+1)∈Tl+1×Tl+1 werden auf Basis der Kantenlängen gefunden, da
die Längendifferenz für korrespondierende Paare sehr klein ist und im Idealfall
sogar verschwindet.

Dieses Graph-Matching-Problem wird als Markow’sches Zufallsfeld (MZF) for-
muliert, wobei die Messungen zm,l+1∈Tl+1 der Vorlage die Knoten des Zufalls-
feldes sind, die als Realisierung eine der nl Messungen zi,l∈Tl annehmen können.
Die (matrixwertige) Potentialfunktion ψij;mp∈Rnl×nl einer Kante im Markow-
Feld bewertet auf Basis der Längendifferenz, wie ähnlich die Kante (zi,l, zj,l) im
Graph bzw. in der Szene einer Kante (zm,l+1, zp,l+1) der Vorlage ist. Gesucht wird
die Maximum-a-posteriori-Verteilung (MAP) des MZFs, d. h. die wahrscheinlichs-
ten Punktkorrespondenzen. Da der zur Punktmenge Tl+1 gehörende Graph voll-
ständig ist, ist das Problem NP-vollständig und kann nicht effizient gelöst werden.

Im ungestörten Fall können jedoch Kanten des zur Punktmenge Tl+1 gehörenden
Graphen ohne Informationsverlust entfernt werden, da in der Ebene die Position
einer Messung durch die Entfernung zu drei weiteren nicht-kollinearen Messun-
gen eindeutig bestimmt ist. Damit kann der vollständige Graph in einen unvoll-
ständigen Graphen überführt werden, wobei die Cliquen, d. h. die vollständigen
Teilgraphen, höchstens vier Knoten umfassen. Für diesen reduzierten Teilgraphen
besagt das Hammersley-Clifford-Theorem [Cae06], dass die Verbunddichte über
alle Knoten das Produkt der Verbunddichten über die Maximalcliquen ist. Mit die-
ser Vereinfachung kann die MAP-Verteilung des zugehörigen reduzierten MZFs
effizient berechnet werden. Dabei wird das MZF in einen Junction Tree, einen
speziellen bipartiten Graphen, umgewandelt und die MAP-Verteilung mit dem
Hugin-Algorithmus [Pas03] ermittelt. Die MAP-Punktkorrespondenzen ergeben
sich durch Marginalisieren der MAP-Verteilung. Das Verfahren wird in Algorith-
mus 5.2 erläutert.
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Algorithmus 5.2: Pseudocode für PGM-Algorithmus

Daten: Pl∈R2×nl , Pl+1∈R2×nl+1 , nl>nl+1

Ergebnis: MAP-Punktkorrespondenzen (zi∗1 ,l, . . .)∈R2×nl+1 für Pl+1

1. Erstellen eines reduzierten Graphen für Pl+1

2. Berechnen aller „Kantenpotentiale“ ψij;mp∈Rnl×nl×nl+1×nl+1 mit

ψij;mp∼exp
(∣∣ ‖zj,l−zi,l‖2−‖zp,l+1−zm,l+1‖2

∣∣)

für i, j∈{1, . . . , nl} und m, p∈{1, . . . , nl+1}
3. Erstellen eines JT-Graphen für Pl+1 (aus dem reduzierten Graphen)

4. Initialisieren der Potentiale Ψo=
∏
i,j∈Co ψij;mp für die (nl+1−3) Cli-

quenknoten Co (Ψo∈Rnl×nl+1×nl+1×nl+1); o=1, . . . , nl+1−3

5. Initialisieren der Potentiale Φo=1nl+1×nl+1×nl+1 für die (nl+1−4) Se-
paratorknoten So; o=1, . . . , nl+1−4

6. Berechnen der MAP-Potentiale Ψo, Φo für die Cliquen- bzw. Separator-
knoten mit Hilfe des Hugin-Algorithmus’

7. Marginalisieren über Ψo liefert für jeden Punkt zm,l+1 des Cliquenkno-
tens Co dessen MAP-Punktkorrespondenz zi,l

5.3.2 Bestimmen der optimalen Translation und Rotation

Sind die Punktkorrespondenzen bekannt, wird die Lösung der Zielfunktion (5.7)
gesucht. Dabei handelt es sich um einen Spezialfall des klassischen orthogonalen
Prokrustes-Problems [Mar79], bei dem ein Datensatz durch formerhaltende Ope-
rationen, d. h. Translation, Rotation und Skalierung, auf einen anderen Datensatz
abgebildet wird. Im vorliegenden Fall wird die Punktwolke P ∗l verschoben und ge-
dreht, nicht jedoch skaliert. Eine Übersicht zu Varianten des Prokrustes-Problems
gibt [Cro99].

Das Optimierungsproblem ist durch Gl. (5.7) gegeben:

minimiere
τ∗l ,R

∗
l

∥∥P ∗l+1 −
(
R∗l ·P ∗l + τ∗l · 1T

n∗
)∥∥2

F .

Das Lösungsverfahren ist in Algorithmus 5.3 dargestellt. Die zwei umgeordne-
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ten und evtl. verkürzten Datenmatrizen P ∗l und P ∗l+1 werden durch Multiplikation
mit der n∗-dimensionalen Zentriermatrix Zn∗ mittelwertbereinigt, d. h. die Daten
werden in ihr Schwerpunktsystem umgerechnet. Mit Hilfe der Singulärwertzerle-
gung (SVD) lassen sich damit die optimale Rotationsmatrix R∗l und der optimale
Translationsvektor τ∗l bestimmen. Die Abfrage det(V UT)>0 und die folgenden
Zeilen stellen sicher, dass es sich bei R∗l um eine Drehung im eigentlichen Sinn
handelt. Wenn die Rotation klein ist, d. h. R∗l =

(
cosαl − sinαl
sinαl cosαl

)≈( 1 0
0 1

)
=I2, ist

die Translation τ∗l durch die Verschiebung des Schwerpunktes gegeben:

τ∗l =
1
n∗

(P ∗l+1 −R∗l ·P ∗l ) · 1n∗ ≈ 1
n∗

(P ∗l+1 − P ∗l ) · 1n∗ . (5.8)

Da für die weiteren Schritte die Parameter τl und Rl des ursprünglichen Mo-
dells (5.2) benötigt werden, werden τ∗l und R∗l mit Gl. (5.5) umgerechnet. Eine
Herleitung des Prokrustes-Algorithmus’ findet sich in [Grö96, Gan04].

Algorithmus 5.3: Prokrustes-Algorithmus (Modell: P ∗l+1 =R∗l ·P ∗l + τ∗l · 1T
n∗)

Daten: P ∗l , P ∗l+1∈R2×n∗

Ergebnis: τ∗l , R
∗
l , Residuenquadratsumme ∆

E = P ∗l ·Zn∗
F = P ∗l+1 ·Zn∗
U · Σ ·V T = E ·F T ; /* SVD */
if det(V ·UT) > 0 then

R∗l = V ·UT

else
R∗l = V ·

(
1 0
0 −1

)
·UT

τ∗l = 1/n∗ (P ∗l+1 −R∗l ·P ∗l ) · 1n∗
∆ = ‖P ∗l+1 − (R∗l ·P ∗l + τ∗l · 1T

n)‖2F

5.3.3 Vergleich der Verfahren zum Bestimmen des nichtpara-
metrischen Bewegungsmodells

In diesem Abschnitt werden Prokrustes-, ICP- und PGM-Algorithmus qualitativ
verglichen. Eine statistische Untersuchung des ICP- und des PGM-Algorithmus’
findet sich in [Zha92] bzw. [Cae06].

Der klassische Prokrustes-Algorithmus setzt voraus, dass die Punktkorresponden-
zen bekannt sind. Da der Algorithmus die optimale euklidische Transformation
nicht-iterativ bestimmt, ist er schnell und hängt nicht von Startwerten ab.



5.4. PARAMETRISCHE BEWEGUNGSMODELLE 87

Der ICP-Algorithmus ist ein iterativer Algorithmus, der eine gute Startschätzung
benötigt. Über die Startschätzung kann auch Vorwissen eingebracht werden. Der
Algorithmus konvergiert i. Allg. recht schnell, berücksichtigt die geometrische
Struktur jedoch höchstens implizit.

Der PGM-Algorithmus berücksichtigt die geometrische Struktur der Messungen
explizit und bestimmt die MAP-Punktkorrespondenzen nicht-iterativ. Sofern das
Messrauschen isotrop und im Vergleich zu den Abständen der Messungen klein ist,
sind die Punktkorrespondenzen optimal im LS-Sinne [Cae06]. Da der Rechenauf-
wand und der Speicherbedarf groß sind, ist das Verfahren für kleine Punktmengen
im Vergleich zu ICP langsam.

Tabelle 5.1: Vergleich der Verfahren zum Bestimmen des nichtparametrischen Be-
wegungsmodells

Verfahren Vorteile Nachteile

Prokrustes [Cro99] nicht-iterativ, schnell Korrespondenzen müssen
bekannt sein

Iterative Closest Point
(ICP) [Zha92]

schnelle Konvergenz,
Vorwissen möglich

ohne geometrische Struktur,
von Startwerten abhängig

Probabilistic Graphi-
cal Matching (PGM)
[Cae06]

geometrische Struktur,
nicht-iterativ

hoher Rechenaufwand, gro-
ßer Speicherbedarf

5.4 Schätzen der parametrischen Bewegungsmo-
delle

5.4.1 Parametrische Bewegungsmodelle

Gegeben ist die Folge {(τl, Rl)}k−1
l=0 , die aus der Lidar-Datensequenz T0, . . . , Tk

bestimmt wird. Gesucht ist ein parametrisches Bewegungsmodell, das die Bewe-
gung kompakt beschreibt. Ein gut geeignetes Modell zur Beschreibung der Bahn
eines Fahrzeuges ist die Klothoide, da diese ruckfreie Übergangskurven ermög-
licht und deshalb beim Autobahnbau verwendet wird. Eine Klothoide ist eine
glatte Kurve, deren Krümmung eine lineare Funktion der Bogenlänge ist. Die
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für Klothoiden erforderliche konstante Lenkwinkeländerung δ̇ ist darüber hin-
aus für den Fahrer intuitiv durchführbar. Dieser einfache Zusammenhang beruht
auf der Fahrzeugkinematik, die in guter Näherung durch das sog. Einspurmodell
[Rie40, Mit05] gegeben ist.
Im Folgenden werden die Klothoide und ihre Spezialfälle Kreis und Gerade mit
Hilfsmitteln der Differentialgeometrie abgeleitet und jeweils der Zusammenhang
zum Einspurmodell gezeigt. Die Klothoide beschreibt dabei die Bahn, die gemein-
sam mit der Bahngeschwindigkeit v die Fahrzeugbewegung vollständig bestimmt.

Aus der Differentialgeometrie ist bekannt, dass eine ebene Bahn4 bis auf Start-
punkt und Orientierung vollständig durch den orientierten Krümmungsverlauf
κ(s) (Krümmungsradius ρ=1/|κ|) beschrieben wird:

dψ
ds

= κ(s) ,
dx
ds

= cosψ(s) ,
dy
ds

= sinψ(s) . (5.9)

Dabei bezeichnet s die Bogenlänge und ψ den Steuerkurswinkel. Die Vollständig-
keit der Beschreibung folgt aus dem Hauptsatz über ebene Kurven.
Satz 5.1: Hauptsatz über ebene Kurven [Bär01]
Zu zwei Kurven

(
x(s), y(s)

)T
und

(
x̃(s), ỹ(s)

)T
, die gleichen orientierten Krüm-

mungsverlauf κ(s) haben, gibt es einen Translationsvektor τ=(τx, τy)T und eine
Rotationsmatrix R, die die eine Kurve in die andere überführen:

(
x̃
ỹ

)
= R ·

(
x
y

)
+
(
τx
τy

)
. (5.10)

Eine Fixierung der Kurve kann durch Vorgabe der Anfangsbedingungen
(x0, y0) :=

(
x(0), y(0)

)
und ψ0 := ψ(0) erreicht werden. Zur Beschreibung der

Bewegung auf dieser Bahn muss zusätzlich die Bahngeschwindigkeit

v(t) =
ds(t)

dt
(5.11)

bekannt sein.

Aufgrund der großen trägen Masse des gescannten Fahrzeuges ändert sich dessen
Bewegung (auf der Zeitskala der Scanperiode TA) nur langsam. Die Krümmungs-
änderung κ′=dκ/ds und die Bahngeschwindigkeit v sind somit quasi-konstant, so
dass Schätzungen der Bewegungsparameter über mehrere Frames hinweg möglich
sind, um stochastische Messfehler zu kompensieren. Eine weitere Begründung für
die Annahme konstanter Bewegungsparameter liefert das Einspurmodell [Rie40],

4Eine Kurve c ist eine Abbildung R⊇I 7→ Rn. Unter der Bahn wird hier die Spur der Kurve,
d. h. das Bild c(I) verstanden [Bär01].
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bei dem die Krümmung κ (für kleine Winkel ψ) linear von dem Lenkwinkel δ
abhängt:

κ(t) = ψ̇(t) =
v tan δ(t)

l

|δ|¿1≈ v δ(t)
l
∝ δ(t) . (5.12)

Dabei gibt l den Radstand an. Da der Lenkwinkel δ i. Allg. langsam geändert wird,
ist die Krümmungsänderung κ′ quasi-konstant.

Unter der Voraussetzung, dass die Krümmungsänderung κ′ und die Bahnge-
schwindigkeit v konstant sind, ergeben sich als mögliche Bahnen die Gerade, der
Kreis und die Klothoide. Bild 5.4 stellt die drei Modelle dar. Dabei sind die Para-
meter κ′, κ0, v, x0, y0 und ψ0 der parametrischen Bewegungsmodelle rot und die
Parameter τl und Rl des nichtparametrischen Bewegungsmodells blau gefärbt. Im
Gegensatz zu Kapitel 4 wird der Steuerkurswinkel ψ0 in diesem Kapitel gegenüber
der x-Achse abgetragen.

(a) Geradeausfahrt (b) Fahrt auf Kreis mit Radius
1/|κ0|

(c) Fahrt auf Klothoide, deren
Krümmung linear mit der Bo-
genlänge abnimmt

Bild 5.4: Die drei untersuchten parametrischen Bewegungsmodelle

1. Verschwindet die Krümmung κ, d. h. κ≡0, ist die Bahn eine Gerade. Mit
der Annahme konstanter Geschwindigkeit v ergibt sich

dψ
dt

=
dψ
ds

= 0 ⇒ ψ(t) = ψ0 , (5.13a)

dx
dt

= v cosψ0 ⇒ x(t) = v t cosψ0 + x0 , (5.13b)

dy
dt

= v sinψ0 ⇒ y(t) = v t sinψ0 + y0 . (5.13c)



90 5. BEWEGUNGSSCHÄTZUNG

2. Ist die orientierte Krümmung κ konstant, d. h. κ0 := κ=const 6=0, ist die
Bahn ein Kreis. Unter der Annahme konstanter Bahngeschwindigkeit v er-
gibt sich das Modell

dψ
dt

=
dψ
ds

ds
dt

= κ0 v ⇒ ψ(t) = κ0 v t+ ψ0 , (5.14a)

x(t) =
1
κ0

(
sin
(
κ0 v t+ ψ0

)− sinψ0

)
+ x0 , (5.14b)

y(t) = − 1
κ0

(
cos
(
κ0 v t+ ψ0

)− cosψ0

)
+ y0 . (5.14c)

Verschwindet die Krümmung κ0, geht die Kreisbewegung in eine geradlini-
ge Bewegung konstanter Geschwindigkeit über:

lim
κ0→0

x(t) l’H= lim
κ0→0

v t cos
(
κ0 v t+ ψ0

)

1
+ x0 = v t cosψ0 + x0, (5.15a)

lim
κ0→0

y(t) l’H= lim
κ0→0

v t sin
(
κ0 v t+ ψ0

)

1
+ y0 = v t sinψ0 + y0 . (5.15b)

Dabei steht l’H für die Regel von Bernoulli-L’Hôpital.

3. Ist die Krümmungsänderung κ′ konstant, d. h. κ′=const 6=0, ist die Bahn
eine Klothoide. Zusammen mit der Annahme konstanter Bahngeschwindig-
keit v ergibt sich

ψ(t) =
1
2
κ′ v2 t2 + κ0 v t+ ψ0 , (5.16a)

x∗(t) =
1
v

∫ t

τ=0

cos
(1

2
κ′ v2 τ2 + κ0 v τ

)
dτ , (5.16b)

y∗(t) =
1
v

∫ t

τ=0

sin
(1

2
κ′ v2 τ2 + κ0 v τ

)
dτ , (5.16c)

(
x(t)
y(t)

)
=
(

cosψ0 − sinψ0

sinψ0 cosψ0

)
·
(
x∗(t)
y∗(t)

)
+
(
x0

y0

)
. (5.16d)

(
x∗(t), y∗(t)

)
ist die Kurve vor einer Rotation um den Bahntangentenwin-

kel ψ0 und einer anschließenden Translation um (x0, y0)T. Gl. (A.26) in
Anhang A.3 legt dar, wie die Integrale für x∗(t) und y∗(t) mit Hilfe der
Fresnel-Integrale C( · ) und S( · ) ausgedrückt werden können. Verschwin-
det die Krümmungsänderung κ′ geht die Klothoiden- in eine Kreisfahrt über,
wie ebenfalls in Anhang A.3 gezeigt wird.
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5.4.2 Schätzen der Modellparameter

Dieser Abschnitt erläutert, wie die Parameter κ′, κ, v und ψ0 der drei möglichen
Bahnen Gerade, Kreis und Klothoide aus der Folge {(τl, Rl)}k−1

l=0 bestimmt wer-
den können. Dabei wird angenommen, dass die Bahngeschwindigkeit v konstant
ist. Der Parameter (x0, y0) ist durch den Schwerpunkt der Punktmenge T0 gege-
ben.

1. Geradlinige Fahrt mit konstanter Geschwindigkeit

Als Vorwissen ist bekannt, dass die Krümmung verschwindet, d. h. κ≡0,
und die Bahngeschwindigkeit v konstant ist. Somit ist der Bahntangen-
tenwinkel ψ konstant und der Drehwinkel αl zwischen zwei aufeinander-
folgenden Frames gleich Null. Mit den Gleichungen (5.13) können die
Geschwindigkeit v und der Bahntangentenwinkel ψ0 aus der Translati-
on τl=(τl.x, τl.y)T zwischen zwei aufeinanderfolgenden Frames bestimmt
werden:

τl.x − v TA cosψ0 = 0 ; l = 0, . . . , k−1 , (5.17a)
τl.y − v TA sinψ0 = 0 ; l = 0, . . . , k−1 , (5.17b)

αl = 0 ; l = 0, . . . , k−1 . (5.17c)

(a) Identifizierbarkeit:
Bei einer Geraden gilt κ′=0 und κ0 =0. Die Parameter v und ψ0 sind
zeitlich konstant und gegeben durch

ψ0 = arctan
(

tan τl.y
tan τl.x

)
, v =

∥∥τl
∥∥

2

TA
. (5.18)

(b) Ausgleichsproblem:
Sind die Messungen τl; l = 0, . . . , k−1 unsicherheitsbehaftet, wird
Gl. (5.17) als Ausgleichsproblem formuliert:

minimiere
v,ψ0

∥∥∥∥(τ0 . . . τk−1)− v TA
(

cosψ0

sinψ0

)
· 1T
k

∥∥∥∥
2

F
. (5.19)

Die Lösung lautet

ψ0,opt = arctan
(∑

l τl.y∑
l τl.x

)
, vopt =

1
k TA

k−1∑

l=0

τT
l ·
(

cosψ0

sinψ0

)
. (5.20)
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(c) Residuen:
Die Summe der quadrierten Residuen Q1 ergibt sich zu

Q1 =
∥∥∥∥
(
τ0 . . . τk−1

)
− v TA

(
cosψ0

sinψ0

)
· 1T
k

∥∥∥∥
2

F
. (5.21)

2. Kreisfahrt mit konstanter Geschwindigkeit
Bei einem Kreis gilt κ′=0. Zusätzlich wird vorausgesetzt, dass die Bahnge-
schwindigkeit v konstant ist. Somit sind die Drehwinkel αl und der Betrag
der Translationsvektoren ‖τl‖2; l=0, . . . , k−1 ebenfalls konstant. Mit den
Gleichungen (5.14) können die orientierte Bahnkrümmung κ0, die Bahnge-
schwindigkeit v und der Bahntangentenwinkel ψ0 zu Beginn aus τl und αl
berechnet werden:

sin
(
κ0 v (l+1)TA + ψ0

)
= sin

(
κ0 v l TA + ψ0

)
+ κ0 τl.x , (5.22a)

cos
(
κ0 v (l+1)TA + ψ0

)
= cos

(
κ0 v l TA + ψ0

)− κ0 τl.y , (5.22b)
αl = κ0 v TA . (5.22c)

(a) Identifizierbarkeit:
Zunächst werden τl.x und τl.y in Gl. (5.22a) bzw. Gl. (5.22b) freige-
stellt. Anschließend werden diese Gleichungen quadriert, addiert und
nach κ0 aufgelöst:

κ0 = sgn(αl)

√
2 (1− cosαl)
‖τl‖2

=
2 sin

(
αl
2

)

‖τl‖2
. (5.23a)

Mit Gl. (5.22c) ergibt sich die Bahngeschwindigkeit v zu

v =
αl

κ0 TA
. (5.23b)

Anschließend kann mit Gl. (5.22) und trigonometrischen Umformun-
gen5 der Bahntangentenwinkel ψ0 zu Beginn berechnet werden:

κ0 τ0.y = 2 sin
(α0

2
+ ψ0

)
sin
(α0

2

)
,

κ0 τ0.x = 2 cos
(α0

2
+ ψ0

)
sin
(α0

2

)
,

τ0.y
τ0.x

= tan
(α0

2
+ ψ0

)
,

ψ0 = arctan
( τ0.y
τ0.x

)
− α0

2
. (5.23c)

5Für γ, δ∈R gilt:
sin(γ+δ)−sin δ=2 cos( γ

2
+δ) sin γ

2
, cos(γ+δ)−cos δ=−2 sin γ

2
+δ) sin γ

2
.
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(b) Ausgleichsproblem:
Das nichtlineare Gleichungssystem (5.22) wird ebenfalls als Aus-
gleichsproblem formuliert:

minimiere
κ0,v,ψ0

∥∥∥
(
τ0 . . . τk−1

)−
(
τ

(2)
0 . . . τ

(2)
k−1

)∥∥∥
2

F
(5.24)

mit der Abkürzung (l = 0, . . . , k−1)

τ
(2)
l =

1
κ0

(
sin
(
κ0 v (l+1)TA+ψ0

)− sin
(
κ0 v l TA+ψ0

)

cos
(
κ0 v l TA+ψ0

)− cos
(
κ0 v (l+1)TA+ψ0

)
)
.

Hierbei wird angenommen, dass die Unsicherheit der Winkel αl deut-
lich größer ist als die der Verschiebungen τl. Die Optimalwerte müssen
numerisch bestimmt werden.

(c) Residuen:
Die Summe der quadrierten Residuen Q2 beträgt

Q2 =
∥∥∥
(
τ0 . . . τk−1

)−
(
τ

(2)
0 . . . τ

(2)
k−1

)∥∥∥
2

F
. (5.25)

3. Fahrt auf Klothoide mit konstanter Geschwindigkeit

Im Fall der Klothoide ist nur bekannt, dass die Krümmungsänderung κ′ zeit-
lich konstant ist. Da je Zeitschritt drei Messungen vorliegen, die x- und die
y-Komponente der Translation τl und der Drehwinkel αl, können nicht alle
vier Parameter κ′, κ0, v und ψ0 aus den Messungen eines einzigen Zeit-
schrittes ermittelt werden, so dass mindestens die Messungen zweier Zeit-
schritte l1 und l2 (o. E. d. A. l := l2 = l1+1) erforderlich sind.

(a) Identifizierbarkeit:
Aus den Drehwinkeln αl−1 und αl werden die Hilfsparameter λ1, λ2,
a0 und a1 berechnet:

(
λ1

λ2

)
:=
(
κ′ v2

κ0 v

)
=
(

(l− 1
2 )T 2

A TA
(l+ 1

2 )T 2
A TA

)−1

·
(
αl−1

αl

)
, (5.26a)

a0 =
λ1 λ2√
π |λ1|3

, a1 =

√
|λ1|3
π

1
λ1

. (5.26b)
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Aus diesen Größen können die Krümmungsänderung κ′, die Krüm-
mung κ0 zu Beginn und die Bahngeschwindigkeit v bestimmt werden:

κ′ = sgn(αl−2αl−1+αl−2)
π

‖τl‖22

×
∥∥∥∥

S(a1l TA+a0)− S
(
a1(l−1)TA+a0

)

C(a1l TA+a0)− C
(
a1(l−1)TA+a0

)
∥∥∥∥

2

2

, (5.26c)

v =
√
λ1/κ′ , (5.26d)

κ0 = λ2/v =
λ2√
λ1/κ′

= λ2

√
κ′/λ1 . (5.26e)

Hierbei sind S( · ) und C( · ) die Fresnel-Integrale [Abr72]

S(u) =
∫ u

x=0

sin
(π

2
x2
)

dx , C(u) =
∫ u

x=0

cos
(π

2
x2
)

dx .

Somit sind κ′, κ0 und v bekannt. Mit deren Kenntnis und den Glei-
chungen (5.16b) und (5.16c) kann der Bahntangentenwinkel ψ0 zu Be-
ginn bestimmt werden:

τ
(3)
l :=

(
cosψ0 − sinψ0

sinψ0 cosψ0

)
·
(
x∗
(
(l+1)TA

)−x∗(l TA)
y∗
(
(l+1)TA

)−y∗(l TA)

)
,

ψ0 = sgn
(
τ∗x τ

(3)
y −τ∗y τ (3)

x

)
arccos

(
(τ∗)T τ (3)

‖τ∗‖2
∥∥τ (3)

∥∥
2

)
. (5.26f)

Dabei sind x∗(t) und y∗(t) durch Gl. (5.16b) bzw. Gl. (5.16c) gegeben,
und τ (3) und τ∗ sind Abkürzungen für τ (3)

0 bzw. τ∗0 .

(b) Ausgleichsproblem:
Liegen die Messungen zu mehr als zwei Zeitschritten vor, wird für die
Parameter ein Ausgleichsproblem formuliert:

minimiere
κ′,κ0,v,ψ0

∥∥∥
(
τ0 . . . τk−1

)−
(
τ

(3)
0 . . . τ

(3)
k−1

)∥∥∥
2

F
(5.27)

mit der Abkürzung τ (3)
l aus Gl. (5.26f). Das Problem ist wesentlich

komplizierter als Gl. (5.24), da die Ausdrücke Fresnel-Integrale ent-
halten, die sich nicht durch elementare Funktionen ausdrücken lassen.
Eine Lösung kann nur numerisch ermittelt werden.
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(c) Residuen:
Die Summe der quadrierten Residuen Q3 ist mit Gl. (5.26) gegeben
durch

Q3 =
∥∥∥
(
τ0 . . . τk−1

)−
(
τ

(3)
0 . . . τ

(3)
k−1

)∥∥∥
2

F
. (5.28)

5.4.3 Wahl des Bewegungsmodells

Sind die optimalen Parameter für die drei Bewegungsmodelle Geradeausfahrt,
Kreisfahrt und Fahrt auf einer Klothoide bekannt, muss das Bewegungsmodell ge-
wählt werden, das die Messungen bzw. das nichtparametrische Bewegungsmodell
am besten wiedergibt. Für den hypothetischen Fall, dass das nichtparametrische
Bewegungsmodell {(τl, Rl)}k−1

l=0 fehlerfrei ist und die Geschwindigkeit v und die
Krümmungsänderung κ′ im betrachteten Zeitraum konstant sind, ist das Klothoi-
denmodell am besten geeignet, die Bewegung zu beschreiben, da es die Fahrt auf
einer Geraden und einem Kreis als Spezialfälle enthält. In der Praxis ist die Folge
der Translationen und Rotationen jedoch fehlerbehaftet, so dass die Komplexität6

der Bewegungsmodelle eine Rolle spielt.

Einfache Modelle sind bei vergleichbarer Modellgüte häufig besser geeignet als
komplexere Modelle, da ihre Parameter unempfindlicher gegenüber Störungen
wie Messrauschen sind, so dass zukünftige Messungen besser vorhergesagt wer-
den können [Grü04]. Deshalb wird bei der Modellwahl ein Kompromiss zwischen
der Modellkomplexität und der Modellgüte als Funktion der Residuen getroffen.
Für LS-orientierte Ansätze ist das BIC-Kriterium (Bayesian Information Criterion)
[Sch78] gut geeignet, da es einen Ausgleich zwischen der Modellkomplexität und
der Summe der quadrierten Residuen vornimmt. Der BIC-Wert eines Modells m
ist gegeben durch

BICm = 2n
(

ln(2π) + lnσ2
τ

)
+
Qm
σ2
τ

+Nm lnn ; m=1, 2, 3 . (5.29)

Dabei bezeichnet σ2
τ die Varianz der Translationsschätzung. Das BIC-Kriterium

wählt das Modell, dessen BIC-Wert am kleinsten ist. Eine Motivation und einen
Vergleich von BIC mit anderen Modellwahlkriterien gibt [Sto04].
Für eine gegebene Lidar-Datensequenz werden somit zunächst die optimalen Pa-
rameter der drei parametrischen Bewegungsmodelle bestimmt. Anschließend wer-
den für diese Parameter die BIC-Werte der drei Modelle bestimmt, und das Modell
mit dem kleinsten BIC-Wert wird gewählt.

6Unter Komplexität eines Modells wird hier vereinfachend die Zahl der Freiheitsgrade bzw. der
frei wählbaren Parameter verstanden. Mathematische Definitionen, u. a. Kolmogorows algorithmische
und Rissanens stochastische Komplexität, sind bei [Grü04] zu finden.
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Der gewählte Ansatz beschreibt die komplette Bewegung mit einem Bewegungs-
modell, dessen Parameter zeitlich konstant sind. Umfasst die Datensequenz je-
doch einen längeren Zeitraum, können sich die Bewegungsparameter und das Be-
wegungsmodell ändern. Es ist deshalb besser, die Modellparameter iterativ anzu-
passen, wobei nur die letzten n Messungen zur Schätzung herangezogen werden
(Schätzung mit endlichem Gedächtnis).

Zusätzlich sollen auch Wechsel des Bewegungsmodells möglich sein. Hierfür kön-
nen die Parameter der drei Modelle parallel bestimmt und jeweils das aktuell beste
gewählt werden [Bla99]. Der Nachteil dieser Filterbänke ist jedoch, dass bei Mo-
dellwechseln Sprünge in der Schätzung von Fahrzeugposition und -geschwindig-
keit auftreten. Eine beliebte und effiziente Alternative ist der IMM-Ansatz (Inter-
acting Multiple Model) [Maz98], dessen Schätzung eine gewichtete Summe der
Schätzungen der Einzelmodelle ist. Sprünge werden vermieden, indem die Schät-
zungen einander angeglichen werden.

5.5 Schätzen des linearisierten Klothoidenmodells

Ein IMM-Ansatz scheidet hier aus, da sich die Parameter des Klothoidenmodells
nicht einfach bestimmen lassen. Statt dessen wird im Folgenden ein vereinfach-
tes Klothoidenmodell verwendet, das als Spezialfälle weiterhin die Gerade und
den Kreis umfasst. Die zeitvarianten Modellparameter werden rekursiv mit einem
Kalman-Filter geschätzt. Somit sind sowohl Parameteränderungen als auch (im-
plizite) Wechsel des Bewegungsmodells möglich.

5.5.1 Linearisiertes Klothoidenmodell

Die Klothoide (5.16) wird lokal (d. h. für ψ0 =0) mit der Kleinwinkelnäherung
durch eine Parabel dritter Ordnung beschrieben:

κ(s) = κ0 + κ′ s , (5.30a)

ψ(s) =
∫ s

ξ=0

κ(ξ) dξ = κ0 s+
1
2
κ′ s2 , (5.30b)

x̃(s) = x0 +
∫ s

ξ=0

cosψ(ξ) dξ ≈ x0 + s , (5.30c)

ỹ(s) = y0 +
∫ s

ξ=0

sinψ(ξ) dξ ≈ y0 +
1
2
κ0 s

2 +
1
6
κ′ s3 . (5.30d)
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Mit der Abkürzung ∆s=v TA folgt für den Translationsvektor (in lokalen Koordi-
naten)

τ?l =
(

∆s
κ0 (l+ 1

2 )(∆s)2 + κ′ ( 1
2 l

2+ 1
2 l+

1
6 )(∆s)3

)

und mit der Näherung ∆s≈‖τl‖2 für das Ausgleichsproblem



1
2

1
6

...
...

k− 1
2

1
2 k

2− 1
2 k+ 1

6


 ·

(
κ0(∆s)2

κ′(∆s)3

)
=




τ?0.y
...

τ?k−1.y


 . (5.31)

Zur Abschätzung des Approximationsfehlers wird das linearisierte Klothoidenmo-
dell mit der „idealen“ Klothoide (5.16) verglichen. Die Abweichungen, die sich
bei unterschiedlichen Bogenlängen s für eine sehr starke Krümmungsänderung
κ′=0,1 m−2 und die Parameter κ0 =0 und ψ0 =0 gegenüber Gl. (5.16) ergeben,
sind in Tabelle 5.2 aufgeführt.7

Tabelle 5.2: Approximationsfehler des linearisierten Klothoidenmodells (5.30) für
κ′=0,1 m−2, κ0 =0 und ψ0 =0 bei unterschiedlichen Bogenlängen s

s 1 m 1,5 m 2 m 2,5 m 5 m 10 m

|x̃−x| <1 mm 2 mm 8 mm 0,02 m 0,73 m 8,16 m
|ỹ−y| <1 mm <1 mm <1 mm 2 mm 0,22 m 14,06 m

Tabelle 5.2 zeigt, dass der Approximationsfehler ‖x̃−x‖2 trotz der sehr großen
Krümmungsänderung κ′ für Bogenlängen bzw. Verschiebungen bis zu zwei Meter
sehr klein ist. Da hier die Bahn eines Fahrzeuges geschätzt werden soll, das sich
innerhalb eines Frames bei einer großen Geschwindigkeit von v=100 km/h nur
um ∆s≈1,85 m bewegt, ist der Approximationsfehler des linearisierten Klothoi-
denmodells kleiner als die Unsicherheit der Schätzung τl.

5.5.2 Schätzen der Modellparameter

Da der Approximationsfehler des linearisierten Klothoidenmodells (5.30) klein ist,
ist das Modell gut als Approximation der Bahn eines Fahrzeuges geeignet, sofern

7Eine Krümmungsänderung von κ′=0,1 m−2 bedeutet einen Übergang von einer Geraden in
einen Kurvenradius von 5 m auf einer Strecke der Länge 2 m.
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die Translation τ?l.y genau bestimmt werden kann. Im Gegensatz zur Kartierung
von Straßen und der Sensorfusion [Sch03] ist die exakte Größe der Parameter κ′

und κ0 nicht entscheidend.

In [Dic92] wird das linearisierte Klothoidenmodell verwendet, um den Straßen-
verlauf auf Basis von Videodaten zu schätzen, wobei die Eigengeschwindigkeit v
gemessen und als bekannt vorausgesetzt wird. Die Modellparameter werden mit
einem Kalman-Filter geschätzt, dessen Zustandsgrößen die Krümmungsänderung
κ′, die Krümmung κ0 und eine Hilfsgröße κ∗ sind. Bei dem Entwurf des Filters
wird angenommen, dass die Krümmungsänderung κ′ abschnittsweise konstant ist,
so dass die zeitliche Ableitung der Krümmungsänderung aus δ-Distributionen be-
steht [Mys90]. Da diese in der stochastischen Zustandsraumbeschreibung nicht
modelliert werden können, wird in [Mys90] die Einführung der Hilfsgröße κ∗

vorgeschlagen, die zusammen mit κ′ die gleiche Krümmungsablage erzeugt und
als zeitliche Integration eines weißen gaußschen Rauschprozesses n(t) modelliert
wird. Mit der Geschwindigkeit v und der Kamerasichtweite L ergibt sich das zeit-
kontinuierliche Zustandsraummodell

dκ0

dt
= κ′ v ,

dκ′

dt
= −3

v

L
κ′ + 3

v

L
κ∗ ,

dκ∗

dt
= n(t) . (5.32)

Unter der Annahme, dass die Parameter v und L während eines Frames konstant
sind, folgt mit einem Halteglied nullter Ordnung für das zeitdiskrete System

A =




1
L

3

(
1−exp

(
− 3vTA

L

)) L

3

(
exp

(
− 3vTA

L

)
−1
)

+vTA

0 exp
(
− 3 v TA

L

)
1− exp

(
− 3 v TA

L

)

0 0 1



. (5.33a)

Dieses Modell setzt die Geschwindigkeit v und die Entfernung L als bekannt vor-
aus, während die Parameter der Bahn geschätzt werden. Somit entkoppelt der An-
satz die Schätzung der Bahn und der Geschwindigkeit. In der vorliegenden An-
wendung müssen die Parameter vl und Ll geschätzt werden, da nur die Lidar-
Datensequenz gegeben ist:

v̂l =
‖τ?l ‖2
TA

, L̂l = ‖τ?l ‖2 . (5.33b)

Für gekrümmte Bahnen werden vl und Ll systematisch zu klein geschätzt. Die
Fehler werden in den Brüchen vl/Ll jedoch weitgehend kompensiert.
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Die Messgleichung in lokalen Koordinaten (x?, y?) ergibt sich aus Gl. (5.30d) zu

τ?l.y =
(
L̂2

2
L̂3

6
0

)
·



κ0

κ′

κ∗


 =: hT · θl (5.33c)

mit dem Parametervektor θl=(κ0, κ
′, κ?)T. Der Ursprung des (x?, y?)-Ko-

ordinatensystems liegt im Sensor, und die x?-Achse ist parallel zum momentanen
Bahntangentenvektor ausgerichtet.

Die rekursive Parameterbestimmung wird als lineares Kalman-Filter implemen-
tiert (vgl. Algorithmus 2.3), wobei die System- und die Messgleichung durch

θ̂l+1 = A · θ̂l + nl e3 , (5.34a)

τ?l.y = hT · θ̂l (5.34b)

gegeben sind und e3 den Basisvektor (0, 0, 1)T bezeichnet. Für die Varianz des
Rauschprozesses κ∗ wird σ2

κ∗=
(
0,05 m−2s−1

)2 gewählt, und für die Varianz des
Messrauschens wird σ2

τ∗y
=(0,05 m)2 gewählt. Die Kovarianzmatrix Σ̂0 der Zu-

standsschätzung wird konservativ initialisiert8 mit

Σ̂0 =




(
0,2 m−1

)2 0 0
0

(
0,2 m−2

)2 0
0 0

(
0,1 m−2s−1

)2


 . (5.34c)

5.5.3 Testen der Bewegungsschätzung

Da die zur Verfügung stehenden realen Lidar-Daten in lokalen Sensorkoordinaten
vorliegen und die Eigenbewegung des Sensorfahrzeuges unbekannt ist, wird die
Bewegungsschätzung mit einer Simulation getestet. Damit ist auch die wahre Be-
wegung des gescannten Fahrzeuges bekannt. In der Simulation fährt das Fahrzeug
mit einer konstanter Geschwindigkeit von v=15 m/s=54 km/h auf einer Bahn
die aus zwei symmetrischen Verbundkurven besteht und in Bild 5.5 abgebildet ist.
Die Bahn geht aus einer Geraden über eine Klothoide in einen Kreis über und
anschließend wieder über eine Klothoide in eine Gerade, wobei die Fahrt auf je-
dem Abschnitt 50 s dauert. Die Krümmungsänderung ist mit |κ′|=0,001 m−2 im
Vergleich zur Geschwindigkeit v groß gewählt.

8Dabei entspricht κ0 =0,2 m−1 einem Krümmungsradius von 5 m und κ′=0,2 m−2 einem
Übergang von einer Geraden in einen Kurvenradius von 5 m auf einer Länge von 1 m.
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Bild 5.5: Bahn, die in der Simulation befahren wird (Geradenabschnitte blau,
Kreisabschnitt grün, Klothoidenabschnitte rot)

Bild 5.6 zeigt die Ergebnisse der Simulation. Trotz der großen Krümmungsän-
derung κ′ sind die Schätzungen von Krümmung κ0 (in Bild 5.6(a)) und Krüm-
mungsänderung κ′ (in Bild 5.6(b)) bereits 2 s nach jedem Manöver wieder einge-
schwungen. Die Parameter v und Lwerden mit Gl. (5.33b) aus der Translation τ?l.y
geschätzt, wobei die Messungen τ?l.y mit σ=0,05 m gaußsch verrauscht sind. Da
die Bewegung lokal um die aktuelle Position geschätzt werden soll, sind Transiti-
onsvorgänge und die genaue Größe der Parameter κ0 und κ′ unkritisch. Der vor-
gestellte Ansatz eignet sich somit gut für die Schätzung der Bewegungsparameter
des linearisierten Klothoidenmodells unter der Voraussetzung, dass der Translati-
onsvektor τ?l mit geringer Unsicherheit geschätzt werden kann.

5.6 Vergleich der Bewegungsschätzungen

Auf Basis der Simulation wird die Bewegungsschätzung mit dem linearisierten
Klothoidenmodell (5.30) mit der Bewegungsschätzung aus Kapitel 2 verglichen,
der das Bewegungsmodell konstanter Geschwindigkeit zugrunde liegt. Die Mess-
größe des Klothoidenmodells ist die Translation τ?l.y (in lokalen Koordinaten),
während das Modell konstanter Geschwindigkeit den Translationsvektor τl in glo-
balen Koordinaten misst. Die Bewegungsschätzungen werden auf Basis der re-
konstruierten Bahnen verglichen. Dabei ist die rekonstruierte Bahn des Modells
konstanter Geschwindigkeit bereits durch die Schätzungen gegeben. Die rekon-
struierte Bahn des Klothoidenmodells ergibt sich rekursiv aus

ŝl = ‖τ?l ‖2 ; l = 0, . . . , k−1 , (5.35a)
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(a) Wahre (blau) und geschätzte (rot)
Krümmung κ0

(b) Wahre und geschätzte Krüm-
mungsänderung κ′

Bild 5.6: Ergebnis der Simulation, in der die Klothoidenparameter der Bahn aus
Bild 5.5 mit einem Kalman-Filter geschätzt werden

ψ̂l = ψ̂l + κ0,l−1 ŝl−1 +
1
2
κ′l−1 ŝ

2
l−1 , (5.35b)

(
x̂l+1

ŷl+1

)
=
(
x̂l
ŷl

)
+
(

cos ψ̂l − sin ψ̂l
sin ψ̂l cos ψ̂l

)
·
(

ŝl
1
2 κ0,l ŝ

2
l + 1

6 κ
′
l ŝ

3
l

)
. (5.35c)

Die Daten für den Vergleich stammen aus der im letzten Abschnitt verwendeten
Simulation, wobei den Messungen hier kein Rauschen überlagert ist. Schätzfehler
resultieren somit aus der Trägheit des Filters und für das Modell konstanter Ge-
schwindigkeit zusätzlich aus einer Verletzung des dynamischen Systemmodells.
Bild 5.7 zeigt einen Ausschnitt der Bahn im Bereich größter Krümmung, d. h. auf
dem Kreisbogen, da dieser für beide Filter am kritischsten ist. Wie in Bild 5.6(a) zu
sehen ist, benötigt das Klothoiden-Filter einige Frames, bis es eingeschwungen ist.
Die geschätzte Krümmung ändert sich somit langsamer als bei der wahren Bahn,
was in Bild 5.7 zu einem geringfügig größeren grünen Bogen führt. Die mit dem
Modell konstanter Geschwindigkeit geschätzte rote Bahn ähnelt einer Schleppkur-
ve (Traktrix, [Bro97]). Während das Klothoidenmodell die Krümmung bestimmt,
schätzt das Modell konstanter Geschwindigkeit die Position und die Geschwindig-
keit, so dass die wahre Bahn „geschnitten“ wird.

Neben diesem punktuellen Vergleich der Bahnen im Bereich größter Krümmung
wird die Summe der quadrierten Fehler verglichen, d. h. die Abweichung der re-
konstruierten von der wahren Bahn. Dabei ist die Fehlerquadratsumme des Mo-
dells konstanter Geschwindigkeit mehr als anderthalb mal so groß wie die Fehler-
quadratsumme des Klothoidenmodells, da dieses die Fahrzeugkinematik berück-
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Bild 5.7: Vergleich der Bewegungsschätzung für das linearisierte Klothoidenmo-
dell (grün) und das Modell konstanter Geschwindigkeit (rot), wobei die wahre
Bahn in blau gegeben ist

sichtigt. Unter der Voraussetzung, dass die Eigenbewegung kompensiert werden
kann, stellt das Klothoidenmodell somit eine deutliche Verbesserung gegenüber
dem Modell konstanter Geschwindigkeit dar.

Wesentliche Ergebnisse des Kapitels

Dieses Kapitel zeigt, wie die Bewegung eines Fahrzeuges auf Basis von Lidar-
Messungen geschätzt werden kann. Der zweistufige Ansatz ist genauer als das in
Kapitel 2 beschriebene Standardverfahren, da er die Fahrzeugkinematik berück-
sichtigt. Der Ansatz ist zudem zuverlässiger, da für die Messung der Relativbewe-
gung ein nichtparametrisches Objektdatenmodell verwendet wird, das bei gerin-
gem Messrauschen unempfindlich gegenüber Teilverdeckungen des Fahrzeuges
ist. In der ersten Stufe werden die Translation und die Rotation zwischen zwei
Frames mit dem Prokrustes-Algorithmus geschätzt. Die hierfür benötigten Punkt-
korrespondenzen können mit dem iterativen ICP-Algorithmus gefunden werden,
der zwar schnell ist, jedoch gute Startparameter benötigt. Eine nicht-iterative Alter-
native ist der rechenaufwendige PGM-Algorithmus, der die geometrische Struktur
explizit berücksichtigt.

Die Bewegung eines Fahrzeuges wird durch die befahrene Bahn und die Bahnge-
schwindigkeit v vollständig beschrieben, wobei die Klothoide und ihre Spezialfäl-
le Gerade und Kreis gut geeignete Modelle der Bahn sind. Deshalb werden in der
zweiten Stufe des Ansatzes aus der Folge von Translationen und Rotationen die
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Geschwindigkeit v und die Parameter dieser drei Bahnmodelle ermittelt. Da den
Messungen in der Praxis Rauschen überlagert ist, wird mit dem BIC-Kriterium das
„beste“ Bewegungsmodell gewählt. Diese Vorgehensweise setzt voraus, dass die
Parameter konstant sind, und ist deshalb ausschließlich zur Beschreibung kurzer
Datensequenzen gut geeignet.
In der Praxis sind die Bewegungsparameter eines Fahrzeuges zeitlich veränder-
lich. Deshalb werden die Parameter eines linearisierten Klothoidenmodells mit
einem Kalman-Filter rekursiv geschätzt. Eine Simulation zeigt, dass mit diesem
Modell aufgrund der angepassten Systemdynamik die Bewegung eines Fahrzeu-
ges genauer geschätzt werden kann als mit dem Modell konstanter Geschwindig-
keit. Somit kann die Lidar-Signalverarbeitung zu einer vollständigen Bewegungs-
schätzung erweitert werden. Erste Ergebnisse dieses Kapitels wurden in [Grö06]
veröffentlicht.
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6 Zusammenfassung

Ein Ziel der vorliegenden Arbeit bestand darin, bestehende Ansätze zur Abstands-
schätzung auf Basis von Lidar-Messungen zu verbessern. Ausgehend von einer
statistischen Modellierung der einzelnen Messung und einer deterministischen
Modellierung des Scanvorgangs wurden neue Verfahren entwickelt, die den sta-
tistischen Abstandsfehler minimieren und den deterministischen Abstandsfehler
vollständig beseitigen. Ein weiteres Ziel der Arbeit bestand in der Erweiterung der
Lidar-Signalverarbeitung von einer vollständigen Abstands- und rudimentären Be-
wegungsschätzung zu einer vollständigen Bewegungsschätzung. Im Gegensatz zu
Standardansätzen wurde dabei die Einspurkinematik von Fahrzeugen berücksich-
tigt und die Relativbewegung mit Hilfe eines nichtparametrischen Objektdatenmo-
dells gemessen.

In Kapitel 2 wurde die Mehrzielverfolgung mit einer neuartigen mengenbasierten
Schreibweise dargestellt, die einen vereinfachten Zugang zu dieser Problematik
eröffnet. Die aus der Literatur bekannten Ansätze zur Lidar-Signalverarbeitung
wurden hinsichtlich ihrer Eignung für Fahrzeuge bewertet, und es wurden Emp-
fehlungen für den Entwurf von Algorithmen ausgesprochen. Diese Empfehlungen
wurden in einem Rechnerprogramm umgesetzt und erfolgreich auf realen Lidar-
Messungen getestet, so dass die Funktionsfähigkeit des gewählten Ansatzes nach-
gewiesen werden konnte. Es wurde festgestellt, dass der Datenassoziationsschritt
den höchsten Rechenzeitbedarf hat.

In Kapitel 3 wurde untersucht, wie die Abstandsschätzung für ein Fahrzeug
mit Hilfe statistischer Methoden verbessert werden kann. Hierzu wurde ein
statistisches Sensormodell formuliert, das durch das physikalische Messprin-
zip des Laserscanners motiviert ist. Von diesem Sensormodell wurde ein
ML-Geradenschätzer abgeleitet, wobei ein Geradenabschnitt als einfaches Mo-
dell des Fahrzeughecks bzw. der -seite verwendet wurde. Die Statistik des
ML-Schätzers und des LS-Geradenschätzers wurden analysiert. Dabei wurde mit
einer ausführlichen Beweisführung nachgewiesen, dass der LS-Schätzer unter den
Modellannahmen i. Allg. asymptotisch biasbehaftet ist. Für den praktisch relevan-
ten Spezialfall der symmetrischen Folgefahrt konnte jedoch gezeigt werden, dass
die Schätzung der Steigung biasfrei und die Abstandsschätzung faktisch biasfrei
ist. Der ML-Schätzer, der asymptotisch erwartungstreu und konsistent ist, ist im
vorliegenden Fall ein nichtlinearer LS-Schätzer, für den Konfidenzintervalle be-
stimmt werden konnten. Weiterhin wurde bewiesen, dass der ML-Schätzer inva-
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riant gegenüber einer Rotation des Koordinatensystems ist. Die statistischen Ei-
genschaften der Schätzer für endliche Messpunktzahlen wurden mit aufwendigen
Großzahlexperimenten untersucht, die zeigten, dass die Implementierung des ML-
Schätzers bereits nach durchschnittlich drei Iterationen konvergierte. Deshalb ist
der Mehraufwand gegenüber dem LS-Schätzer gering.

In Kapitel 4 wurde der deterministische Effekt, den eine Relativbewegung zwi-
schen gescanntem Fahrzeug und Laserscanner auf die Lidar-Messungen hat, qua-
litativ erläutert und graphisch dargestellt. Mit einer Simulation wurde quantitativ
nachgewiesen, dass der deterministische Abstandsfehler infolge dieses Motion-
Scan-Effektes u. U. größer als der statistische Abstandsfehler ist. Für die Strecke
als einfaches Modell des Fahrzeughecks bzw. der -front und der Fahrzeugseite
konnte jedoch gezeigt werden, wie der Motion-Scan-Effekt vollständig kompen-
siert werden kann. Da hierzu die Identifikation aller Modellparameter erforderlich
ist, wurde erläutert, wie praktisch relevantes Zusatzwissen die Parameteridentifi-
kation stützt, was in vielen Fällen eine vollständige Kompensation des Motion-
Scan-Effektes und somit eine fehlerfreie Abstandsbestimmung ermöglicht.

In Kapitel 5 wurde untersucht, wie die Bewegung eines Fahrzeuges aus einer
Lidar-Datensequenz bestimmt werden kann. Unter der Voraussetzung, dass das
Messrauschen klein gegenüber der charakteristischen Fahrzeugform ist, konnte
die Relativbewegung zwischen zwei Frames mit Hilfe eines nichtparametrischen
Objektdatenmodells unempfindlich gegenüber Teilverdeckungen gemessen wer-
den. Das Datenmodell verwendet die Messungen des vorausgegangenen Frames
als Modell der sichtbaren Fahrzeugkontur. Die Relativbewegung wurde mit dem
Prokrustes-Algorithmus geschätzt, wobei die Punktkorrespondenzen bekannt sein
müssen. Für die Korrespondenzsuche wurde der iterative Optimierungsalgorith-
mus ICP mit einem nicht-iterativen probabilistischen Algorithmus aus der Muster-
erkennung verglichen. Der ICP-Algorithmus ist zwar schnell, benötigt jedoch eine
gute Startschätzung. Im Vergleich dazu ist der probabilistische Mustererkennungs-
algorithmus langsam. Er benötigt jedoch keine Startschätzung und berücksichtigt
die geometrische Struktur der Messungen. Da die Punktkorrespondenzsuche mit
beiden Algorithmen erfolgreich war, konnte die Folge der Relativbewegungen für
die komplette Lidar-Datensequenz bestimmt werden.
Diese Folge wurde durch geeignete parametrische Modelle beschrieben. Ein gut
geeignetes Modell zur Beschreibung der Bahn eines Fahrzeuges ist die Klothoi-
de, die aus der Einspurkinematik folgt und ruckfreie Übergangskurven ermöglicht.
Unter der Annahme konstanter Bahngeschwindigkeit und konstanter Bahnparame-
ter wurde die Folge der Relativbewegungen durch eine Klothoide und ihre Spezi-
alfälle Gerade und Kreis approximiert. Das „beste“ Modell konnte erfolgreich mit
dem BIC-Modellwahlkriterium bestimmt werden. In der Praxis sind die Bewe-
gungsparameter jedoch zeitvariant. Deshalb wurde ein linearisiertes Klothoiden-
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modell formuliert, dessen Parameter mit einem Kalman-Filter rekursiv geschätzt
wurden. Eine Simulation zeigte, dass die Bewegung mit dem linearisierten Klo-
thoidenmodell genauer geschätzt wird als mit einem Standardansatz, dem das
Modell konstanter Geschwindigkeit zugrunde liegt. Die beschriebene Bewegungs-
schätzung erweist sich somit als robuster und genauer als Standardansätze und er-
weitert die Lidar-Signalverarbeitung zu einer vollständigen Bewegungsschätzung.

Die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit sind:

1. Einführung einer neuartigen mengenbasierten Schreibweise zur Darstellung
der Mehrzielverfolgung.

2. Entwurf einer Signalverarbeitung für die Mehrzielverfolgung, die erfolg-
reich auf realen Lidar-Messungen getestet wurde.

3. Formulierung eines ML-Schätzers, der den statistischen Fehler bei der Ab-
standsschätzung minimiert, invariant gegenüber einer Rotation des Koordi-
natensystems ist und im Schnitt bereits nach drei Iterationen konvergiert.

4. Nachweis, dass im Spezialfall der symmetrischen Folgefahrt der
LS-Schätzer für die Steigung biasfrei und der LS-Schätzer für den Abstand
faktisch biasfrei ist.

5. Nachweis, dass deterministische Parameterfehler infolge einer Relativbe-
wegung zwischen gescanntem Fahrzeug und Laserscanner (Motion-Scan-
Effekt) größer als die statistischen Schätzfehler infolge des stochastischen
Messrauschens sein können.

6. Qualitative und quantitative Beschreibung des Motion-Scan-Effektes.

7. Vollständige Kompensation des Motion-Scan-Effektes für ein einfaches Mo-
dell der Fahrzeugkontur und -bewegung.

8. Detaillierte Untersuchung von Zusatzwissen, das die Parameteridentifikati-
on und Kompensation stützt bzw. für die Fahrzeugseite erst ermöglicht.

9. Genaue Bewegungsschätzung auf Basis von Lidar-Messungen durch ein
fahrzeugangepasstes Dynamikmodell.

10. Robuste Bewegungsschätzung durch Verwendung eines nichtparametri-
schen Objektdatenmodells.
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A Anhang

A.1 Anhang zu Kapitel 3

A.1.1 Beweis von Theorem 3.1

Dieser Abschnitt beweist die in Theorem 3.1 gegebene Formel (3.13) für den
asymptotischen Bias des LS-Schätzers. Zunächst wird der Schätzer in den wah-
ren Parametervektor θ und den Schätzer des Schätzfehlers ∆θ̂LS aufgetrennt:

θ̂LS =
(
x+∆x 1n

)+ · (y + ∆y)

=
(
x+∆x 1n

)+ · (θ1 x+ θ2 1n + (θ1 ∆x− θ1 ∆x) + ∆y)

=
(
x+∆x 1n

)+ ·
( (
x+∆x 1n

)
θ + ∆y − θ1 ∆x

)

= θ +
(
x+∆x 1n

)+ · (∆y − θ1 ∆x)

= θ +∆θ̂LS . (A.1)

Dabei ist θ=(θ1, θ2)T, und A+ bezeichnet die Pseudoinverse der Matrix A.

Die Messungen werden k-mal für das gleiche Strahlbündel durchgeführt, d. h.
ϕki =ϕi, ∀ k. Im Folgenden werden die Abkürzungen c=(cosϕ1, . . . , cosϕn)T,
s=(sinϕ1, . . . , sinϕn)T und ∆ri=(∆ri,1, . . . ,∆ri,n)T verwendet. Das ele-
mentweise Produkt (Hadamard-Produkt) zweier Matrizen oder Vektoren wird
durch den Operator ◦ dargestellt.

Da die Residuen ∆ri,j stochastisch unabhängig sind ergibt sich mit Kolmogorows
starkem Gesetz großer Zahlen

lim
k→∞

k∑

i=1

(c◦∆ri)T(s◦∆ri)
k

= cT
n∑

j=1

(
lim
k→∞

k∑

i=1

(∆ri,j)2

k

)
s = σ2

rc
Ts f. s.,

lim
k→∞

k∑

i=1

xT(c◦∆ri)
k

= lim
k→∞

k∑

i=1

xT(s◦∆ri)
k

= 0 f. s., (A.2)

lim
k→∞

k∑

i=1

(c◦∆ri)T 1n
k

= lim
k→∞

k∑

i=1

(s◦∆ri)T 1n
k

= 0 f. s.
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Dabei steht f. s. für fast sichere Konvergenz, d. h. Konvergenz mit Wahrscheinlich-
keit Eins [Mül70]. Der Schätzer ∆θ̂LS kann ausgeschrieben werden als

∆θ̂LS(k) =




1
k



x− s ◦∆r1 1n

...
...

x− s ◦∆rk 1n




T

x− s ◦∆r1 1n

...
...

x− s ◦∆rk 1n







−1

× 1
k



x− s ◦∆r1 1n

...
...

x− s ◦∆rk 1n




T

c ◦∆r1 + θ1s ◦∆r1

...
c ◦∆rk + θ1s ◦∆rk


 . (A.3)

Der Grenzwert dieser Folge wird mit Gl. (A.2) und durch Vertauschen der Reihen-
folge des Grenzwertübergangs mit den Operationen Summation, Produktbildung
sowie Matrixinversion bestimmt. Vertauschen ist möglich, da die Wahrscheinlich-
keitsdichte der Zufallsgröße r stetig ist, die Summation und die Produktbildung
stetige Abbildungen sind und die Matrixinversion mit Wahrscheinlichkeit Eins ei-
ne stetige Abbildung ist. Letzteres gilt, da die Menge der singulären Matrizen der
ersten Baire-Kategorie [Sch64] angehört.1

Für den Grenzübergang k →∞ ergibt sich der asymptotische Schätzfehler zu

lim
k→∞

∆θ̂LS(k)

= lim
k→∞


1
k




k∑
i=1

‖x‖22−2xT(s◦∆ri)+‖s◦∆ri‖22
k∑
i=1

xT1n−(s◦∆ri)T1n
∑k
i=1 x

T1n−(s◦∆ri)T1n k n





−1

× 1
k




k∑
i=1

xT(c◦∆ri)+θ1x
T(s◦∆ri)−(s◦∆ri)T(c◦∆ri)−θ1 ‖s◦∆ri‖22

k∑
i=1

(c◦∆ri)T1n + θ1(s◦∆ri)T1n




=

(
n −xT1n

−xT1n xTx+ sTs σ2
r

)(−(cTs+ θ1s
Ts)σ2

r

0

)

n (xTx+ sTs σ2
r)− (xT 1n)2

f. s.

= −σ2
r (cTs+ θ1s

Ts)




n

n (xTx+ sTs σ2
r)− (xT1n)2

−xT1n
n (xTx+ sTs σ2

r)− (xT1n)2


 f. s.

1Die Menge der singulären Matrizen als Teilmenge des Rn×n heißt von erster Baire-Kategorie
oder mager, da es in jeder ε-Umgebung einer singulären Matrix, ε>0, eine reguläre Matrix gibt.
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= −σ2
r

cTs+ θ1s
Ts

xTx− 1
nx

T1n1T
nx+ σ2

rs
Ts

(
1
−x
)

f. s.

= σ2
r

cTs+ θ1 s
Ts

xTZn x+ σ2
r s

Ts

(−1
x

)
f. s. (A.4)

mit Zn=In− 1
n 1n×n.

A.1.2 Beweis von Theorem 3.2

Aus der Symmetrie und der Tatsache, dass die xi und yi unabhängig identisch
normalverteilt um ihre wahren Werte µxi und µyi sind, folgt, dass die zwei
Realisierungen (x, y) und (−x, y) mit den Abkürzungen x=(x1, . . . , xn)T und
y=(y1, . . . , yn)T gleichwahrscheinlich sind. Ist θ̂1 die Schätzung der ersten Reali-
sierung, so ist−θ̂1 die Schätzung der zweiten. Werden alle Realisierungen und ihre
gleichwahrscheinlichen Gegenstücke bzw. alle Schätzungen und ihre gleichwahr-
scheinlichen Entsprechungen mit negativem Vorzeichen berücksichtigt, ergibt sich

E
{
θ̂LS,1

}
= 0 . (A.5)

Für den Fall, dass nur die zwei Punkte (x1, y1) und (x2, y2) mit

x1 = −(r +∆r1) sinϕ , y1 = (r +∆r1) cosϕ , (A.6a)
x2 = (r +∆r2) sinϕ , y2 = (r +∆r2) cosϕ (A.6b)

gegeben sind, wird gezeigt, dass der Schätzer θ̂LS,2 biasbehaftet ist (vgl. Bild 3.2).
Die Schätzung θ̂2 ist mit θ2 =r cosϕ gegeben durch

θ̂2 =
x2 y1 − x1 y2

x2 − x1
=

(r2 + r (∆r1 +∆r2) +∆r1 ∆r2) cosϕ

r +
∆r1 +∆r2

2

= r cosϕ+

∆r1 +∆r2

2
r +∆r1 ∆r2

r +
∆r1 +∆r2

2

cosϕ

= θ2 +
∆r1+∆r2

2
cosϕ−

(∆r1+∆r2

2
)2−∆r1 ∆r2

r +
∆r1 +∆r2

2

cosϕ 6= θ2 . (A.7)
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Es werden die folgenden Annahmen gemacht:

• Der Abstand r ist viel größer als die Abweichungen ∆r1 und ∆r2, d. h.
rÀ∆r1+∆r2,

• Die Verteilung der Fehler ist mittelwertfrei, E{∆ri}=0.

• Die Fehler sind unkorreliert, E{∆r1∆r2}=0, und haben gleiche Varianz
E
{

(∆ri)2
}

=σ2
r.

Bei der Berechnung des Erwartungswertes von θ̂2 in Gl. (A.7) verschwindet der
zweite Term wegen der zweiten Annahme, der Zähler des dritten Terms vereinfacht
sich zu σ2

r/2 infolge der dritten Annahme und der Nenner des dritten Terms wird
aufgrund der ersten Annahme gleich r. Somit ergibt sich mit θ2 =r cosϕ

E
{
θ̂LS,2 − θ2

}
= −σ

2
r

2 r
cosϕ = −1

2

(
σr
r

)2

θ2 , (A.8)

wobei σr/r der Variationskoeffizient ist. Da der Bias negativ ist, wird die Gerade
im Mittel näher geschätzt, als sie ist.
Diese Betrachtung kann verallgemeinert werden auf mehr als zwei Punkte, was zu
den Schlussfolgerungen in Theorem 3.2 führt.

A.1.3 Beweis von Theorem 3.3

Die Transformation der Daten und Parameter von Koordinatensystem A nach B ist
gegeben durch

yA = θA
1 x

A + θA
2 , (A.9a)

rB
i = rA

i ≡ ri , (A.9b)

ϕB
i = ϕA

i − α ≡ ϕi − α , (A.9c)

θB
1 = tan(arctan θA

1 − α) , (A.9d)

θB
2 = θA

2

(
cosα− tan(arctan θA

1 − α) sinα
)
. (A.9e)

Da rB
i =rA

i und l(r; θ1, θ2)= l(res) (Log-Likelihood-Funktion (3.10b)) gelten, ge-
nügt es zu zeigen, dass die Residuen resi invariant gegenüber Rotation des Koor-
dinatensystems sind. Mit den Abkürzungen ci=cosϕA

i und si=sinϕA
i und den
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trigonometrischen Identitäten [Bro97]

tan(α± β) =
tanα± tanβ

1∓ tanα tanβ
, (A.10a)

sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ , (A.10b)
cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ (A.10c)

ergibt sich die Aussage des Theorems:

resB
i =

θB
2

sinϕB
i − θB

1 cosϕB
i

− ri

=
θA

2

(
cosα− tan(arctan θA

1 − α) sinα
)

sin(ϕA
i − α)− tan(arctan θA

1 − α) cos(ϕA
i − α)

− ri

=
θA

2 (cosα− θA
1−tanα

1+θA
1 tanα

sinα)

si cosα− ci sinα− θA
1−tanα

1+θA
1 tanα

(ci cosα+ si sinα)
− ri

=
θA

2

(
cosα+ tanα sinα+ θA

1 (cosα tanα− sinα)
)

si cosα+ si
sin2 α

cosα
+ θA

1

(
si sinα− ci sin2 α

cosα
− ci cosα− si sinα

) − ri

=
θA

2

sinϕA
i − θA

1 cosϕA
i

− ri = resA
i . (A.11)

A.2 Anhang zu Kapitel 4

A.2.1 Formeln zu Tabelle 4.1

Die Formeln, die Tabelle 4.1 zugrunde liegen, werden vom zeitlichen Verlauf des
Scanwinkels ϕ(t) und der Bewegung der Strecke abgeleitet, die durch y(t) gege-
ben ist (mit ϕ̇=∆ϕ/∆t):

ϕ(t) = ϕtF + ϕ̇ · (t− tF ) , (A.12a)
y(t) = dtF + vrel · (t− tF ) . (A.12b)

Der zeitkontinuierliche Scan der Strecke, der in Bild 4.4 dargestellt ist, beginnt
zum Zeitpunkt tB , wenn der Scanstrahl zum ersten Mal die rechte Ecke des Fahr-
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zeuges im Punkt
(
b/2, y(tB)

)
trifft:

ϕ(tB) = − arctan
(

b/2
y(tB)

)
. (A.13a)

Der Scan des Fahrzeuges endet zum Zeitpunkt tE , wenn der Scanstrahl die linke
Ecke im Punkt

(− b/2, y(tE)
)

trifft:

ϕ(tE) = − arctan
(−b/2
y(tE)

)
= arctan

(
b/2
y(tE)

)
. (A.13b)

Die LS-Schätzung des Abstandes d, des Steuerkurswinkels ψ und der Breite b
werden für die n Messungen (xi, yi)T berechnet, die zwischen den Zeitpunkten
tB and tE aufgenommen werden (( · )+ bezeichnet die Matrix-Pseudoinverse):

(
d̃

tan ψ̃

)
=




1 x1

...
...

1 xn




+

·



y1

...
yn


 , (A.14a)

b̃ =
∥∥∥∥
(
xn
yn

)
−
(
x1

y1

)∥∥∥∥
2

. (A.14b)

Die Schätzfehler werden als Differenz von LS-Schätzung und Nominalwert an-
gegeben, z. B. ∆d̃= d̃−dtF . Gl. (A.14) kann für kleine Relativgeschwindigkeiten
linearisiert werden, womit sich einfache Formeln für die Fehler ergeben:

∆d̃ ≈ −vrel

(
tF − tB + tE

2

)
, (A.15a)

∆ψ̃ ≈ − arctan
(
vrel (tE − tB)

b

)
, (A.15b)

∆b̃ ≈
(

1

cos ∆ψ̃
− 1
)

· b . (A.15c)

A.2.2 Formeln zu Tabelle 4.2

Die Formeln stimmen mit Ausnahme der Position der Fahrzeugecken mit den For-
meln aus Abschnitt A.2.1 überein. Die Ecken sind um die Spurbreite w=3,2 m
versetzt und befinden sich bei

(−w+b/2, y(t)
)

und
(−w−b/2, y(t)

)
. Damit er-

gibt sich für die Zeitpunkte tB und tE

ϕ(tS) = arctan
(
w − b/2
y(tB)

)
, ϕ(tE) = arctan

(
w + b/2
y(tE)

)
. (A.16)
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Der Steuerkurswinkel ψ und die Breite b werden mit den Gleichungen (A.14a)
bzw. (A.14b) berechnet. Bei der Berechnung des Abstandes d muss der Versatz
berücksichtigt werden:

d̃correct = d̃− w · tan ψ̃ . (A.17)

A.2.3 Streckenmodell von Fahrzeugheck und -front

Aufgrund der in Abschnitt 4.3.1 getroffenen Annahmen verlaufen das Fahr-
zeugheck und die -front senkrecht zum momentanen Geschwindigkeitsvektor (vgl.
Bild 4.2). Somit gilt

m = tanψ . (A.18)

Jeder Punkt der Linie muss Gl. (4.5) zu jedem Zeitpunkt t∈ [tB , tE ] erfüllen. Die
Mitte des Hecks bzw. der Front bietet sich jedoch als Bezugspunkt für die Model-
lierung der Strecke an:

yc(t) = mxc(t) + c(t) ; t ∈ [tB , tE ] . (A.19)

Wird m mit Gl. (A.18) ersetzt und Gl. (4.3) mit der Transformation (4.4) verwen-
det, ergibt sich

c(t) = yc.tF + (v cosψ − vs) (t− tF )− tanψ
(
xc.tF − v sinψ (t− tF )

)

= − tanψ xc.tF + yc.tF +
(
v (cosψ + tanψ sinψ)︸ ︷︷ ︸

=1/ cosψ

−vs
)

(t− tF ) . (A.20)

Einsetzen der Gl. (A.20) in Gl. (4.5) liefert das zeitvariante Streckenmodell

y = tanψ (x− xc.tF ) + yc.tF +
( v

cosψ
− vs

)
(t− tF ) . (A.21a)

Sofern beide Ecken sichtbar sind, kann mit Gl. (4.8b) die Fahrzeugbreite b be-
stimmt werden. Wenn jedoch nur eine Ecke sichtbar und zusätzlich die Position
der Mitte bekannt ist, ist die Breite b durch den doppelten Abstand zwischen Mitte
und sichtbarer Ecke (t∗∈{tB , tE}) gegeben:

b = 2
∥∥∥∥
(
xc.tF
yc.tF

)
−
(

x(t∗)− v sinψ (tF − t∗)
y(t∗) + (v cosψ − vs) (tF − t∗)

)∥∥∥∥
2

. (A.21b)
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A.2.4 Streckenmodell der Fahrzeugseite

Das Modell der Fahrzeugseite wird analog zum Modell (4.5) des Fahrzeughecks
abgeleitet. Mit den Bezeichnungen aus Bild 4.5 ergibt sich für die Strecke

yd(t) = m∗ xd(t) + c∗(t) mit m∗=tanψ∗ . (A.22)

Aus den in Abschnitt 4.3.1 gegebenen Gründen wird die Bewegung als lineare
Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit v und konstantem Steuerkurswinkel
ψ∗ modelliert, womit

xd(t) = xd.tB + v cosψ∗ (t− tB) , (A.23a)
yd(t) = yd.tB + (v sinψ∗ − vs) (t− tB) (A.23b)

folgt. Die Startwerte können mit Hilfe von Gl. (4.4) von der Bezugszeit tB auf die
Bezugszeit tF transformiert werden. Die Kombination der Gleichungen (A.22)
und (A.23) liefert

c∗(t) = yd.tF + (v sinψ∗ − vs) (t− tF )− tanψ∗
(
xd.tF + v cosψ∗ (t− tF )

)

= − tanψ∗ xd.tF + yd.tF − vs (t− tF ) . (A.24)

Einsetzen von Gl. (A.24) in Gl. (A.22) ergibt das zeitvariante Streckenmodell

y = tanψ∗ (x− xd.tF ) + yd.tF − vs (t− tF ) . (A.25)

Wenn beide Ecken sichtbar sind, kann mit Gl. (4.12b) die Fahrzeuglänge l be-
stimmt werden.

A.3 Anhang zu Kapitel 5

A.3.1 Formulierung der Klothoide mit Fresnel-Integralen

Die Integrale (5.16b) und (5.16c) lassen sich mit den Fresnel-Integralen C( · ) und
S( · ) schreiben als

x∗(t) =
1
v

∫ t

τ=0

cos
(1

2
κ′ v2 τ2 + κ0 v τ

)
dτ (A.26a)

=
√

π

|κ′|

(
cos
( κ0

2

2 |κ′|
)(

C
( |κ′| v t+ sgn(κ′)κ0√

π |κ′|
)
− C

(
sgn(κ′)

κ0√
π |κ′|

))



A.3. ANHANG ZU KAPITEL 5 115

+ sin
( κ0

2

2 |κ′|
)(

S
( |κ′| v t+ sgn(κ′)κ0√

π |κ′|
)
− S

(
sgn(κ′)

κ0√
π |κ′|

)))
,

y∗(t) =
1
v

∫ t

τ=0

sin
(1

2
κ′ v2 τ2 + κ0 v τ

)
dτ (A.26b)

= sgn(κ′)
√

π

|κ′|

(
cos
( κ0

2

2|κ′|
)(

S
( |κ′|vt+ sgn(κ′)κ0√

π |κ′|
)
− S

(
sgn(κ′)

κ0√
π|κ′|

))

− sin
( κ0

2

2 |κ′|
)(

C
( |κ′| v t+ sgn(κ′)κ0√

π |κ′|
)
− C

(
sgn(κ′)

κ0√
π |κ′|

)))
.

A.3.2 Grenzübergang von Klothoide zu Kreis

Mit der asymptotischen Entwicklung der Fresnel-Integrale [Abr72]

C(u) ≈ 0,5 +
1
π u

sin
(π u2

2

)
, S(u) ≈ 0,5− 1

π u
cos
(π u2

2

)
(A.27)

für uÀ1 wird für die x-Koordinate gezeigt, dass die Klothoidenformel (5.16b)
für den rechtsseitigen Grenzwertübergang κ′→0+ (mit ψ0 =0 und x0 =0) in die
Kreisformel (5.14b) übergeht:

lim
κ′→0+

√
π

κ′

(
cos
( κ2

0

2κ′
)( √

π κ′

π (κ′ v t+ κ0)
sin
( (κ′ v t+ κ0)2

2κ′
)

−
√
π κ′

π κ0
sin
( κ2

0

2κ′
))

+ sin
( κ2

0

2κ′
)(−

√
π κ′

π (κ′ v t+ κ0)

× cos
( (κ′ v t+ κ0)2

2κ′
)

+
√
π κ′

π κ0
cos
( κ2

0

2κ′
)))

(A.28a)

= lim
κ′→0+

− 1
κ′ v t+ κ0

sin
(− (κ′ v t)2 + 2κ′ v t κ0

2κ′
)

(A.28b)

=
1
κ0

sin(κ0 v t) . (A.28c)

Analog kann für die y-Koordinate gezeigt werden, dass aus Gl. (5.16c) für κ′→0+
Gl. (5.14c) folgt. Somit ergibt sich insgesamt, dass die Klothoide für verschwin-
dende Krümmungsänderung κ′ bzw. konstante Krümmung κ in einen Kreis über-
geht.
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