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Transponierte von C
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Ty,  Zufallsvariable zum Zeitschritt n eines Préadiktionshorizonts,

wobei &), = x1 o den Ausgangszustand darstellt

xy1.3 Folge von Zufallsvariablen {@y 1, k2, Tr 3}

E {-} Erwartungswertoperator

~ Verteilungsoperator
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d(z) Diracdistribution
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erf(z) Gaufl’sche Fehlerfunktion
spur(C) Summe der Hauptdiagonalenelemente der Matrix C
diag(c) Diagonalmatrix mit Hauptdiagonalenelementen ¢




Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Verfahren zur Regelung nichtlinearer Systeme unter umfas-
sender Beriicksichtigung stochastischer Unsicherheiten vorgestellt, wobei insbesondere
Systeme mit kontinuierlichwertigen Zustdnden und diskreten Stellgrofien betrachtet
werden. Zur Stellwertbestimmung werden Techniken der modell-pradiktiven Rege-
lung (MPC) verwendet. Bei der MPC wird das Systemverhalten stellgroffenabhéngig
innerhalb eines endlichen Horizontes pradiziert und mittels einer Giitefunktion be-
wertet. Auf Basis dieses Giitemafles wird der optimale Stellwert ausgewihlt, welcher
dann zur eigentlichen Regelung verwendet wird.

Im Falle nichtlinearer Systeme sowie nichtquadratischer Giitefunktionen hat sowohl
das Systemrauschen als auch die Zugénglichkeit der Zustandsgrofien einen erheb-
lichen Einfluss auf die Wahl der optimalen Stellwerte. Das in dieser Arbeit vor-
gestellte Framework zur stochastischen nichtlinearen modell-priadiktiven Regelung
(SNMPC) beriicksichtigt daher sowohl explizit den Einfluss des Systemrauschens als
auch die Zugénglichkeit der Zustandsgrofien, wobei beziiglich der Zustandszugénglich-
keit drei relevante Félle unterschieden werden kénnen. Bei der Open-Loop-Feedback-
SNMPC (OLF-SNMPC) wird der Zustand innerhalb des betrachteten Pradiktions-
horizonts als nicht zugénglich modelliert, d. h. die Bestimmung der Stellwerte er-
folgt unter der Annahmen, dass keine Zustandsriickfithrung vorliegt. Bei der Closed-
Loop-Feedback-SNMPC mit direkt zugénglichen Zusténden (perfect state informa-
tion, CLF-P-SNMPC) wird innerhalb des betrachteten Horizonts von einer direk-
ten Zustandsriickfiihrung ausgegangen. Im dritten Fall, dem Closed-Loop-Feedback-
SNMPC mit nicht direkt zugénglichen Zusténden (imperfect state information, CLF-
[-SNMPC) wird bei der Stellwertbestimmung davon ausgegangen, dass innerhalb
des betrachteten Horizonts lediglich eine stochastische Schéatzung des Zustands unter
Beriicksichtigung des Messsystems und der verschiedenen Rauscheinfliisse vorliegt.

Da die sich ergebenden nichtkonvexen stochastischen Optimierungsprobleme, welche
unter anderem die nichtlineare stochastische Pradiktion, die nichtlineare stochasti-
sche Filterung, sowie die probabilistische Auswertung von Giitefunktionen umfas-
sen, im Allgemeinen nicht geschlossen 16sbar sind, werden in dieser Arbeit insbe-
sondere approximative Losungen vorgestellt. Diese basieren auf einer Kombination
der nichtlinearen stochastischen Zustandsschéitzung mittels Approximation der Sys-
temtransitionsdichte mit einer speziellen Modellierung der Giitemafle auf Basis ver-
schiedener Funktionsklassen, wie klassischen polynomiellen Giitefunktionen aber auch
GauBmischgiitefunktionen. Die Kombination dieser Techniken gestattet die effiziente

probabilistische Auswertung der Giitefunktionen in geschlossener Form.

Die OLF-SNMPC stellt den einfachsten betrachteten Fall dar, da hier die Stellwertbe-
rechnung direkt durch Auswahl der optimalen Stellwerte auf Basis stellwertabhéngig-
pradizierter Giitemafle erfolgen kann. Dies kann mit den hier eingesetzten Verfahren

Xl



Zusammenfassung

zur Prédiktion und probabilistischen Auswertung der Giitefunktionen in geschlos-
sener Form erfolgen. Ferner wird die Erweiterung um ein effizientes Verfahren zur

Baumsuche beschrieben, was zu einer zusétzlichen Effizienzsteigerung fiihrt.

Beim zweiten betrachteten Fall, der CLF-P-SNMPC, kann die Berechnung der Stell-
werte mittels dynamischer Programmierung erfolgen. Hierzu werden Verfahren vorge-
stellt, welche wiederum auf Approximation der Systemtransitionsdichte basieren und
welche durch Approximation sowie Interpolation der kumulativen Giitefunktionen der
dynamischen Programmierung eine besonders effiziente Stellwertberechnung gestat-
ten. Bei zeitinvarianten System- und Giitefunktionen kann durch eine Vorberechnung

der kumulativen Giitefunktion die Effizienz noch deutlich gesteigert werden.

Zur Stellwertberechnung bei der CLF-I-SNMPC wird ein Verfahren vorgestellt, wel-
ches das rekursive Vorgehen bei der Bayes’schen Zustandsschétzung nachempfindet.
Hierzu ist es nétig, so genannte virtuelle Messungen einzufiihren, welche die zu erwar-
tenden Messwerte représentieren. Hierzu werden zunéchst Wahrscheinlichkeitsdich-
ten der zu erwartenden Messwerte bestimmt, auf Basis derer dann giitemaf3basiert
moglichst repriasentative virtuelle Messungen generiert werden. Zur Erhéhung der
Effizienz wird aulerdem ein Verfahren, welches eine probabilistische Erweiterung des
Branch-and-Bound Algorithmus darstellt, zur effizienten Auswertung des Suchbaumes
beschrieben.

Die in dieser Arbeit vorgestellten SNMPC-Verfahren werden anhand der stochasti-
schen Lageregelung sowie der stochastischen modellbasierten Bahnplanung fiir Laufro-
boter evaluiert, wobei die hierzu eingesetzten miniaturisierten Laufroboter mit sechs

unabhéngigen Freiheitsgraden ebenfalls im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurden.
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KAPITEL 1

Einleitung

Fiir viele technische Systeme, sei es im Bereich Robotik oder aber auch der chemischen Prozess-
industrie, ist eine qualitativ hochwertige, vorausschauende Regelung von grofler Bedeutung. Mit
Methoden der modell-priidiktiven Regelung (MPC)! kann diesem Anspruch Rechnung getra-
gen werden, da bei der MPC im Gegensatz zu klassischen Regelungsverfahren nicht nur der
gegenwartige Systemzustand, sondern auch dessen préadiziertes stellwertabhéngiges Verhalten
innerhalb eines Prédiktionshorizonts betrachtet wird. Das gewiinschte Systemverhalten kann
bei der modell-pridiktiven Regelung mittels einer Giitefunktion? beschrieben werden, welche
Systemzustinde sowie Stellgroflen bewertet. Das prédizierte Systemverhalten wird basierend
auf einem Modell des Systems, also der Regelstrecke, abhingig von den Stellwerten am Sys-
temeingang bestimmt. Auf Grundlage dieses pradizierten Verhaltens werden dann geméfl der
Giitefunktion fiir den betrachteten Pradiktionshorizont die optimalen Stellwerte berechnet, d. h.
ein entsprechendes Optimierungsproblem gelost.

Die Qualitét der erzielbaren Regelung héngt bei der modell-pradiktiven Regelung entscheidend
von der Qualitdt des verwendeten Systemmodells und der Giitefunktion ab. Bei der klassi-
schen linearen modell-priadiktiven Regelung werden lineare bzw. linearisierte Systemmodelle
mit quadratischen Giitefunktionen verwendet. Dies fiihrt zu konvexen Optimierungsproblemen,
die, falls keine Beschrankung des Zustands- und Eingangsraums vorliegt, geschlossen gelost
werden kénnen und die im Falle von linearen Beschrinkungen auch ausschliellich iiber ein glo-
bales Optimum verfiigen. Bei der linearen modell-pradiktiven Regelung handelt es sich um ein
recht etabliertes und in weiten Teilen gut verstandenes Regelungskonzept, das vor allem in der
petrochemischen Industrie breite Anwendung findet [QB97].

Da die meisten technischen Systeme, wie z. B. die Kinematik mobiler Roboter, nur unzurei-
chend mit linearen Modellen beschrieben werden konnen, fiithrt die lineare Modellierung zu ei-
ner suboptimalen Regelung. Eine Verbesserung der Regelungsqualitéit kann durch Verwendung
nichtlinearer Systemmodelle erreicht werden, da somit die sonst notwendigen Linearisierungen
entfallen. Bei vielen praktischen Problemen ist nicht nur die Beschreibung durch lineare System-
modelle, sondern auch die Verwendung quadratischer Giitefunktionen unzureichend. Ist z. B.

1 engl.: model predictive control (MPC)
2 engl.: reward function




Kapitel 1. Einleitung

bei einem System die Abweichung vom Sollzustand in eine Richtung ungiinstiger als in eine an-
dere oder sollen bei der Roboterbahnplanung geeignete und weniger geeignete Wege mittels der
Giitefunktion modelliert werden, kann dies nicht mit hinreichender Qualitét durch eine einfache
quadratische Giitefunktion dargestellt werden. Durch Verwendung nichtquadratischer Giite-
funktionen kann hier die Modellierungsfreiheit und somit die Regelungsqualitét deutlich ver-
bessert werden. Verfahren, bei denen nichtlineare Systemmodelle sowie unter Umsténden auch
nichtquadratische Giitefunktionen Anwendung finden, werden als nichtlineare modell-pradik-
tiven Regelung (NMPC)? bezeichnet. Die Verwendung nichtlinearer Systemmodelle und/oder
nichtquadratischer Giitefunktionen fiithrt in der Regel zu einer erheblichen Vergroflerung des
benotigten Berechnungsaufwands, da die sich ergebenden Optimierungsprobleme in der Regel

nicht geschlossen 16sbar sind und oft auch nicht iiber eine konvexe Struktur verfiigen.

Auch die Verwendung nichtlinearer Modelle erlaubt nicht die vollstindige Modellierung aller re-
levanten auftretenden Phidnomene. Dies ist entweder darin begriindet, dass deren Modellierung
zu komplex wére oder aber ihr Verhalten oft gar nicht oder zumindest nicht im Voraus bekannt
ist. Z. B. kann bei einem mobilen Roboter oft zwar ein recht gutes nichtlineares kinematisches
Modell gefunden werden, Effekte wie Schlupf kénnen aber in der Regel nicht vollsténdig mo-
delliert werden. Zum einen wére deren Modellierung sehr komplex, oft deutlich komplexer als
das eigentliche kinematische Modell, zum anderen kénnen Effekte wie unterschiedliche Boden-
beschaffenheit im Voraus oft gar nicht bestimmt werden. Solche nicht direkt modellierbaren Ef-
fekte konnen durch Systemunsicherheiten, also Rauschterme, effektive Beriicksichtigung finden.
Hierbei ist zu beachten, dass insbesondere bei nichtlinearen Systemfunktionen oder nichtqua-
dratischen Giitefunktionen das Systemrauschen einen nicht zu vernachléssigenden Einfluss auf
die Regelung hat, das optimale Regelgesetz unter Beriicksichtigung des Rauschens sich also von
dem ohne Beriicksichtigung des Rauschens unterscheidet. Werden nicht nur Nichtlinearititen
sondern auch stochastische Unsicherheiten bei der modell-préadiktiven Regelung beriicksichtigt,
wird diese als stochastische nichtlineare modell-pridiktiven Regelung (SNMPC)? bezeichnet.

Neben dem Systemrauschen, welches zu einem nicht deterministischen Verlauf des Systemzu-
stands fiithrt, ist bei vielen technischen Systemen der zu regelnde Systemzustand nicht direkt
zugénglich und kann nur basierend auf verrauschten Messungen geschéitzt werden. Die dann
notwendige Zustandsschitzung kann mittels eines stochastischen Schétzers unter Beriicksichti-
gung stochastischer Mess- und Systemunsicherheiten sowie eines Mess- und eines Systemmodells
erfolgen. Bei klassischer Vorgehensweise werden diese stochastischen Informationen bei der ei-
gentlichen Regelung dann aber typischerweise nicht beriicksichtigt, sondern es wird lediglich
der Erwartungswert des geschitzten Zustands als gegenwirtiger Systemzustand angenommen.
Dariiber hinaus wird normalerweise auch innerhalb des Pradiktionshorizontes die eingeschrank-
te Zuginglichkeit des Zustands nicht mitberiicksichtigt. Es wird entweder davon ausgegangen,
dass der Zustand direkt oder aber gar nicht zugénglich ist. Da die Zugénglichkeit des System-
zustands aber einen unter Umsténden erheblichen Einfluss auf die Qualitit der Regelung hat,

muss fiir eine optimale Bestimmung der Stellgrofle neben dem stochastischen Systemverhalten

3 engl.: nonlinear model predictive control (NMPC)
4 engl.: stochastical nonlinear model predictive control (SNMPC)




auch die stochastische Zustandsschétzung und somit neben dem stochastischen Systemmodell
auch das stochastische Messmodell Beriicksichtigung finden.

Aufbau der Arbeit

In dieser Arbeit werden Verfahren zur stochastischen nichtlinearen modell-pradiktiven Rege-
lung fiir Systeme mit kontinuierlichen Zustdnden und diskreten Stellgroflen beschrieben. Da
die sich ergebenden nichtlinearen stochastischen Optimierungsprobleme, welche unter anderem
die nichtlineare stochastische Préadiktion, die nichtlineare stochastische Filterung, die nichtkon-
vexe Optimierung und die stochastische Auswertung von Giitefunktionen umfassen, im Allge-
meinen nicht geschlossen losbar sind, liegt der Schwerpunkt dieser Arbeit in der Betrachtung

approximativer Losungen.

Im Kapitel 2 wird zunéchst eine formale Problemformulierung gegeben, wobei hier zunéchst
die betrachtete Klasse von Systemen und Messsystemen (Abschnitt 2.1) sowie Giitefunktionen
(Abschnitt 2.2) beschrieben wird. Darauf folgt eine kurze Beschreibung der Vorgehensweise der
modell-pradiktiven Regelung (Abschnitt 2.3) sowie eine Abgrenzung der MPC ohne Beriick-
sichtigung von Unsicherheiten (Abschnitt 2.4) und den unterschiedlichen betrachteten Klassen
von SNMPC-Problemen (Abschnitt 2.5). Relevante verwandte Arbeiten werden in Kapitel 3
vorgestellt.

In den darauf folgenden drei Kapiteln 4-6 werden dann, als Kern dieser Arbeit, verschiedene
Verfahren zur stochastischen nichtlinearen modell-préadiktiven Regelung vorgestellt.

In Kapitel 4 werden Verfahren zur Open-Loop-Feedback-SNMPC vorgestellt. Dazu werden
zunéchst grundlegende Techniken zur approximativen stochastischen Pridiktion (Abschnitt 4.1)
und zur Giitefunktionsmodellierung (Abschnitt 4.2) beschrieben, welche zusammen eine effizien-
te probabilistische Auswertung der Giitefunktionen erméglichen. Im Abschnitt 4.3 werden dann
Verfahren zur effizienten rekursiven Auswertung des sich ergebenden Suchbaums vorgestellt.

In Kapitel 5 wird die Closed-Loop-Feedback-SNMPC mit direkt zugénglichen Zustdnden be-
trachtet. Nach einer Einfithrung in das Vorgehen zur Berechnung der Stellgroflen mittels dy-
namischer Programmierung (Abschnitt 5.1) werden zwei Verfahren basierend auf der Tran-
sitionsdichtenapproximation mit Gaufimischdichten (Abschnitt 5.2) sowie hybrider Dichten
(Abschnitt 5.3) vorgestellt.

Als dritte Klasse von SNMPC-Problemen wird in Kapitel 6 die Closed-Loop-Feedback-SNMPC
mit nicht direkt zugénglichen Zustédnden betrachtet. Da das hier vorgestellte Verfahren zur
Stellwertberechnung auf der Bayes’schen Zustandsschitzung basiert, wird diese zunéichst in Ab-
schnitt 6.1 kurz eingefiihrt. In Abschnitt 6.2 wird dann ein Verfahren zur Stellwertberechnung
unter Verwendung so genannter virtueller Messungen beschrieben. Ausgehend von diesem Ver-
fahren werden dann in (Abschnitt 6.3) Modifikationen zur Erhohung der Berechnungseffizienz
vorgestellt.

Die in dieser Arbeit beschriebenen Verfahren werden in den Kapiteln durchgehend anhand von
Beispielen illustriert. Als Referenzanwendungen dienen hierbei die stochastische Lageregelung
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sowie die stochastische modellbasierte Bahnplanung fiir miniaturisierte Laufroboter. Anhand
dieser Referenzanwendungen folgen dann in Kapitel 7 Simulationen und Experimente.

Die Arbeit schliefit in Kapitel 8 mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.




KAPITEL 2

Betrachtetes Problem

In dieser Arbeit werden Methoden zur stochastischen modell-pradiktiven Regelung nichtlinearer
Systeme vorgestellt. Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt dabei auf Methoden zur effizienten
Berechnung moglichst optimaler Stellwerte unter umfassender Beriicksichtigung von System-
und Messunsicherheiten. Hierzu werden insbesondere speziell angepasste Verfahren aus den

Bereichen stochastische Zustandspradiktion und stochastische Filterung zugrunde gelegt.

Eingesetzt konnen diese Verfahren iiberall dort werden, wo technische Systeme mit einem nicht-
linearen Systemverhalten bzw. einer nichtquadratischen Giitefunktion unter starkem Rauschein-
fluss hochgenau geregelt werden sollen. Zu den moglichen Anwendungsbereichen zahlt unter
anderem die chemische Prozessindustrie, wo chemische Reaktoren z. B. zur Polymerherstel-
lung oder zum Raffinieren von Metallen hochgenau unter Unsicherheitseinfluss geregelt werden
miissen [NGT107, FS07]. Aufierdem finden sich Anwendungen in der Luft-und Raumfahrt, wo
z. B. die Position von Flugzeugen oder Flugkoérpern unter Beriicksichtigung von starkem Wind-
einfluss geregelt werden muss [Bla06, MVL07]. In der Fahrzeugtechnik kann eine Anwendung
z. B. in der verbrauchsoptimierten Antriebsstrangregelung von Hybridfahrzeugen bei unbekann-
ten zukiinftigen Fahrsituationen [BTKO04| liegen. Dariiber hinaus ist auch eine Anwendung in
besonders innovativen Bereichen, wie der Energiegewinnung bzw. dem Antrieb von Schiffen
mittels geregelter GroBdrachen [CFMO07, Lan08], moglich. In dieser Arbeit wird die Effektivitét
der vorgestellten Verfahren anhand der Regelung von Laufrobotern gezeigt.

Beispielszenario: Regelung miniaturisierter Laufroboter

Die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren zur SNMPC-Regelung werden anhand der Bewegungs-
regelung miniaturisierter Laufroboter (Abb. 2.1) illustriert und bewertet. Details zu diesen Robo-
tern, welche im Rahmen dieser Arbeit entstanden sind, finden sich in Anhang A. Insbesondere
werden in dieser Arbeit zwei konkrete Beispielszenarien zur A: stochastischen Lageregelung sowie
zur B: stochastischen Bahnplanung verwendet. [
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Abbildung 2.1: Miniaturisierter Laufroboter (Lénge: 125 mm, Breite: 48 mm, Hohe: 48 mm - 68 mm).

2.1 System- und Messmodell

Die hier betrachteten Systeme, d. h. Regelstrecken, werden als dynamische zeitdiskrete zeitvari-
ante nichtlineare Systeme mit kontinuierlichen Zusténden und diskreten Stellgréffien modelliert.
Systemmodelle dieser Klasse konnen mit einer Systemgleichung der Form

Tjopy = (T, Wi, Wy) (2.1)

beschrieben werden, wobei die durch Zufallsvariablen beschriebenen Systemzusténde x, Werte

aus dem kontinuierlichen d*-dimensionalen Zustandsraum
X =R"
und die StellgroBen u, Werte aus der endlichen Stellgrolenmenge
U={u ... 4

annehmen konnen. Die stochastischen Unsicherheiten des Systems werden durch einen Rausch-
term w,, das Systemrauschen, reprasentiert, wobei dieser im Folgenden als weifl angenommen
wird. Die Unsicherheitsbeschreibung von Zustédnden und Rauschtermen erfolgt probabilistisch,
d. h. die Zufallsvariablen z, und w, werden mittels Wahrscheinlichkeitsdichten! f(z;,) sowie
fi beschrieben (z;, ~ fi(z;) bzw. w, ~ f(w,)). Bei der hier verwendeten Systemdarstellung

1 engl.: probability density function (PDF)




2.1. System- und Messmodell

Roboter

Abbildung 2.2: Beispielszenario A: Roboter bewegt sich im Abstand @ mit Winkel ¢ zur Wand.

handelt es sich um einen Markov-Prozess erster Ordnung, d. h. &, ., ~ fry1(2;,,) und alle
weiteren zukiinftigen Zustdnde héngen lediglich vom aktuellen Zustand x, und der Stellgréfie

Uy, nicht aber von vergangenen Zusténden x,...,x,_; ab.

Beispielszenario A 2.1: Robotermodel zur Lageregelung

Im Beispielszenario A soll der Roboter mit konstanter Geschwindigkeit auf einer Trajektorie, z. B.
entlang einer Wand gefiihrt werden (Abb. 2.2). Der Roboter wird in einem Modus betrieben, in dem
Lenkbewegungen auf die Vorwartsbewegung superponiert werden kdnnen. Die Roboterbewegung
kann dhnlich der eines Fahrzeugs mit Differentialantrieb erfolgen, wobei der Systemzustand x, =
[y, q{)k]T den Abstand x; sowie die Ausrichtung ¢, des Roboters zur Wand umfasst. Dies fiihrt zu
der nichtlinearen zeitdiskreten Systemgleichung

T = Ty + s - sin(Py) + wi

. (2.2)
Qi1 = P +ur +wy,

T
wobei s die konstante Schrittweite des Roboters und w;, = [wi, wi] das Systemrauschen darstellt.

Die StellgroBe uy, ist hier eine Lenkbewedung, d. h. eine Richtungsanderung des Roboters. |

Beispielszenario B 2.1: Robotermodell zur Bahnplanung

Im Beispielszenario B soll der Roboter in einer Umgebung mit Hindernissen unter Beriicksichtigung
seines nichtlinearen stochastischen Systemmodells eine moglichst geeignete Bahn zu einer Zielregion
planen. Hierbei umfasst der die Lage beschreibende Zustand x;,, = [z, y;, qbk]T die Position sowie
die Orientierung in der Ebene. Als kinematisches Modell wird das Robotermodell (A.2) verwendet.

Der Systemzustand x,, ist typischerweise nicht direkt sondern nur indirekt {iber ein statisches
zeitvariantes nichtlineares Messsystem zugénglich. Dieses Messystem, welches den Zusammen-
hang zwischen den Zustands- und den Messgréfien beschreibt, kann iiber eine Messgleichung
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der Form
2 = hy.(zy, vy) (2.3)
beschrieben werden, wobei die Messungen z;, aus dem kontinuierlichen d*-dimensionalen Raum
Z=R"

stammen. Auch im Messsystem werden die stochastischen Unsicherheiten durch einen Rausch-
term v, ~ f¢, das Messrauschen, beschrieben, welches ebenso wie das Systemrauschen w, als

weil angenommen wird.

Beispielszenario B 2.2: Abstandsmessung zu Landmarken
Zur Schatzung der Position des Roboters auf der Ebene kann der Abstand zu Landmarken gemessen
werden, was zu der nichtlinearen Messgleichung

zi =/ (®k — T4)% + (Y, — U)? + Vs

fiihrt, wobei [Zy, gk]T die Position der Landmarke ist und das Messrauschen als additiv angenommen
wird. Erfolgt die Abstandsmessung nicht zu einer Landmarke, deren Position exakt bekannt ist,
sondern z. B. zu einem anderen Roboter, so ergibt sich die Messgleichung

2= (@n— 2)2 + (g, — )2 + v

-
wobei hier [:v,(f),y,(f)} die Positionsschatzung des zweiten Roboters ist. [ |

2.2 Giutefunktion

Eine Folge von pridizierten Systemzusténden x; , y und zugehoriger Stellwerte wy o.y_; kann
iiber einen N-schrittigen Optimierungshorizont anhand einer Giitefunktion

g@k,O:Na Hk,O:Nfl)

bewertet werden. Der Zeitindex k& von x, , représentiert hier den eigentlichen aktuellen Zeit-
schritt, der zweite Zeitindex n = 0... N den Zeitpunkt innerhalb des Optimierungshorizonts.

Hierbei gilt x; , = ;. Zeitbereiche werden mit einem Doppelpunkt bezeichnet, also x; ;5 =

{Ek,b Ly 9, ka}-

Diese Giitefunktion weist den Zustdnden und Stellwerten einen skalaren Wert zu. Diese Zuwei-
sung wird im Folgenden auch im stochastischen Sinne gefordert. Wenn es sich bei £ um eine
Zufallsvariable handelt, kann dies z. B. iiber eine Erwartungswertbildung geschehen, was zu
direkt analogen Ergebnissen mit der deterministischen Definition fithrt. Weiterhin kénnen aber
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auch Mafle auf Grundlage anderer Kenngréfien der Zufallsvariablen erfolgen. Soll z. B. die Un-
sicherheit eines Zustands in die Bewertung mit einflieen, so kann die Spur oder Determinante

der Kovarianzmatrix Anwendung finden.

Im Folgenden werden insbesondere iiber die Zeit kumulative Giitefunktionen der Form

N-1
IN(@pn) > (@ ) (2.4)

n=0

betrachtet, wobei die Schrittgiite g, (zy, ,,, 4y ,,) vom prédizierten Zustand z;,,, und von Stellwer-
ten w, ,, abhingt und gy (z,, ) ein Terminierungsterm abhéngig vom letzten Zustand des Ho-
rizonts darstellt. Auch bei Verwendung von iiber der Zeit kumulativer Giitefunktionen kénnen
bei Bedarf durch Augmentierung des Zustandsraums Schrittgiiten realisiert werden, welche sich

iiber mehrere Zeitschritte des urspriinglichen Zustands bzw. der Stellgrofle erstrecken.

Bei den Schrittgiiten kann es sich neben einfachen quadratischen Zusammenhéngen sehr wohl
auch um komplexere Funktionen handeln, die z. B. entstehen, wenn die Abweichung von einem
Sollzustand in eine Richtung ungiinstiger als in eine andere ist. Ebenfalls entstehen derartige
Giitefunktionen z. B. in der Roboterbahnplanung, wenn mittels der Giitefunktion unterschied-
lich geeignete Untergriinde modelliert werden oder aber die Giitefunktion verwendet wird, um

Hindernisse zu modellieren, iiber die nur unsichere Informationen vorliegen.

2.3 Modell-pradiktive Regelung

Ziel der modell-pradiktiven Regelung (MPC) ist es, eine moglichst geeignete Stellwertsequenz,
d. h. Eingangssequenz uj, fiir ein zu regelndes System zu finden. Der Ansatz bei der MPC
besteht darin, fiir das betrachtete System wiederholt eine optimale Stellwertsequenz uj o4
iiber einen N-schrittigen Horizont zu bestimmen. Der Anfang dieser sich ergebenden optimalen
Stellwertsequenz uy, ., welche die optimale Zustandstrajektorie zj, o v liefert, wird dann zur
Regelung des Systems verwendet.

In Abb. 2.3 ist exemplarisch der Ablauf einer modell-pradiktiven Regelung fiir ein eindimensio-
nales deterministisches System dargestellt. Zur Regelung des Systems kann entweder nur der
erste Wert der optimalen Stellwertsequenz uj , oder aber die ersten M Werte uj .., ; (mit
M < N) verwendet werden. Zum néchsten Zeitschritt bzw. nach M Zeitschritten wird dann
erneut ein optimales Steuerungsproblem iiber N Schritte gelost. Somit erfolgt eine Optimierung
iiber einen bewegten Horizont?. Wird nur der erste Wert verwendet, fiihrt dies zu den besten
Ergebnissen, da in jedem Schritt der aktuelle Zustand (der sich in der Realitét in der Regel vom
préadizierten unterscheidet) als Grundlage fiir die Regelung verwendet wird. Werden die ersten
M Werte verwendet, fithrt dies zu einer deutlichen Verringerung des Berechnungsaufwandes,
die Qualitédt der Regelung wird aber beeintréchtigt. Im Folgenden wird ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit der Fall betrachtet, bei dem zu jedem Zeitschritt eine neue Optimierung erfolgt.

2 engl.: moving horizon, rolling horizon oder auch receeding horizon
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43 realer Systemzustand

_1?_5 1 pradizierter optimaler
Systemzustand

Abbildung 2.3: Exemplarische Zustandstrajektorie bei deterministischer NMPC fiir einen Prédiktionshorizont
der Liange N = 5 bei Verwendung der M = 2 ersten Werte der optimalen Stellwertsequenz zur Regelung. Die
Trajektorie des wahren Systemverlaufs xy, der jeweils auch Ausgangspunkt der Pradiktion ist, wird mit durchgezo-
gener schwarzer Linie dargestellt, die jeweils optimalen pradizierten Trajektorien x, ,, mit gestrichelten roten Linien.
Unterhalb des Achsenkreuzes sind die Bereiche des bewegten Horizontes ebenfalls in rot dargestellt. Bei der sto-
chastischen NMPC wiirden sich keine festen pradizierten Werte xj, ,, sondern Zufallsvariablen @}, ,, mit zugehérigen

Wahrscheinlichkeitsdichten f,f*n(xzn) ergeben.

2.4 MPC ohne Beriicksichtigung stochastischer Unsicherheiten

In gegenwértig eingesetzten MPC-Verfahren werden typischerweise Unsicherheiten des Sys-
tems bei der Regelung nicht mitberiicksichtigt. Diese Klasse von MPC-Reglern wird auch als
Certainty-Equivalent-Controller (CEC) [Ber00] bezeichnet, da hier anstelle des stochastischen
Systemmodells das entsprechende deterministische? Modell verwendet wird. Typischerweise
handelt es sich hierbei um das stochastische Systemmodell, bei dem das Systemrauschen fest
auf dessen Erwartungswert gesetzt wird, wodurch es in ein deterministisches Systemmodell
iiberfithrt wird. Dieses Vorgehen fithrt zu dem deterministischen optimalen Steuerungsproblem

uj(z;) = argmax { V" (zy, up) }
U

wobei
N-1
Vo (2, ) = max gn(zp n) + Z 9 (Zp > U,
Uk 1:N—1 =0

die vom Zustand z; und der Stellgréfe u;,, abhingige maximale kumulierte CEC-Giite dartstellt
und ein deterministisches Systemmodell

Lpy1 = ay(zy,, uy,)

zugrunde gelegt wird.

3 engl.: certainty equivalent
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2.4. MPC ohne Beriicksichtigung stochastischer Unsicherheiten

E nichtlineares b | mnichtlineares E
] System a “| Messsystem h |
] ) I
u* Z
A e—— 5 P 1y |
: Regler o E{z®} | rekursiver E
E o i Schétzer :
. a i o, J°f {hf ; n=0

Abbildung 2.4: Deterministisch geregeltes System.

Der Regler bestimmt die Stellgréfie u; auf Basis des Erwartungswerts des geschétzten Zustands x°® sowie des
deterministischen Systemmodells a. Wissen iiber das stochastische Systemverhalten sowie die Zustandsschétzung
wird nicht beriicksichtigt.

Die Vernachlissigung der stochastischen Aspekte fiithrt einerseits zu einer deutlichen Reduktion
des Berechnungsaufwands, da eine stochastische Pradiktion entféllt und zukiinftige Zusténde als
sicher angenommen werden, andererseits in der Regel aber zu suboptimalen Stellwertsequenzen.

Einen wichtigen Sonderfall stellt die Regelung linearer Systeme mit additivem weiflen Rau-
schen mit endlichem zweiten Moment und kontinuierlichen unbeschrankten Stellgrofien und
Zustdnden dar. Soll eine quadratische Giitefunktion optimiert werden, wird dieses Regelungs-
problem als das LQR*-Problem bezeichnet, welches sich mittels einer Riccati-Gleichung be-
schreiben lésst, und geschlossen l6sbar ist, wobei die Losung unabhéngig von Rauscheinfluss
ist [Ber00], d. h. der Rauscheinfluss vernachléssigt werden kann. Diese Tatsache wird auch als
Certainty-Equivalence- Principle bezeichnet, geméfl dem insbesondere beim LQR-Problem die
deterministische Regelung der optimalen Regelung im stochastischen Sinne entspricht. Ist hin-
gegen eine der Voraussetzungen des LQR-Problems nicht gegeben (was z. B. bei nichtlinearen
Systemen oder nichtquadratischen Giitefunktionen der Fall ist), dann fithrt eine Vernachléssi-
gung des Rauscheinflusses in der Regel zu suboptimalen Stellwertsequenzen. D. h. bei der CEC
gilt in der Regel das Certainty-Equivalence-Principle nicht tatséchlich, sondern wird lediglich
als Grundlage fiir den Reglerentwurf herangezogen.

Sind die Systemzusténde nicht direkt zugénglich, sondern miissen mittels eines Zustandsschét-
zers bestimmt werden, dann wird als Grundlage der deterministischen Regelung lediglich der
Erwartungswert des geschétzten Zustandsvektors verwendet und die restlichen Dichteinforma-
tionen verworfen (Abb. 2.4). Ferner wird bei der deterministischen Regelung die Zuginglich-
keit der Zustdnde bzw. das Verhalten des stochastischen Schétzers nicht beriicksichtigt. Viel-
mehr werden Regler und Schétzer separat betrachtet, d. h. beim Reglerentwurf wird von direkt
zugénglichen Zustdnden ausgegangen, was bei nichtlinearen Systemen oder nichtquadratischen
Giitefunktionen typischerweise zu suboptimalen Ergebnissen fiihrt.

4 LQR: Linear Quadratic Regulator
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Auch bei nicht direkt zugénglichen Zustédnden stellt das LQR-Problem einen relevanten Son-
derfall dar. Im Falle einer linearen Messgleichung kann geméafl des Separationstheorems linearer
Systeme mit quadratischen Kosten der optimale Zustandsschéitzer und der optimale Regler ohne
EinbuBe der Optimalitit getrennt voneinander entworfen werden [Ber00]. Dieses Separations-
theorem wird insbesondere beim LQG-Regelerentwurf® verwendet, bei dem zusitzlich noch die
Annahme additiven Gauf’schen Rauschens getroffen wird. Hier ist der optimale Schéatzer das
Kalman-Filter und der optimale Regler kann mittels der zeitdiskreten Riccati-Gleichung ent-
worfen werden [Ber00]. Liegen nichtlineare System- und Messfunktionen oder nichtquadratische
Giitefunktionen vor, gilt das Separationstheorem nicht und der getrennte Entwurf von Regler
und Schétzer fithrt zu suboptimalen Ergebnissen.

2.5 Stochastische MPC

Soll eine moglichst hochqualitative Regelung erfolgen, dann ist die Verwendung eines deter-
ministischen Systemmodells sowie die Reduktion des geschétzten Zustands auf den Erwar-
tungswert nicht ausreichend, sondern es miissen auch die stochastischen Aspekte des System
sowie des Messsystems und des Zustandsschétzers (Abb. 2.5) beriicksichtigt werden. Hierbei
konnen drei Félle mit verschiedenen Modellen der Zugénglichkeit des Zustands, welche bei der
Stellwertberechnung zugrundegelegt werden, unterschieden werden.

Open-Loop-Feedback (OLF):
Der Zustand wird zur Stellwertberechnung innerhalb des betrachteten Horizonts als nicht

zugdnglich modelliert, d. h. es liegt keine Zustandsriickfithrung vor.

Closed-Loop-Feedback mit direkt zuginglichen Zustinden (CLF-P):
Der Zustand wird zur Stellwertberechnung innerhalb des betrachteten Horizonts als direkt
zugdnglich modelliert.

Closed-Loop-Feedback mit nicht direkt zuginglichen Zustidnden (CLF-I):
Der Zustand wird zur Stellwertberechnung innerhalb des betrachteten Horizonts als nicht
direkt zugdnglich modelliert, sondern es erfolgt eine stochastische Zustandsschéatzung unter
Beriicksichtigung des Messsystems und der verschiedenen Rauscheinfliisse.

Die ersten beiden Félle (OLF und CLF-P) stellen die Extreme bei der Modellierung der Zu-
standszugénglichkeit dar (keine bzw. direkte Zugénglichkeit) und erfordern nicht die Beriick-
sichtigung vom Messsystem und Schétzer bei der Regelung. Eine CLF-I-Modellierung spiegelt
das reale System (Abb. 2.5) typischerweise am besten wieder, ist aber auch am aufwindigsten,
da sowohl Messsystem als auch Schétzer bei der Regelung beriicksichtigt werden. Die ersten bei-
den Fille konnen auch als Grenzfille des CLF-I interpretiert werden. Eine OLF-Modellierung
entspricht einem CLF-I bei Messrauschen mit einer unendlich groflen Kovarianz, die Messungen

5 LQG: Lineare Systeme mit quadratischer Giitefunktion und Gauf3’schem Rauschen
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2.5. Stochastische MPC

E nichtlineares b | mnichtlineares E
] System a “| Messsystem h |
I 4 I
u* z
A I A
: stochastischer | Z°~ fe rekursiver :
Regler ) Schétzer
Lo Y th a, ff  1h,f° 1 n=0

Abbildung 2.5: Stochastisch geregeltes System.

Der zu regelnde Systemzustand z des nichtlinearen Systems ist nicht direkt zugénglich, sondern kann nur mittels
Messungen Z geschitzt werden. Diese Schétzung erfolgt unter Beriicksichtigung eines Modells des nichtlinearen
Systems a und des nichtlinearen Messsystems h sowie Beschreibungen der Unsicherheiten in Form von Wahrschein-
lichkeitsdichten f* und f* des Systemrauschens w und des Messrauschens v. Bei einem mdoglichst umfassenden
stochastischen Regelungsansatz werden diese Informationen auch bei der Bestimmung der StellgréBen verwendet.

haben so keinen Einfluss. Eine CLF-P-Modellierung entspricht einem CLF-I mit einer Messglei-
chung, welche die Zustédnde direkt ohne Rauscheinfluss auf die Messgroflen abbildet, wodurch
die Zustande direkt zuginglich sind.

2.5.1 Open-Loop-Feedback-SNMPC

Wird bei der Berechnung der Stellwerte innerhalb des Optimierungshorizonts von keiner Zu-
standsriickfithrung ausgegangen, so wird dies als Open-Loop-Feedback-Regelung (OLF-Regelung)
bezeichnet (Abb. 2.6). Bei den in dieser Arbeit betrachteten Systemen mit diskreten Stellwer-
ten wird ausgehend von einer Zustandsschétzung fiir x;, dieser Zustand fiir alle moglichen
Stellwertsequenzen uy o.n—1 stochastisch auf Basis des Systemmodells

L1 = ay (g, uy, wy,)

pradiziert und dann derjenige Stellwert ausgewihlt, welcher die Giitefunktion (2.4) maximiert,
was dem Optimierungsproblem

u(z,) = arg max {VkOLF(Qka Qk)} (2.5)
U
entspricht, wobei
N-1
Vi (@) = max < gyl ) + > g @y )
Up 1:N—1 =0

13
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nichtlineares
System a

stochastischer
Regler

n>0

Abbildung 2.6: Systemmodell, welches bei der Stellwertberechnung der Open-Loop-Feedback-Regelung zugrunde
gelegt wird.

Innerhalb des Pridiktionshorizontes (n > 0) erfolgt bei der OLF-Regelung die Modellierung derart, dass keine
Zustandsriickfithrung besteht.

die iiber den Horizont kumulierte stellwertabhéngige maximale OLF-Giite und
TP (=) = max {VkOLF@kaﬂk)}
Ug

die kumulierte stellwertunabhéngige maximale OLF-Giite darstellt.

Fiir den Préadiktionshorizont wird also ein optimales Steuerungsproblem geltst, dessen erster
Stellwert dann zur Regelung des Systems verwendet wird. Auch bei diesem optimalen Steue-
rungsproblem (2.5) ist zu beachten, dass aufgrund der nichtlinearen Systemfunktion und/oder
nichtquadratischen Giitefunktionen, anders als z. B. bei linearen Systemen mit quadratischer
Giitefunktionen, das Systemrauschen Einfluss auf die optimale Steuerung hat und somit beriick-

sichtigt werden muss.

2.5.2 Closed-Loop-Feedback-SNMPC mit direkt zugdnglichen Zustdnden

Wird bei der Berechnung der Stellwerte innerhalb des Optimierungshorizonts davon ausgegan-
gen, dass der Zustand direkt zugénglich ist, so wird dies als Closed-Loop-Feedback-SNMPC mit
direkt zuginglichen Zustinden (CLF-P)® bezeichnet (Abb. 2.7). Bei einem derartigen Regler
wird ein optimales Regelgesetz *

Q_Lk,n = Zk,n(gk,n) (26)

berechnet, welches einem konkreten Zustand eine optimale Stellgréfie zuordnet. Unter der An-
nahme, dass dieses Regelgesetz innerhalb des Pradiktionshorizonts angewendet wird, und dass

6 engl.: closed-loop feedback SNMPC with perfect state information (CLF-P)
7 engl.: policy
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nichtlineares
System a

stochastischer
Regler

n>0

Abbildung 2.7: Systemmodell, welches bei der Stellwertberechnung der Closed-Loop-Feedback-Regelung mit direkt
zugénglichen Zustdnden zugrunde gelegt wird.

Innerhalb des Pridiktionshorizontes (n > 0) erfolgt bei der CLF-P-Regelung die Modellierung derart, dass eine
direkte Zustandsriickfiihrung besteht.

neben dem Systemmodell
Ty 1 = (&g, Wy, wy)
eine Messgleichung

2 = Lg

gilt, welche die direkte Zugénglichkeit des Systemzustands beschreibt, wird dann die Stellgréfie
uy, gemésf

uj (@) = argmax { VO (@), u,) } (2.7)

Ug

berechnet, wobei

N—1
VP (g ) = max {QN(Ek,N) + Z 9n (kaﬂkn(ﬁkn))}

Yg,1:N-1 =0
die iiber den Horizont kumulierte stellwertabhéngige maximale CLF-P-Giite und
TP (@) = max {VkCLF-P (@, Hk)}
U

die kumulierte stellwertunabhéngige maximale CLF-P-Giite bezeichnet.

Im Gegensatz zu der OLF-Regelung kann die Berechnung des optimalen Stellwerts bei der
CLF-P nicht direkt durch eine vorwértsgerichtete Pradiktion fiir alle moglichen Stellwertse-
quenzen erfolgen, da bei diesem Vorgehen nicht beriicksichtigt werden wiirde, dass in jedem
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Schritt innerhalb des Horizonts die Stellgréfie anhand des Regelgesetzes v, ,(z;,,,) abhingig
vom bekannten Zustand gewéhlt wird.

Bei kumulativen Giitefunktionen (2.4) kann die Berechnung sehr effizient mittels dynamischer
Programmierung (DP) schrittweise riickwirts unter Ausnutzung des Bellman’schen Optima-
litdtsprinzip [Bel57] erfolgen. Die Berechnung mit Hilfe der dynamischen Programmierung
bietet den Vorteil, dass der Berechnungsaufwand nur linear von der Lénge N des Horizonts
abhéngt. Aulerdem kann die Giitefunktion fiir zeitinvariante Systeme mit zeitinvarianten Giite-
funktionen bis auf den letzten Schritt vorberechnet werden, da der aktuelle Zustand lediglich
im letzten Schritt der Berechnung beriicksichtigt wird.

Eine sehr eng verwandte Klasse von Problemen sind die so genannten Markov’schen Entschei-
dungs-Prozesse (MDP)®, wobei bei diesen typischerweise Systeme mit diskreten Zustinden und
diskreten Messwerten sowie unendlichen Optimierungshorizonten mit diskontierten Giitefunk-

tionen betrachtet werden.

2.5.3 Closed-Loop-Feedback-SNMPC mit nicht direkt zugadnglichen Zustanden

Typischerweise sind die zu regelnden Zustinde eines Systems nicht direkt zuginglich®, sondern
miissen mittels eines Schétzers oder Beobachters unsicherheitsbehaftet geschétzt werden, wobei
diese Schitzung basierend auf Modellen des Systems a,(-), des Messsystems h,(-) sowie den
zugehorigen Rauschdichten f;” und f; erfolgt.

Wird bei der Berechnung der Stellwerte innerhalb des Optimierungshorizonts davon ausge-
gangen, dass eine Regelung basierend auf diesen Zustandsschitzungen erfolgt, wird dies als
Closed-Loop-Feedback-SNMPC mit nicht direkt zuginglichen Zustinden (CLF-1)Y bezeichnet.
Die entsprechende Struktur mit Zustandsschétzer und stochastischem Regler ist in Abb. 2.8
dargestellt. Wie bei der CLF-SNMPC mit direkt zugénglichen Zusténden muss ein optimales
Regelgesetz

Qk,n = Zk,n (Qk,n)

verwendet werden, wobei hier nicht mehr einem konkreten Zustand eine optimale Stellgrofie
zuordnet werden kann, sondern diese Stellgrofle von einer Zufallsvariable x; ,, ~ fi, abhéngt.
Hierbei wird davon ausgegangen, dass die Dichte fj ,, dieser Zufallsvariable das Vorwissen iiber
den Zustand x;, subsumiert, d. h. eine Schétzung zum Zeitschritt k,n auf Basis einer in-
itialen Schétzung @, o ~ fio sowie den bisherigen StellgroBen wy ., ; und Messungen z; 4.,
darstellt. Die StellgroBe u; wird dann unter der Annahme, dass dieses Regelgesetz innerhalb
des Pradiktionshorizonts angewendet wird, geméf

uj () = argmax { VO (@, 1) | (2.8)
U

8 engl.: Markov decision process (MDP)
9 engl.: partially observable
10 engl.: closed-loop feedback SNMPC with imperfect state information (CLF-I)
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E nichtlineares b | mnichtlineares E
] System a “| Messsystem h |
I 4 I
u* z
A I A
: stochastischer | Z°~ fe rekursiver :
Regler ) Schétzer
L a. f°r A a.ff  th, 7 1 n>0

Abbildung 2.8: Systemmodell, welches bei der Stellwertberechnung der Closed-Loop-Feedback-Regelung mit nicht
direkt zuginglichen Zusténden zugrunde gelegt wird.

Innerhalb des Pridiktionshorizontes (n > 0) erfolgt bei der CLF-I-Regelung die Modellierung derart, dass keine
direkte Zustandsriickfithrung besteht, sondern der Systemzustand aus unsicherheitsbehafteten Messungen geschétzt
wird.

berechnet, wobei

N-1
VkCLF_I(QkaHk) = Vgnilvx QN(Qk,N> + Z 9n (Qk,mﬁk,n@k,n)) )
Zk,1:N—-1 n=0

die iiber den Horizont kumulierte stellwertabhéngige maximale CLF-I-Giite und

T ) = max { VU @y ) |

Uy

die kumulierte stellwertunabhéngige maximale CLF-I-Giite bezeichnet. Neben dem Systemmo-
dell

Ty = (T, Wy, wy)
wird hierfiir aulerdem die nichtlineare Messgleichung
z, = by, v)
zugrundegelegt.

Auch zu dem CLF-I-Fall gibt es eine eng verwandte Klasse von Problemen mit wertdiskre-
ten Zustdnden und wertdiskreten Messwerten sowie typischerweise unendlichen Optimierungs-
horizonten mit diskontierten Giitefunktionen, die so genannten partiell beobachtbaren Mar-
kov’schen Entscheidungs-Prozesse (POMDP)!!.

11 engl.: partially observable Markov decision process (POMDP)
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Kapitel 2. Betrachtetes Problem

In [PT87] wird gezeigt, dass bereits die Berechnung diskreter partiell beobachtbarer Mar-
kov’scher Entscheidungs-Prozesse PSPACE-vollstandig ist, welches eine Obermenge von NP ist,
also nicht in polynomieller Zeit berechnet werden kann. Im Vergleich dazu kann die Losung von
MDPs, also bei Systemen mit direkt beobachtbarem Zustand, mit polynomiellem Zeitaufwand
berechnet werden. Der Aufwand zur Regelung von Systemen mit nicht direkt beobachtbarem
Zustand ist also wesentlich hoher als im CLF-P Fall.

Der Aufwand zur Berechnung einer Stellwertfolge bei der Closed-Loop-Feedback-Regelung mit
nicht direkt zugénglichen Zustédnden kann neben approximativen Berechnungen auch dadurch
deutlich reduziert werden, dass alternativ direkt zugéngliche Zusténde (CLF-P) angenommen
werden oder das analoge OLF-Problem gelost wird. Hierbei ist natiirlich zu beachten, dass
dies nur eine Approximation des eigentlichen Problems darstellt, wobei OLF typischerweise zu

iiberkonservativen und CLF-P zu {iberoptimistischen Ergebnissen fiihrt.
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KAPITEL 3

Stand der Technik

Die zentrale Herausforderung bei der modell-priadiktiven Regelung besteht in der Bestimmung
von optimalen Stellgrofien geméfl einer Giitefunktion, wobei diese Giitefunktion von préadizier-
ten Systemzustdnden und Stellgrofien innerhalb eines N-schrittigen Pradiktions- bzw. Optimie-
rungshorizonts abhéngt. Abhéngig von der Art des betrachteten Systems bzw. der Systemmo-
dellierung finden sich dazu in der Literatur unterschiedliche, oft auf die betrachteten Problem-
stellungen spezialisierte Anséitze. Im Folgenden werden einige dieser Anséitze mit Schwerpunkt
auf der stochastischen nichtlinearen modell-pradiktiven Regelung vorgestellt, wobei die ver-
schiedenen Ansétze anhand einer Reihe unterschiedlicher Kriterien klassifiziert werden kénnen.
Zu diesen Kriterien zéhlen:

Art des betrachteten Systems
lineares Systemmodell < nichtlineares Systemmodell
zeitdiskretes Systemmodell < zeitkontinuierliches Systemmodell
wertdiskreter Zustandsraum < wertkontinuierlicher Zustandsraum
wertdiskrete Stellgroflen < wertkontinuierliche Stellgrofien

Randbedingungen
beschrankter Zustandsraum < unbeschrankter Zustandsraum
beschrénkte Stellgréflen < unbeschriankte Stellgrofien

Unsicherheiten
deterministisches Systemmodell < stochastisches Systemmodell

Gaufy’sches Systemrauschen < nicht-Gauf’sches Systemrauschen

Zuginglichkeit des Zustands
Zustand direkt zugénglich < Zustandsschitzung aus Messungen
Zustand zu jedem Zeitpunkt messbar < Zustand nicht zu jedem Zeitpunkt messbar

Art der Giitefunktion
quadratische Giitefunktion < nicht quadratische Giitefunktion

Art der Optimierung
Open-Loop Feedback < Closed-Loop Feedback
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3.1 NMPC ohne Beriicksichtigung von Unsicherheiten

Zur Stellgroflenberechnung ohne Beriicksichtigung von Unsicherheiten, was dem wiederholten
Ldosen eines optimalen Steuerungsproblems entspricht, findet sich eine Vielzahl von Verfahren.
Insbesondere die modell-priadiktive Regelung linearer Modelle mit quadratischen Giitefunktio-
nen stellt eine recht gut verstandene Technik dar, die bereits auch breite industrielle Anwendung
findet [QB97]. Die deutlich aufwéandigere nichtlineare modell-pradiktive Regelung (NMPC), bei
der insbesondere nichtlineare Systemmodelle verwendet werden, gilt auch als recht gut verstan-
den. Auch hier gibt es mittlerweile verschiedene Techniken, die den industriellen Einsatz von
NMPC erlauben [QB00, FDN*01, FA02, DUF*01].

Bei kontinuierlichwertigen Stellgroflen und Zusténden liefert das Pontryagin’sche Minimums-
prinzip eine Methode zur Losung. Unter Zuhilfenahme dieses Prinzips wird in [Oht03] eine
effiziente Berechnungsmethode angegeben. Basierend auf einer homotopischen Uberfithrung ei-
nes Préadiktionshorizonts mit der Lénge null, der eine einfache Loésung ermoglicht, wird die
deutlich rechenintensivere Losung des gewiinschten endlichen Horizonts gefunden. Durch die
Zuhilfenahme von zusitzlichen HilfsstellgroSen! kénnen auch Beschrankungen der Stellgréfien

vorgenominen werden.

In [DFS*02, DFS*T03] wird unter Verwendung der Optimierungsstrategie des mehrfachen Schie-
Pens? eine effiziente Losung des NMPC-Optimierungsproblems fiir beschrinkte Zustinde und
Stellgrofien gefunden und am praktischen Beispiel evaluiert.

3.2 Stochastische NMPC bei diskreten und linearen Systemen

3.2.1 Systeme mit diskreten Zustianden und StellgroBen

Sollen Unsicherheiten bei der Regelung beriicksichtigt werden, dann ist dies insbesondere bei
Systemen mit diskreten Zustéinden und Stellgrofien recht gut moglich. Fiir zeitdiskrete System-
modelle und einer iiber dem Optimierungshorizont kumulativen Giitefunktion stellt hierzu die
dynamische Programmierung (DP), welche Bellmans Optimalitétsprinzip [Bel57] ausnutzt, eine
effiziente Methode zur Berechnung der optimalen Stellgréflen von CLF-P Problemen dar. Fiir
Systeme mit endlich vielen diskreten Zustdnden und Stellgréfien sowie einem endlichen Opti-
mierungshorizont kann die Berechnung fiir beliebig geartetes Systemrauschen exakt erfolgen
[Ber00]. Insbesondere fiir lange Optimierungshorizonte stellt die dynamische Programmierung
eine effiziente Berechnungsmethode dar, da der Berechnungsaufwand nur linear von der Lange
des betrachteten Optimierungshorizontes abhéngt. Jedoch héngt der Berechnungsaufwand bei
der dynamischen Programmierung typischerweise stark von der Grole bzw. Dimensionalitit des

1 engl.: dummy inputs
2 engl.: multiple shooting
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3.2. SNMPC bei diskreten und linearen Systemen

betrachteten Zustandsraumes ab, da bei der Berechnung in jedem Schritt der gesamte Zustands-
raum beriicksichtigt werden muss. Diese Tatsache wird auch als Fluch der Dimensionalitiit?
bezeichnet.

Einen wichtigen Sonderfall bildet die Berechnung bei unendlichen Optimierungshorizonten.
Damit trotzdem endliche Giitefunktionen realisiert werden konnen (viele typische Giitefunktio-
nen wiirden bei unendlichen Horizonten nicht konvergieren), wird oft ein Diskontierungsfaktor
0 < v < 1 in der Giitefunktion eingefithrt* . Im Falle von stochastischen Systemen mit direkt
zuganglichen Zustdnden handelt es sich hier um einen Markov’schen Entscheidungs-Prozess
(MDP). Dieser kann bei zeitinvarianten System- und Giitefunktionen mittels iterativer Ver-
fahren approximativ berechnet werden [Ber00]. Hierzu zéhlt die so genannten Value Iteration®
sowie eine Vielzahl von Varianten, z. B. Policy Iteration [How60)].

Ist der Systemzustand nicht direkt zugénglich sondern kann nur mittels rauschbehafteter Mes-
sungen geschétzt werden, handelt es sich um einen theoretisch gut verstandenen aber be-
rechnungsintensiven partiell beobachtbaren Markov’schen Entscheidungs-Prozess (POMDP)
[Dyn65, SS73]. Da eine exakte Losung in der Regel nicht effizient gefunden werden kann [PT87,
MHC99|, werden hier typischerweise iterative numerische Ansétze, wie in [KLC98, PGTO03,
SV05] beschrieben, verwendet, wobei hier zur iterativen Berechnung neben der Zeitinvarianz

des Systemmodells auch die Zeitinvarianz des Messmodells gewéhrleistet sein muss.

Approximative Losungen, auch fiir unendliche (aber diskrete) Zustandsriume koénnen durch
Einsatz von Simulationstechniken gefunden werden. In [CMCFMO7] geschieht dies basierend

auf der simulierten Abkiihlung®.

3.2.2 Lineare Systemmodelle

Fiir die technisch besonders relevanten Systeme mit kontinuierlichwertigen Zustdnden finden
sich nur vereinzelt Ansétze, welche stochastische Systemunsicherheiten bei der Regelung bertick-
sichtigen. Diese Ansétze stellen auch nur Losungen fiir bestimmte Spezialfille dar, wobei die

Verwendung linearer Systemmodelle von besonderer Bedeutung ist.

Dynamische Programmierung als solche ist nicht auf wertdiskrete Systeme beschrénkt. Fiir be-
stimmte, in der Regel besonders einfache Systeme, kann die dynamische Programmierung auch
direkt auf wertkontinuierliche Systeme angewendet werden. Dies gilt insbesondere fiir lineare
Systeme mit additivem weilen Rauschen, unbeschrankten Stellgréffen und Zustédnden sowie ei-
ner quadratischen Giitefunktion. Bei diesem so genannten LQR-Problem kann die Berechnung
nicht nur geschlossen erfolgen, sondern die optimale stochastische Losung entspricht auch der
Losung des korrespondierenden deterministischen Problems [Whi69, Ber00].

3 engl.: curse of dimensionality

4 Bei diskontierten Giitefunktionen werden die Anteile der Giitefunktion, die zukiinftige
Zeitschritte betreffen, mit einem Diskontierungsfaktor (engl.: discount factor) versehen,
sodass zeitlich nahe Anteile einen héheren und zeitlich ferne einen niedrigen Einfluss haben.

5 Value Iteration Algorithmus: Rekursives Einsetzen in die Bellman-Gleichung, bis ein
Fixpunkt erreicht ist.

6 engl.: simulated annealing
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Ansitze zur OLF-SNMPC Stellgroflenberechnung linearer Systeme unter Nebenbedingungen
werden in [BLWO06, Bla06] vorgestellt, wobei hier endliche Optimierungshorizonte und zeitdis-
krete Systeme mit kontinuierlichem Zustandsraum und kontinuierlichen Stellgréf8en betrachtet
werden. Bei den Nebenbedingungen handelt es sich aufgrund des stochastischen Charakters
des Systems um unzuléssige Bereiche des Zustandsraums, die nur mit einer Wahrscheinlichkeit
unterhalb eines gewissen Schwellwertes erreicht werden sollen. In [BLWO06] wird gezeigt, dass
das stochastische Problem fiir Gauf’sches Rauschen mittels eines disjunktiven linearen Opti-
mierungsproblems’ approximiert werden kann und somit die approximative Beriicksichtigung
des Rauscheinflusses zu keinem erheblichen Mehraufwand (im Vergleich zu der deterministi-
schen Losung) fithrt. Das gleiche Problem ohne Einschrinkung auf Gaufl’sches Rauschen wird
in [Bla06] betrachtet. Hier wird mit Techniken der gemischt ganzzahligen linearen Program-
mierung® eine optimale Stellgréfiensequenz fiir eine feste Anzahl von Samples oder Particles,
also Zustandskonfigurationen unter zufélligen exemplarischen Realisierungen des Rauscheinflus-
ses, gefunden, welche die Nebenbedingung mit hinreichender Wahrscheinlichkeit erfiillt. Diese

Losung wird dann als allgemein giiltig angenommen.

3.3 Stochastische NMPC bei nichtlinearen Systemen mit

kontinuierlichwertigen Zustianden

3.3.1 Zeitkontinuierliche Systemmodelle

Einen Sonderfall stellt die Verwendung zeitkontinuierlicher Systemmodelle dar. Eine Erweite-
rung des Pontryagin’schen Minimumprinzips auf stochastische zeitkontinuierliche Systeme wird
in [RRDO04] vorgestellt, wobei hier ein zugrundeliegender Ito-Prozess angenommen wird. Eben-
falls ein Ansatz fiir die optimale Regelung stochastischer zeitkontinuierlicher Systeme, hier aber
mit linearen Stellgrofen, wird in [Kap05a] und [Kap05b] vorgestellt. Unter der Bedingung,
dass die Kostenfunktion quadratisch von der Stellgréfie abhéngt und speziellen Anforderun-
gen an die Struktur des unterlagerten Rauschprozesses gelten, kann das optimale Regelungs-
problem als ein Pfadintegral interpretiert werden, fiir das eine approximative Losung mittels
Monte-Carlo-Methoden gefunden werden kann.

3.3.2 Zeitdiskrete Systemmodelle mit wertkontinuierlichen StellgroBen

Ein Verfahren zur stochastischen NMPC bei kontinuierlichen Zustdnden und Stellgroflen, bei
dem analog zur Zustandsschétzung mittels des Extended Kalman-Filters sowohl das System- als
auch des Messmodell um den geschétzten Zustand linearisiert wird, und bei dem auch lediglich
quadratische Giitefunktionen betrachtet werden, wird in [LR94] vorgestellt.

7 engl.: disjunctive linear programming problem
8 engl.: mixed-integer linear programming
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In [KMSRL03, KMSRGO04] wird ein Verfahren zur OLF-SNMPC vorgestellt, bei dem die sto-
chastische Zustandspridiktion mittels eines GauBiprozesses’ durchgefiihrt wird. Dazu miissen
die Parameter des Gauflprozesses zunéchst auf Basis gesampleter Daten der Systemfunktion
gelernt werden, was unter Umstédnden zu einem nicht unerheblichen Fehler fiithrt. Wiederum
unter Verwendung von Gaufiprozessen wird in [DPRO8] ein Verfahren zur CLE-NMPC vorge-
stellt, bei der ein deterministisches Systemmodell, aber eine stochastische Schrittgiitefunktion,
angenommen wird. Hier wird der Gauflprozess dazu genutzt, eine Approximation der kumu-
lativen Giitefunktion bei der dynamischen Programmierung zu erhalten, wobei dies wiederum

ein Lernen der Parameter des Gaufiprozesses erfordert.

In [BWO7] wird skizziert, wie der Ansatz aus [Bla06] auf nichtlineare Systeme erweitert werden
konnte. Hierzu soll ausgehend von einer initialen Losung, welche Unsicherheiten nicht beriick-
sichtigt, mittels eines nichtlinearen Optimierers in der Néhe dieser initialen Losung eine Losung
unter Beriicksichtigung von Unsicherheiten gefunden werden. Somit handelt es sich hierbei um

keinen global-optimalen, sondern nur um einen lokalen Ansatz.

Ein Ansatz fiir die optimale Regelung stochastischer nichtlinearer zeitdiskreter Systeme mit end-
lichen Horizonten bei beliebigem Rauscheinfluss wird in [2] vorgestellt. Hier wird zunéchst eine
Losung ohne Beriicksichtigung von Unsicherheiten unter Zuhilfenahme des Pontryagin’schen
Minimumprinzips gefunden, wobei zur Berechnung ausgehende von einer linearisierten Losung
diese homotopisch in die eigentliche nichtlineare tiberfithrt wird [1]. Im Umfeld dieser initia-
len Losung wird dann mittels dynamischer Programmierung, stochastischer Zustandspradiktion
und Giitefunktionsapproximation eine durch kubische Splines gendherte lokal optimale Losung
fiir das stochastische optimale Regelungsproblem berechnet.

3.3.3 Zeitdiskrete Systemmodelle mit diskreten StellgroBen

Ein Losungsansatz fiir das optimale Regelungsproblem stochastischer zeitdiskreter Systeme
mit kontinuierlichem Zustandsraum und diskreten Stellgrofien wird in [NB03] vorgestellt, wo-
bei hier von einem unendlichen Optimierungshorizont und einer diskontierten Giitefunktion
ausgegangen wird. Die Losung basiert, unter Zuhilfenahme des Value Iteration Algorithmus,
auf der Approximation der Giitefunktion mittels eines Radial-Basis-Function Netzwerks mit

einer endlichen Anzahl fest positionierter Gauflglocken.

Fiir Systeme, welche neben diskreten Zusténden mit einem einzigen eindimensionalen kontinu-
ierlichwertigen Zustand beschrieben werden konnen, wird in [MTT06, MKT07] ein Losungs-
ansatz vorgestellt. Damit dieser Ansatz angewendet werden kann, muss der eindimensionale
kontinuierlichwertige Zustand eine kontinuierlich abnehmende Ressource darstellen. Das Ver-
halten dieser kontinuierlichen Gréfie wird mit Phasentyp-Verteilungen bestehend aus Exponen-
tialverteilungsblocken approximiert, was dann die Anwendung des Value Iteration Algorithmus
erlaubt.

9 Ein GauBlprozess (engl.: Gaussian process) stellt eine Approximation der Verteilung iiber
eine Funktion ausgehend von einem Satz Stiitzstellen dar.
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3.3.4 Zeitdiskrete Systemmodelle mit nicht direkt zuganglichen Zustinden

Eine besondere Herausforderung entsteht, wenn die zu regelnden Zusténde nicht direkt zugéng-
lich sind und diese Tatsache bei der Regelung mitberiicksichtigt werden soll.

Wie bereits in Abschnitt 2.4 beschrieben kann im Falle linearer Systeme mit quadratischer
Giitefunktion ein optimaler Schéitzer und ein optimaler deterministischer Regler, welcher auf
Basis des Erwartungswerts des Zustandsschétzers regelt, ohne Einbufle der Optimalitéit getrennt
voneinander entworfen werden. Bei Gaufi’schen Rauschen ist der optimale Schétzer das Kalman

Filter, was dann zusammen als LQG-Reglerentwurf bezeichnet wird.

Im Falle nichtlinearer Systeme gibt es insbesondere im Kontext von POMDPs mit kontinuier-
lichen Zusténden einige wenige Verfahren zur approximativen Stellwertberechnung. Fine Er-
weiterung eines diskreten POMDP Losungsverfahrens fiir lineare Systeme mit kontinuierlichen
Zusténden aber diskreten Messungen wird in [PSV05, PVSP06] vorgestellt. Ein Losungsverfah-
ren fiir POMDPs mit kontinuierlichen Zustédnden und Messungen, basierend auf Monte-Carlo
Sampling, wird in [Thr00] beschrieben. In [BMWDWO05, BMWDWO06] wird ein Verfahren vorge-
stellt, bei dem eine parametrische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichten, welche den Sys-
temzustand repréisentieren, verwendet wird. All diese Verfahren haben ebenso wie die Verfah-
ren zum Losen diskreter POMDPs eine iterative Struktur, weshalb ausschliellich zeitinvariante
System- und Messmodelle sowie zeitinvariante Giitefunktionen beriicksichtigt werden kénnen.
Ebenso ist die Verwendung eines Diskontierungsfaktors zur Gewéhrleistung der Konvergenz

notwendig.
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KAPITEL 4

Open-Loop-Feedback-SNMPC

In diesem Kapitel werden Techniken beschrieben, mittels denen unter Zuhilfenahme geeigne-
ter Approximationen und Modellierungen effizient Stellwerte fiir das stochastische optimale
Steuerungsproblem (2.5) der Open-Loop-Feedback-SNMPC (OLF, Abschnitt 2.5.1) bei Syste-
men mit kontinuierlichen Zustdnden und diskreten Stellgroflen berechnet werden kénnen. Dazu
werden in Abschnitt 4.1 Techniken zur effizienten hochqualitativen Zustandspradiktion iiber
mehrere Zeitschritte beschrieben. In Abschnitt 4.2 werden dann verschiedene Verfahren zur Re-
préasentation der Schrittgiite vorgestellt, welche einerseits eine flexible Modellierung zulassen,
andererseits aber auch eine effiziente, d. h. idealerweise geschlossene, probabilistische Auswer-
tung der Giitefunktion bei stochastisch verteilten Zusténden erlauben. Das Kapitel schlieit mit
der Beschreibung von Verfahren zur effizienten Auswertung des sich bei der Optimierung iiber

mehrere Schritte ergebenden Suchbaums.

4.1 Pradiktion des Systemzustands

Die zeitdiskrete Systemgleichung (2.1) beschreibt die Entwicklung des Systemzustands x,
abhéngig von der Stellgrofle u;,, und dem Systemrauschen w, ~ f} {iber der Zeit. Im Folgenden

werden insbesondere Systeme mit additivem Rauschen betrachtet, was
Ty 1 = (T w) + Wy, (4.1)

entspricht.

Wie in Abschnitt 2.5.1 beschrieben, muss zur Losung des optimalen Steuerungsproblems der
Open-Loop-Feedback-Regelung fiir alle moglichen StellgroBensequenzen wy, oy, der Systemzu-
stand x; ;. tiber einen N-schrittigen Horizont prédiziert werden, was zu dem Suchbaum in
(Abb. 4.1) fithrt. Fiir ein bestimmtes festes k kann die Wahrscheinlichkeitsdichte f?,,(z,.,,)
des Systemzustands x,,; fiir den nachfolgenden Zeitschritt n + 1 und somit auch rekursiv fiir
die nichsten N Zeitschritte mit Hilfe der Chapman-Kolmogorov Gleichung [Sch73]

() = /X FT @) Fulz,) day | (4.2)
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[ 0 up=ul
Un = u?
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3 b LA Lo e, b by, L

Abbildung 4.1: Suchbaum, der sich bei Open-Loop-Feedback-SNMPC fiir einen N = 3 schrittigen Hori-
zont bei zwei alternativen StellgréBen w! und u? ergibt. In den Graphen sind exemplarisch die pridizierten
Wabhrscheinlichkeitsdichten, welche die Grundlage zur Auswertung der Giitefunktionen bilden, dargestellt.

berechnet werden. Bei ngk (24,11]x;,) handelt es sich um die von der diskreten StellgréBe w,
abhéngigen Systemtransitionsdichte. Die Systemtransitionsdichte ist eine bedingte Dichte, wel-
che bei einem d”-dimensionalen Zustandsraum als eine 2-d*-dimensionale Funktion fvgn (41, 2,)
interpretiert werden kann (Abb. 4.2). Fiir den hier betrachteten Fall additiven weiflen Rauschens
ist die Systemtransitionsdichte mit der Systemfunktion (4.1) gemé&8

fzfn (£n+1|£n) = f'rllu(gn+l - Qn(gnvgn))

verkniipft, wobei f}(-) die Wahrscheinlichkeitsdichte des Systemrauschens w,, représentiert.
Die Einschritt-Pradiktion eines konkreten Zustands z, fiihrt somit zu einer Wahrscheinlich-
keitsdichte des pradizierten Zustands f},(z, ), welche die identische Form wie die Wahi-

scheinlichkeitsdichte des Systemrauschens f¥(w,,) hat.

Im Fall linearer Systeme mit Gaufi’schen Zufallsvariablen stellt der Pridiktionsschritt des
Kalman-Filters [Kal60, Sim06] eine geschlossene Losung von (4.2) dar, da sich in diesem
Fall die Gleichung auf ein Integral iiber dem Produkt zweier Gaufldichten reduziert, was ge-
schlossen losbar ist. Bei nichtlinearen Systemfunktionen ist eine geschlossene Losung in der
Regel nicht moglich. Daher ist hier zur Berechnung eine Approximation notwendig. Gene-
rell sind hier zwei Arten von Approximationen méglich: Approximation der Dichte f (z;,) des
aktuellen Zustands oder Approximation der Transitionsdichte. Die Approximation der Dich-
te fiy(z,) des aktuellen Zustands wird z. B. bei Partikel-Filtern [AMGC02], beim Unscented
Kalman-Filter (UKF) [JU04], bei Gaufifiltern [HHO8] sowie bei optimalen Sampling-Verfahren
[SBHO6a, SBHO6b, SHO7] angewendet. Beim Extended Kalman-Filter (EKF) hingegen wird die
Transitionsdichte approximiert, d. h. das System linearisiert [Sim06], wobei das UKF ebenfalls
als eine Approximation der Transitionsdichte interpretiert werden kann, da es sich hier um eine

stochastische Linearisierung des Systems handelt [LBS02].
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4.1. Pradiktion des Systemzustands

Abbildung 4.2: Transitionsdichte des Systems a(@n+1) = sin(@,)+w, mit mittelwertfreiem Gauf’schen Rauschen
w,, mit Standardabweichung ¢* = 0,5.

Fiir das hier vorgestellt SNMPC-Framework werden Methoden verwendet, welche auf Appro-
ximation der Transitionsdichte basieren [HBH06, HH07a, HHO7b]. Die verwendeten Methoden
sind im besonderen Mafle geeignet, da sie

1. sehr hochqualitative Approximationen der Zustandsdichte liefern,

2. eine Préadiktion iiber mehrere Zeitschritte mit konstanter Komplexitat gestatten und

3. sie direkt erlauben, dynamische Programmierung anzuwenden (siehe hierzu Kapitel 5).

Insbesondere eine hochqualitative, d. h. die Form der Wahrscheinlichkeitsdichte erhaltende, Ap-
proximation ist bei den meisten approximativen Verfahren zur Zustandspréadiktion nicht gege-
ben. Bei Verfahren wie dem EKF oder UKF, welche die Standardverfahren zur Zustandspradik-
tion auf Basis der Systemapproximation darstellen, werden nur die ersten beiden Momente einer

Dichte berticksichtigt, was zu recht groben Approximationen fiihrt.

Im Rahmen dieser Arbeit werden zwei alternative Funktionsklassen zur Approximation der
Transitionsdichte verwendet, die jeweils in den néchsten beiden Abschnitten vorgestellt werden.
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Abbildung 4.3: Approximation der Transitionsdichte des Systems a(@n+1) = sin(a,) + w, mit mittelwertfreiem
Gaufy’schen Rauschen w,, mit Standardabweichung ¢“ = 0,5 durch eine Gaufimischdichte mit 40 achsenausge-
richteten Komponenten. Die Optimierung des Parametervektors der Gaumischdichte erfolgte mit den in [HBHO6]
beschriebenen Verfahren.

4.1.1 Approximation der Transitionsdichte mittels GauBfunktionen

Die erste Alternative basiert auf der Approximation der Transitionsdichte fka (24 11|2) in (4.2)
innerhalb eines bestimmten Intervalls durch eine GauBmischfunktion! (Abb. 4.3). Dieses Ver-
fahren wird in [5] bzw. [9] im Kontext von SNMPC beschrieben und basiert auf den Dichteap-
proximationstechniken aus [HBHO06]. Bei einer GauBmischfunktion, einer Summe gewichteter

Gaullfunktionen der Form

L

> wiN@—p;Ci),

i=1
handelt es sich um einen universellen Funktionsapproximator [MS96]. Daher kann mittels dieser
Approximation die Transitionsdichte einer beliebigen Systemfunktion mit additivem Rauschen,
wessen Wahrscheinlichkeitsdichte auch beliebig geformt sein kann, approximiert werden. Eine

Einschrinkung, z. B. dass das Rauschen normalverteilt sei, besteht nicht.

Damit eine effiziente Zustandspradiktion auch iiber mehrere Zeitschritte moglich ist, wird eine
besondere Form von Gaufimischdichten, sogenannte achsenausgerichtete Gaufimischfunktionen,
verwendet. Bei diesen Funktionen sind die einzelnen Komponenten achsenausgerichtet, d. h.

1 engl.: Gaussian mixture
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4.1. Pradiktion des Systemzustands

deren Kovarianzmatrizen C; sind nur auf der Hauptdiagonalen besetzt
C; = diag(g;)?

Somit sind die einzelnen (2 - d*)-dimensionalen Komponenten als Produkt darstellbar

wi Nz, — o™ diag(c!™)?) - N2,y — p"Y; diag(al™)?))

] =

f;n (£n+1 |£n) =

1

2

IS
8

n n+1
wi - [N (g — 12508 Hmm—um Dighthy o (43)

1

Mh

1

1

<.
I

Derartige achsenausgerichtet Gauimischdichten konnen vollstdndig mit einem Parametervektor

beschrieben werden, wobei die Parameter fiir eine einzelne Gau3funktionen durch

(n) _(n)  (n+1) (n+1)]T

n. = lwi, ", 0, 1" a0

1

gegeben sind.

Ausgehend von einem Giitekriterium, wie z. B. der quadratischen Differenz, kann ein Parameter-
vektor i bestimmt werden, der zu einer hochqualitativen Approximation von fEn (z,,,1]z,) durch
fyTn (z,,1]z,) fithrt. Ein Verfahren hierzu, bei dem die Losung des sich ergebenden hochdimen-
sionalen Optimierungsproblems durch eine progressive Optimierung erfolgt, wird in [HBH06]

vorgestellt.

Ist die Dicht des vorherigen Zustandes ebenfalls durch eine GauBmischdichte f,,(z,,) = Z]LII wy-
Nz, — 1 C;) gegeben, dann kann der Pradiktionsschritt (4.2) geschlossen gelost werden.

f7€+1<£n+1)
= / fg‘n(gn—s—l’&n) ’ fn(£n) dgn
X

L
Y=t

L L*
= Nlgp — w0 CM)) Y /X Nz, - p:C") - Nz, — p; C)) da,
j=1

i=1

L
S (-
=1
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Bei der sich ergebenden Wahrscheinlichkeitsdichte handelt es sich wiederum um eine Gauf3-
mischdichte, wobei in dem hier betrachteten Fall einer Transitionsdichte mit L achsenausgerich-
teten Komponenten wie in (4.3) die Anzahl der Komponenten der pridizierten Zustandsdichte
fhii(z,, 1) der Anzahl der Komponenten der Transitionsdichte entspricht [HBHO06).

n

Somit ist durch die achsenausgerichtete Struktur der approximierten Transitionsdichte eine
Zustandspradiktion iiber mehrere Zeitschritte mit konstanter Komplexitat moglich, wobei die
Qualitat der Approximation durch die Anzahl der Komponenten der approximierten Transiti-
onsdichte bestimmt werden kann.

Im Falle einer nicht-achsenausgerichteten Transitionsdichte wiirde sich eine préadizierte Zu-
standsdichte fP,(z,,;) mit L x L* Komponenten ergeben, wobei L* die Anzahl der Kom-
ponenten von f,(z, ) darstellt. Somit wiirde also die Anzahl der Komponenten exponentiell mit
der Anzahl der Préadiktionsschritte wachsen.

Die qualitativ sehr hochwertige Approximation der Transitionsdichte mit Gaufimischfunktio-
nen stellt ein recht anspruchsvolles Optimierungsproblem dar, welches in der Regel effizient
nur fiir ein- und zweidimensionale System gelost werden kann. Ferner kénnen auch nur zeit-
invariante Systeme effizient behandelt werden, da die Approximation der Transitionsdichte zu
aufwéndig ist, als dass sie wihrend der eigentlichen Regelung durchgefiihrt werden konnte.
Dennoch kann auch fiir héherdimensionale und zeitvariante Systeme die Transitionsdichtenap-
proximation mit achsenausgerichteten Komponenten effizient eingesetzt werden, wenn mit Tech-
niken zur Komplexitéatsreduktion (Abschnitt 4.1.3) das Gesamtsystem in mehrere kaskadierte
Teilsysteme zerlegt wird.

4.1.2 Approximation der Transitionsdichte mittels hybrider Dichten

Als Alternative zur Approximation der Transitionsdichte f; (2,,41|2,) mit GauBmischfunktio-
nen kann zur Berechnung der prédizierten Wahrscheinlichkeitsdichte f} ;(z,,,) die Transi-
tionsdichte auch auf einem vorgegebenen Intervall mit einer so genannten hybriden Dichten
[HHO7b] approximiert werden (Abb. 4.4). Dieses Verfahren wird in [6] im Kontext von SNMPC
beschrieben. Bei einer hybriden Dichte handelt es sich, wie bei einer Gau3mischfunktion, um

eine gewichtete Summe von L Komponenten

L
fa (@oialz,) =D wi- (@, — ™) - (2 — "5y (4.4)

=1

wobei w; die Gewichtsfaktoren mit w; > 0 sind, HE") und HEHH) die Position der Komponen-
ten bestimmt und v; Formparameter von f(z,,; — Hg"); v;) sind. Diese Komponenten sind als
Produkt darstellbar, wobei es sich in der Dimension des aktuellen Zustands z,, um Diracdistri-
butionen 0(zx,, — HE”)) und in der Dimension des prédizierten Zustandes x,,, ; um Dichtefunktio-
nen f(z, ., — HZ(,”“); v,) handelt, deren Typ der Wahrscheinlichkeitsdichte des Systemrauschens
entspricht. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass es sich beim Systemrauschen entweder

30



4.1. Pradiktion des Systemzustands

Abbildung 4.4: Approximation der Transitionsdichte des Systems a(@n+1) = sin(a¢,) + w, mit mittelwertfreiem
Gaufy’schen Rauschen w,, mit Standardabweichung ¢ = 0,5 durch eine hybride Dichte mit 40 Komponenten. Die
Wahl des Parametervektors der hybriden Dichte erfolgte mit den in [HHO7b] beschriebenen Verfahren.

um Gaufl’sches Rauschen handelt oder aber, dass das Rauschen mittels einer Gaufimischdichte
mit L Gauflkomponenten approximiert werden kann, was zur folgenden Form fiihrt

L v
. n 1 - (n ~N(n+1
) =3 ( ) S N~ >>)

Jj=1

Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen der Summen kann diese Form wiederum in eine

Form mit GauB’schem Rauschen und L = L - L* Komponenten iiberfiihrt werden
far @ |2,) sz 2y = ") Nz — " CY) (4.5)

Zur Bestimmung der Parameter fiir die optimale Approximation der Transitionsdichte (4.4)
bzw. (4.5) mittels einer hybriden Dichte bedarf es im Gegensatz zur Approximation mit-
tels einer GauBBmischfunktion keiner aufwéndigen nichtlinearen Optimierung, wobei Methoden
zur Wahl der optimalen Parameter von (4.4) bzw. (4.5) in [HHO7b] beschrieben werden. So-
mit konnen direkt hoherdimensionale sowie zeitvariante Systeme auch mit nicht-stationdrem
Rauschen approximiert werden [HH07a, SHHO7].

Wird die Transitionsdichte fT +1(2,4,) durch eine hybride Dichte approximiert, handelt es sich
bei der sich ergebenden Wahrscheinlichkeitsdichte des prédizierten Zustandes x;,, um eine
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GaufBimischdichte der Form

L
ntl n n+1
) = LN (= C)

i=1

mit L Komponenten. Somit ist die Form der pradizierten Wahrscheinlichkeitsdichte f), (z,, )
bei der Transitionsdichtenapproximation durch eine hybride Dichte sowie durch eine Gauf-
mischdichte (Abschnitt 4.1.1) identisch. Der Pradiktionsschritt (4.2) kann hier sehr einfach und
in geschlossener Form durchgefiihrt werden, da die Multiplikation und Marginalisierung mit

einer Diracdistribution lediglich der Auswertung der Dichtefunktion des aktuellen Zustands
(n

x;, entspricht. Daher konnen die Gewichte w; ™ direkt durch Auswertung von fu(z,) an den

Stellen ﬁi") der approximierten Transitionsdichte berechnet werden. Die Parameter ;_LEH—H) und
CEnH) von fr.(z,,) entsprechen den Parametern der GauBlkomponenten der approximierten

Transitionsdichte (4.5).

Somit ist auch bei der Verwendung von hybriden Funktionen zur Transitionsdichtenapproxi-
mation eine effiziente Zustandspradiktion iiber mehrere Zeitschritte mit konstantem Aufwand
moglich, wobei der Aufwand lediglich von der Anzahl der zur Approximation der Transiti-
onsdichte verwendeten Komponenten L abhéngt. Im Gegensatz zur Approximation mit Gauf3-
mischfunktionen ist diese Approximation aber deutlich einfacher und schneller durchfiihrbar,
sodass auch hoherdimensionale und zeitvariante Systeme effizient behandelt werden kénnen.
Verglichen mit Gaufimisch-Approximation fithrt die Verwendung von hybriden Funktionen ty-
pischerweise bei gleicher Anzahl von Komponenten zu einer Approximation mit verminderter
Qualitét. Dies ist der Fall, da die Diracdistributionen der hybriden Funktion einer Abtastung
entsprechen, was dazu fithren kann, dass hochfrequente Signalanteile ignoriert werden bzw. zu

Aliasing fiithren, was bei Gaufifunktionen durch die implizite Glattung vermindert wird.

4.1.3 Komplexitatsreduktion: Modularisierung

Da der Approximationsaufwand sowohl bei der Approximation durch GauBmischfunktionen als
auch durch hybride Funktionen mit der Dimensionalitdt deutlich iiberproportional ansteigt,
kann bei vielen Systemen der Berechnungsaufwand durch eine Zerlegung des Gesamtsystem-

modells in kaskadierte Submodelle deutlich verringert werden.

Wie in [5] gezeigt, kann die (2 - d*)-dimensionale Transitionsdichte ]ZT“ (z,.|z,) der System-
gleichung (4.1) unter der Annahme, dass der additive Rauschvektor

T d*
w, = [wn,h Wnp2, - .- 7wn,dz] eER

weif} ist und dessen Elemente w,, ; unabhéngig sind, in d* Transitionsdichten skalarer Teilsys-
teme a, ;(-), j=1,2,...,d%,

a,(1) = [an (), (), anas ()]

32



4.1. Pradiktion des Systemzustands

[

QS) QS) m’El'm)
z, oD@y, u,) D) oD@ w,) O =l (@, w,) O 2
E'VL zn

Abbildung 4.5: Modularisierung des vektorwertigen Systems z, ., = a,,(2,,4,,w,,).

Lnyr Lno

unterteilt werden, wobei diese jeweils (1 4+ d*)-dimensional sind. Da der Approximationsauf-
wand einer Transitionsdichte deutlich {iberproportional mit deren Dimensionalitit wéchst,
fithrt die Zerlegung in niederdimensionale Transitionsdichten zu einem deutlich verminderten
Berechnungsaufwand [HBHO06].

Ausgehend von der Zerlegbarkeit der Transitionsdichte ngn (2,,1]z,) in d* niederdimensionale
Transitiondichten kann der bendtigte Berechnungsaufwand noch weiter vermindert werden,
indem das System a(-) modularisiert ([5]) wird. Hierbei wird &hnlich wie bei Rao-Blackwellized
Particle-Filtern [dF02] das System (2.1) wie in Abb. 4.5 dargestellt in eine Menge weniger
komplexe Subsysteme unterteilt, welche kaskadiert das urspriingliche System repréasentieren

z,  =a(z, u,w,) =a™ (@™ u,)+w™
gglm) — Q(m—l)(gg’n—l)’gn) + wg’bm—l)
z? =aV(zM u,) +wl .

Die Wahrscheinlichkeitsdichte des prédizierten Zustands x,,; kann durch eine kaskadierte
Pradiktion berechnet werden. Beginnend mit @53) = x,, wird die Wahrscheinlichkeitsdichte eines
Hilfssystemzustand z!” fiir ein Subsystem a () inferiert, was zum nichsten Hilfssystemzustand

gﬁf ) fithrt, der dann wiederum als Grundlage fiir den néchsten Schritt dient.

Unter Umstédnden entstehen durch die Zerlegung in Subsysteme stochastische Abhéngigkeiten
der Hilfszufallsvariablen. Um dies zu beriicksichtigen, konnen die Hilfszufallsvariablen entspre-
chend augmentiert werden.

Die Pradiktion fiir die einzelnen Subsysteme

2 = (i)(%(fi)&k) +w;(f), firi=1,...,m

kann auf verschiedene Arten erfolgen. Neben den Techniken aus Abschnitt 4.1.1 und Ab-
schnitt 4.1.2 kann im Falle eines linearen Subsystems die Inferenz auch ohne Approximation
der Transitionsdichte durch eine Bank paralleler Kalman-Prédiktoren realisiert werden. So kann
insbesondere bei linearen Subsystemen der benotigte Berechnungsaufwand, neben der Redukti-
on durch Unterteilung in einfacher zu berechnende Subsysteme, noch deutlich weiter reduziert

werden.
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Beispielszenario A 4.1: Modularisierung der Systemfunktion
Das Systemmodell (2.2) aus Beispielszenario A, welches den mobilen Roboter beschreibt, kann in
die Subsysteme

z? =5 -sin(¢,) + w? | (4.6)

2
Tpy1 =Ty + 7,

¢n+1 = ¢n —|—Un —ng

modularisiert werden. Der Hilfszustand a:,(f) ist hier von ¢, stochastisch abhangig, wobei diese

Abhangigkeit im Folgenden keine Beriicksichtigung findet. Bei (4.7) und (4.8) handelt es sich um
lineare Systeme. Daher kann hier zur Pradiktion sehr effizient eine Bank paralleler Kalman-Pradik-
toren eingesetzt werden. Der nichtlineare Anteil (4.6) ist lediglich eindimensional und nicht von der
StellgroBe u,, abhangig, sodass hier recht einfach eine Approximation der Transitionsdichte durch-
gefiihrt werden kann. Beispiele fiir approximierte Transitionsdichten von (4.6) sind in Abb. 4.3 bzw.
in Abb. 4.4 dargestellt. |

4.2 Giitefunktionsmodellierung zur effizienten Berechenbarkeit

Entscheidend fiir die Flexibilitdt und Einsetzbarkeit von Verfahren zur modell-priadiktiven Re-
gelung sind unter anderem die Freiheiten, die bei der Modellierung der Giitefunktion (2.4)
gegeben sind. Im Folgenden werden verschiedene Giitefunktionsreprisentationen beschrieben,
die zum einen ein hohes Mafl an Flexibilitéit bei der Modellierung bieten, andererseits aber auch
eine effiziente Auswertung der Giitefunktion erlauben. Dies ist keine triviale Forderung, da bei
einer stochastischen Betrachtung des Systems nur unsichere Pradiktionen bzw. Schatzungen
des Systemzustands vorliegen, sodass die Auswertung der Giitefunktion auch bei durch Zufalls-
variablen beschriebenen Zustédnden effizient, d. h. vorzugsweise geschlossen, durchfiihrbar sein
sollte.

Bei der Schrittgiite g,(z,,, u,,) handelt es sich um einen Operator, der die kontinuierlichwertige
Zufallsvariable z,, und die diskrete reellwertige Stellgréfie u,, auf eine reelle Zahl abbildet, auf
Basis derer dann eine Bewertung erfolgen kann. Im Folgenden wird zur Vereinfachung der
Darstellung davon ausgegangen, dass die Schrittgiite additiv zerlegbar ist

In(Zp, 1) = g () + g5 (w,,) - (4.9)

Dies gilt ohne Beschrankung der Allgemeinheit, da auf Grund der endlichen Anzahl von dis-
kreten Stellgrofien bei Bedarf jeweils unterschiedliche g7, (z,,) verwendet werden kénnen. Die
terminale Schrittgiite gn () kann ebenso analog wie ¢¥(z, ) modelliert werden. Da sich die
Schrittgiiten immer nur auf einen festen Zeitschritt beziehen, wird der Zeitindex im Folgenden

weggelassen.
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Wie in Abschnitt 2.2 beschrieben, soll die Schrittgiite auch eine mittels einer Wahrscheinlich-
keitsdichte beschriebene Zufallsvariable auf einen reellen Wert abbilden. Dies kann zum einen
mittels Erwartungswertbildung aber auch auf Basis anderer Momente bzw. zentraler Momente,

wie z. B. der Kovarianz, geschehen.

4.2.1 Polynomielle Schrittgiite

Von besonderer Bedeutung sind polynomielle und hier insbesondere quadratische Schrittgiiten,
wie sie z. B. auch bei der LQR-Regelung Anwendung finden [Ber00]. Bei diesen Giitefunktionen

wird der polynomielle Abstand zu einem Sollwert & bzw. @ geméf

~T

i*(z) = (& — 1) (z— )

berechnet (Abb. 4.6(a)). Wird der Zustand x durch eine Zufallsvariable beschrieben, handelt
es sich bei ¢g°(x) ebenfalls um eine Zufallsvariable. Damit die Schrittgiitefunktion auf eine
reelle Zahl abbildet, kann eine erwartungswertbasierte Giitefunktionsdefinition ¢*(zx) verwendet
werden. Bei einer derartigen Giitefunktionsdefinition gemafl

9" (x) = Ezx {§"(z)}

—E{@-0 -1}

entspricht die sich ergebende Giite dem erwarteten polynomiellen Abstand zu einem Sollwert
&. Wird eines der Verfahren zur Zustandspridiktion aus Abschnitt 4.1 verwendet, handelt es
sich bei den Wahrscheinlichkeitsdichten des Systemzustands & um achsenausgerichtete Gauf3-
mischdichten f(z) mit L Komponenten. Dann kann (4.10) analytisch geldst werden [5], da
die Berechnung des erwarteten quadratischen Abstands lediglich der Berechnung eines zweiten
verschobenen Moments entspricht. Diese Berechnung kann komponentenweise erfolgen

9" (z) = Eg {(z — i)' (z z)} (4.10)

= spur Ei{(g — i)}

= spur XL: wi <(Hi —E)(p, —2) + diag(gi)2> !

=1

da die Dimensionen entkoppelt sind und fiir das zweite (nicht zentrale) Moments E*{-} einer
Gaufimischdichte

L
Ep{z} = wilpi +07)
i=1

gilt [Han02].
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(a) Quadratische Schrittgiite. (b) Stiickweise polynomielle Schrittgiite bestehend aus unterla-
gerter quadratischer Giitefunktion und iiberlagerten stiickweise
konstanten Anteilen.

Abbildung 4.6: Polynomielle Giitefunktionen.

Die Berechnung fiir Polynome hoherer Ordnung sowie fiir lineare Funktionen kann analog er-
folgen, da auch hier die Berechnung direkt auf die Berechnung verschobener Momente zuriick-
gefithrt werden kann. Auch diese Berechnungen konnen im Falle von Zufallsvariablen, welche
mittels einer Gaufimischdichte représentiert werden, geschlossen durchgefiihrt werden [Han02].

4.2.2 Stiickweise polynomielle Schrittgiite

Soll eine polynomielle Schrittgiite nicht einheitlich fiir X definiert werden, so kann dies auch
erfolgen (Abb. 4.6(b)).

stiickweise auf einem Intervall [x,,;., Z,10.)
Im eindimensionalen Fall sowie bei der Beschrankung auf achsenausgerichtete Hyperrechtecke
kann die Berechnung des benétigten Erwartungswertes bei gauBmischverteilten Zufallsvaria-
blen, wie es hier der Fall ist, fiir polynomielle §*(x) ebenfalls geschlossen erfolgen. Im Eindi-
mensionalen ist die Schrittgiite durch ein Polynom der Ordnung L mit dem Konstantenvektor
@, definiert, wobei auflerhalb des Intervalls [Z,in, Tmaz] die Schrittgiite den Wert Null annimmt

- ZL: a; -2t falls © € [Tomin, Tmaz)
§i(x) = ¢ (4.11)

0 sonst .
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Ist der Zustand mit einer Zufallsvariable beschrieben, kann der Erwartungswert gebildet werden,

um eine reellwertige Giite zu erlangen

9" (x) = Eo{g"(®)} .

Fir eine stiickweise konstante Funktion

~T d faHS YIS [xminvxmaa;]
g (x) =

0 sonst

folgt aus der Definition der Gaufi’schen Fehlerfunktion

erf(x) = 2/O$N(T; 1/2)dr

und der Berechnungsvorschrift fiir den Erwartungswert einer Funktion §*(x), z ~ f*(z) [PP02]

¢(@) = Fali(x /fx §(2) dz

direkt

(@) = d/mm (iw (¢ — ;0 J) dz
2 (e ()

Die Berechnungsvorschriften fiir gaulverteilte Zufallsvariaben und Polynome bis fiinfter Ord-
nung finden sich im Anhang C. Die Berechnung fiir GauBBmischdichten ergibt sich direkt durch

Linearkombination.

Der eindimensionale Fall kann, wie im Folgenden beschrieben, auf den M-dimensionalen Fall
erweitert werden, wobei hier die stiickweise Definition auf Basis der mehrdimensionalen Er-
weiterungen von achsenausgerichteten Rechtecken, also achsenausgerichteten Hyperrechtecken,
erfolgt. Diese Hyperrechtecke sind durch zwei Punkte z,,;, und z,, .. vollstdndig definiert. Fiir
die Schrittgiite gilt also

9(z) = Ex{9"(z)}

mit der mehrdimensionalen Erweiterung von (4.11)

St spur (ding(a,) - (diag(z))') falls 2, < 2 < 2,

0 sonst .
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Da bei dieser Definition die Polynome keine Mischterme aufweisen gilt mit o] = al(l)7 cee al(M)]

und 27 = [x(l), e ,m(M)]

L

I di Cdiae(2)) | dz®) dz®
/z(l) /;AM) (ZSPUI( iag(a,) lag(@)> z x

min min =0
157’11,211; I,E,]l\g‘)z L M
= (m) (,.(m))! (M) )
/(1) .“/(M) (Zzal (iL‘ )) dx ...dz
Lmin Lmin =0 m=1
M x’(rrlzzn“ xgnM) L
n Z/'(1) .”/(M) Zal ([E ) dx dl’
m=0" Tmin Lrmin =1
M
2™ (m
= ZEm(m){g (m( ))} ,
m=0

d. h. die Berechnung der M-dimensionalen Giitefunktion kann dimensionsweise erfolgen.

Indem bestimmten Bereichen des Zustandsraums eine besonders niedrige Giite zugewiesen wird,
kann durch die Verwendung stiickweise definierter Giitefunktionen auch im hier betrachteten
stochastischen Kontext eine Beschrinkung des Zustandsraums erfolgen. Feste Beschrankungen,
wie bei der deterministischen MPC iiblich, sind aufgrund der stochastischen Modellierung der
Systems hier nicht moglich, da die sichere Einhaltung dieser Beschrénkungen nicht gewéhrleistet

werden kann.

Beispielszenario B 4.1: Ziel- und Hindernismodellierung mit stiickweise polynomieller
Giitefunktion

Soll der Roboter in Beispielszenario B sich auf ein Ziel [, ¢
]T

]T zubewegen, so kann dies z. B. durch
eine quadratische Giitefunktion mit Maximum bei [#,9] , wie in Abb. 4.6(a) dargestellt, erfolgen.
Hindernisse konnen durch Bereiche mit deutlich niedrigerer Giite modelliert werden (Abb. 4.6(b)).

4.2.3 GauBmischschrittgiite

Eine weitere, sehr vielseitige Moglichkeit zur Modellierung der Schrittgiite besteht in der Ver-
wendung von Gaufimischfunktionen zur Beschreibung von g. Die Eigenschaft der Gauimisch-
funktion, ein universeller Funktionsapproximator zu sein [MS96|, kann hier ebenso wie bereits
bei der Approximation der Transitionsdichte (Abschnitt 4.1.1) geschehen, genutzt werden. Hier-
bei gilt natiirlich keinerlei Einschrankung beziiglich der Gewichte der Gaufimischfunktionen,

diese konnen z. B. auch negativ sein.

Die notwendige Erwartungswertbildung zur Berechnung von g(x) kann geschlossen gelost wer-
den, falls der Zustand x mit einer GauBmischdichte f(z) dargestellt wird. Handelt es sich bei
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g um eine Gaufimischfunktion mit M Komponenten, gilt

g(x) = Ex{g"(z)}
- /X f(@) () de

L M
- [l M ) Yl N - s
X =1 j=1

L M
- / > _wlw? Nz — " C) - Nz — P CF) da

X =1 j=1

L M
:ZZWZJ/XN(Q—HU,C”)dQ .

i=1 j=1

=1

Hierbei wird genutzt, dass es sich bei dem Produkt zweier Gauflfunktionen wiederum um eine
(gewichtete) GauBfunktion handelt. Fiir den Gewichtungsfaktor w;; gilt [NBO3]

y N Cl) N c)
(,{)U = wff)w(g) . il —J J

’ N(p,;: Cij)

C, = ((C§f>>1 + (c§9>)1)

mit
1

und

Hij Jj o

. N\ —1 o\ —1 .
e (Czw +C§.~">> RORNG (sz +C§g>> L@

wobei die Kovarianzmatrix Cl(»f ) = diag(g(f ))2 der Zustandsdichte f(x) diagonal ist. Falls g

1

ebenfalls achsenausgerichtet ist, vereinfacht sich die Berechnung erheblich [5] und es gilt

wij = wz(f)wf) ~N(ﬁ5f) — H§§)3 diaﬂfg(ggf))2 + diag(gg»g))Q) .

4.2.4 Diracmischschrittgiite

Durch die Modellierung von g mittels einer Gaumischfunktion kénnen insbesondere weiche
bzw. unsicherheitsbehaftete Giitefunktionen modelliert werden. Sollen hingegen auch bestimmte

einzelne Zustinde bewertet werden, kann dies mit einer Diracmischdistribution?

M
i(z) =Y w5z — pl?)
j=1

2 engl.: Dirac mixture
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Ty —

(a) Eindimensionale asymmetrische GauBmischschrittgiite (b) Zweidimensionale GauBmischschrittgiite bestehen aus

bestehen aus vier Komponenten (grau). sechs Komponenten.
1

1

0,8 0,5
T ool T
SES 8
= 04 ‘>

—0,51
0,2
0 -1
—2 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Ty — Ty —

(¢) Eindimensionale bimodale GauBimischschrittgiite beste- (d) Eindimensionale Diracmischschrittgiite bestehen aus
hen aus drei Komponenten (grau). drei Komponenten.

Abbildung 4.7: Gaufimisch- und Diracmischgiitefunktionen.

also einer gewichteten Summe von Diracdistributionen, geschehen [6]. Auch hier kann die not-
wendige Erwartungswertbildung zur Berechnung von g(zx) geschlossen durchgefiihrt werden,

falls der Zustand mit einer Gaufimischdichte f(z) dargestellt wird
9(x) = Ez{g"(z)}

- /X f(@) - §(2) da

L M
_ Zwl(f) Nz — H@(f); Cz(f)) ) ij(é) Sz — H;g)) dz
X =1 j=1
M ~
-3 S N i),
i=1 j=1

wobei hier die Ausblendeigenschaft der Diracdistribution verwendet wird.
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Beispielszenario A 4.2: Zustandsbewertung mittels GauBmisch- und Diracmischgiitefunk-
tionen

Zur Bewertung der Zustandskonfigurationen des Roboters konnen Giitefunktionen wie in Abb. 4.7
dargestellt verwendet werden. Soll sich der Roboter in einem bestimmten Abstand zu einer Wand
(z. B. # = 2 mit V2" = 0) bewegen, wobei ein Unterschreiten des idealen Abstands als ungiins-
tiger bewertet werden soll als ein Uberschreiten, so kann eine asymmetrische Giitefunktion wie in
Abb. 4.7(a) dargestellt kann verwendet werden. Durch eine zweidimensionale Erweiterung (Abb. 4.7(b))
kann auch noch der Winkel des Roboters zu der Wand mitberiicksichtigt werden. Sind zwei Abstande
gleich gut geeignet, dann kann eine Giitefunktion wie in Abb. 4.7(c) verwendet werden. Sollen be-
stimmte Abstdnde als besonders geeignet oder ungeeignet modelliert werden, kann dies auch durch
eine Diracmischdistribution (Abb. 4.7(d)) erfolgen. |

4.2.5 Schrittgiite auf Basis weiterer Momente

Neben den vier Modellierungsmethoden basierend auf dem gewichteten Erwartungswert kann
es insbesondere in dem hier betrachteten stochastischen Kontext sinnvoll sein, auch Giiten zu
verwenden, welche explizit die Unsicherheit eines Zustands bewerten. Dies kann typischerweise
auf Basis zentraler Momente, vor allem des zweiten zentralen Moments, der Kovarianz, gesche-
hen. Die Hauptdiagonalenelemente der Kovarianzmatrix geben hierbei die mittlere quadrati-
sche Abweichung vom Erwartungswert der Zufallsvariable an. Daher ist ein typisches Giitemafl

zur Unsicherheitsbeschreibung die Spur der Kovarianzmatrix C der Wahrscheinlichkeitsdichte

z ~ f(z)
g(z) = spur {diag(a) - C} ,

wobei mittels des Vektors a eine Gewichtung erfolgen kann.

4.2.6 Kombination der Verfahren

Zur Modellierung der Schrittgiite kann auch eine Kombination der fiinf beschriebenen Verfah-
ren verwendet werden. Dies kann zum einen eine einfache Summenbildung aber auch jeglicher
andere funktionale Zusammenhang sein, der die reellen Skalare verkniipft. Ferner konne die
Giitefunktionen sowohl iiber mehrere Dimensionen des Zustandsvektors zusammen als auch
dimensionsweise entkoppelt definiert sein, wobei letzteres oft eine deutliche Reduktion des

Berechnungsaufwands bedeutet.

Der stellgrofienabhéngige Anteil der Schrittgiite g/ (u,,) kann entweder wie gF(z,,) modelliert
oder aber auch direkt tabelliert werden, da nur eine finite Anzahl von diskreten u,, Verwendung

findet.
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4.3 Effiziente Auswertung des Suchbaums

Durch Kombination der in Abschnitt 4.1 und Abschnitt 4.2 vorgestellten Verfahren kann die
probabilistische Auswertung der Schrittgiiten in geschlossener Form erfolgen. Im folgenden Ab-
schnitt wird beschrieben, wie auf Basis dieser Verfahren effizient der Stellwert bestimmt werden

kann.

4.3.1 Rekursive Berechnung

Wie in Abschnitt 2.5.1 beschrieben, wird bei der Open-Loop-Feedback-SNMPC zu jedem Zeit-
punkt & (der im Folgenden fest ist und daher nicht mit angegeben wird) fiir jeden Zeitpunkt
n innerhalb des Prédiktionshorizonts die Wahrscheinlichkeitsdichte ff;mo;"‘l des prédizierten
Zustands gﬁm‘”"’l berechnet, wobei hierzu die Verfahren aus Abschnitt 4.1 angewendet wer-
den. Basierend auf diesen Wahrscheinlichkeitsdichten wird dann die Schrittgiitefunktion g(z,,)
ausgewertet (Abschnitt 4.2). Diese Berechnungen erfolgen fiir alle moglichen n-schrittigen Stell-
groBensequenzen w, ., 1, was zu dem Suchbaum in Abb. 4.8 (bzw. exemplarisch dargestellt in
Abb. 4.1) fiihrt. Jede Kante des Baums entspricht einem Stellwert, wobei die Kanten, wel-
che von einem Knoten ausgehen, jeweils alternative Stellwerte représentieren. Ein Knoten des
Baums entspricht einem durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte fﬁmo’”_l beschriebenen pradi-
zierten Systemzustand gim‘””‘l. Dieser Systemzustand ist von den zu ihm fiihrenden Kanten,
d. h. Stellwerten, abhéngig, wobei eine Stellwertsequenz den Systemzustand eindeutig spezifi-
ziert. Fiir jeden Knoten des Baumes, d. h. der zu ihm fiithrenden S|tellwertsequenz, kann auf
PlUg.pn—1

Basis des ihm entsprechenden Systemzustands ein Giitewert J, (xn ) berechnet werden,

welcher der maximalen kumulativen Giite ab dem Zeitschritt n (inklusive diesem) entspricht.

fo | & = argmax {go(%,yo) +J1 (@f'ﬂo)}
Lo
0
1 g uj
g plud plu2 plud plu plud,u,
e e PR iz 70) = maxqgu (@ w) + Ja(zp )
Uy
il uj uj uj u?
2
plug,ug plud,u? plud,ui plud,u? plud,u} plud,u}
Plig .t ek Pl PROSL 7, (@h"0T) — gy (ah o)

Abbildung 4.8: Suchbaum eines Open-Loop-Feedback-SNMPC-Reglers mit N = 2 Schritten und || = 2 alter-
nativen Stellgroflen. Kanten entsprechen alternativen Stellwerten, Knoten den sich ergebenden Zustédnden. Exem-
plarisch ist jeweils fiir den rechten Knoten einer Ebene die Berechnungsvorschrift der kumulativen Giite bzw. beim
Wurzelknoten die Berechnungsvorschrift fiir die Stellgrofie angegeben.
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Die Berechnung der Giitewerte kann zeitlich riickwértsgerichtet rekursiv erfolgen

Ju(@,) = max{gu(@,u,) + T @)} . n=N-1..0, (4.12)

Up

wobei die Wahrscheinlichkeitsdichte von wfl‘;f durch pr” gegeben ist. Die Rekursion wird an

den Bléttern des Baums, d. h. im Endzeitschritt des Horizonts N mit der terminalen Schrittgiite

initialisiert
In(Zy) = gn(Zy) -

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichten erfolgt auch hier zeitlich vorwértsgerichtet
geméB (4.2). Die Stellgrofie u*(z,)) wird dann derart bestimmt, dass die bestmogliche kumulative
Giite J, (glf‘%) erzielt wird

ug(zy) = argmaX{Jl( pl O)} = argm;;X{Jl(Qo(ﬁmﬂo) +w,)} -

Uq

Bei diesem Vorgehen zur Berechnung der OLF-Stellgrofle miissen zum FErzeugen der Wahr-
scheinlichkeitsdichten an den Knoten >~ [t4|" Pridiktionsschritte durchgefithrt werden. Fer-
ner muss fiir jeden Knoten, d. h. 14—251\/:1 |U|" mal, die Schrittgiite berechnet werden. Wiirde die
Berechnung nicht in einer Baumstruktur erfolgen, sondern wiirden die alternativen Stellwert-
sequenzen individuell berechnet werden, wiren sogar N - |U|" Pridiktionen und (N + 1) - ||V

Schrittgiite-Auswertungen notwendig.

4.3.2 Uniform-Cost-Search

Werden Schrittgiiten mit endlichen Maxima verwendet, kann eine teilweise deutliche Laufzeit-
verbesserung im Vergleich zur einfachen Baumsuche erzielt werden, indem der Baum mittels
Uniform-Cost-Search (UCS) durchsucht wird [RN03, CMPS06]. Bei der UCS handelt es sich
um eine modifizierte Dijkstra-Suche [Dij59]. Grundidee der UCS ist es, vorrangig Knoten mit
hohen Schrittgiitewerten auszuwerten, so dass moglichst schnell eine optimale Stellwertsequenz

gefunden werden kann.

Analog zur zeitlich riickwértsgerichteten kumulativen Giite (4.12) kann auch eine zeitlich vorwéarts-
gerichtete kumulative Giite

p‘ Ug:i—1
mO?”On § gz _z) ) n < N ’

bzw.

|ug. N —
G (g, ugn—1) = gy (@ "N ") + G2, tgy_1)
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definiert werden, fiir die, bei Betrachtung des gesamten N-schrittigen Horizonts, gilt

urg}]?iil {GN@O,QO;N—J} = Jo(zp) -

Fiir die optimale OLF Stellgrofe gilt dann

u* = argmax max {GN(QonO:N—I)} :
Uy Ui.N—1

Damit die UCS angewendet werden kann ist es notwendig, nicht-positive Schrittgiiten zu
gewihrleisten. Dazu wird eine modifizierte kumulative Giite

chs(ﬁmﬂozn) = Gp(®g, Up,) — 1 - G (4.13)
verwendet, bei der die Schrittgiite um die maximal erreichbare Schrittgiite §™** vermindert
wird. Rekursiv kann diese kumulative Giite geméafl

Ggfls(ﬁmﬂanﬂ) = G P (@y, up,,) +\9i(£2‘f{fn7@n+1) - Qmai (4.14)
<0

berechnet werden. Da sich GV®S und G nur um einen konstanten, nicht vom Zustand oder

GUCS

Stellgrofle abhéngigen, additiven Term unterscheiden, kann anstatt von G auch zur

Berechnung der Stellgrofie

u* = arg max max {G%CS(QmHo:N—l)}
YUy Ui.N-—1

verwendet werden.

Bei der UCS wird die Giite GV®S als Prioritit der Knoten des Suchbaums verwenden. Ausgehend
vom Wurzelknoten werden die Priorititen der Nachfolgeknoten GYS(z,, u,) berechnet und in
eine Prioritdtswarteschlange Q eingefiigt. Danach wird immer der Knoten mit der héchsten
Prioritdat aus Q entfernt, worauf die Prioritdten von dessen Nachfolgeknoten berechnet und in
Q eingefiigt werden. Dies geschieht so lange, bis ein Blattknoten, also ein Knoten mit n = N aus
Q entnommen wird. Die zu diesem Knoten fithrende Stellwertsequenz entspricht der optimalen

OLC-Stellwertsequenz u; _;-

Durch die Wahl der Prioritéitsfunktion (4.13) ist sichergestellt, dass die Giite von Nachfolge-
knoten (n+ 1) maximal der des Vorgéngerknotens (n) entspricht (4.14). Da bei der UCS immer
derjenige Knoten mit der hochsten Prioritédt aus der Prioritdtswarteschlange Q zuerst entfernt
wird, ist sichergestellt, dass der erste Blattknoten, der aus Q entfernt wird, der Blattknoten
mit hochst Prioritédt und somit auch mit hochster Giite G ist. Alle anderen Blattknoten haben
hochstens die Prioritét ihrer Vorgédngerknoten, wobei diese wiederum nie eine hohere Prioritét

als der erste Blattknoten haben.

Durch Modifikation der Warteschlangen kann die UCS in eine Breiten- sowie in eine Tiefen-
suche tiberfithrt werden, bei denen dann aber der komplette Baum durchsucht werden muss.
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4.3. Effiziente Auswertung des Suchbaums

Wird statt der Prioritdtswarteschlange ein Stack verwendet, wird nach dem LIFO-Prinzip eine
Tiefensuche durchgefiihrt. Wird statt der Prioritdtswarteschlange O eine FIFO-Warteschlange
benutzt, werden die Knoten Baumebene fiir Baumebene durchsucht, was einer Breitensuche
entspricht.

Die Komplexitiat der Suche mittels UCS héangt stark von den sich ergebenden schrittgiitenab-
héngigen Prioritdten ab. Im ungiinstigsten Fall sind alle Prioritdten einer Ebene des Baums
weitestgehend identisch was dazu fiihrt, dass der gesamte Baum durchsucht werden muss. In
diesem Fall fithrt die UCS zu keiner Reduktion des Berechnungsaufwands. Im giinstigsten Fall
wird auf jeder Ebene n nur ein Unterbaum untersucht. In diesem Fall sind lediglich N - ||
Pradiktionsschritte und (N + 1) - || Berechnungen der Schrittgiite erforderlich.

Amax

Unter Wahrung der Optimalitét kann auch ein zustandsabhéngiges §™**(x,,) verwendet werden,
was typischerweise zu einer Reduktion des Berechnungsaufwandes fiihrt, da in diesem Fall die
Prioritit GUS eine engere Schranke darstellt. Hierzu kann z. B. abhingig von der Schrittgiite-
funktion ermittelt werden, wie grofl die maximale Giite innerhalb eines erreichbaren Bereichs
der Giitefunktion ist, wohingegen sonst immer der gesamte Definitionsbereich der Giitefunktion

zugrunde gelegt wird.

Ferner kann zur weiteren Reduktion des Berechnungsaufwandes der Parameters ¢™** durch den

max’

um ¢’ vergroferten Parameter ¢ ersetzt werden

gmax’ — gmax + g/ .

Dies fiihrt dazu, dass die Optimalitdt nicht mehr gewéhrleistet werden kann, wobei die so er-
reichbare kumulative Giite G'y (), uf, y) maximal (N+1)-¢’ kleiner als die optimale Gy (z, ug. )
ist. Eine derartige approximative Losung kann abhéngig von der Wahl des ¢’ oft zu einer deutli-
chen Reduktion des bendtigten Berechnungsaufwandes fiihren, da die Berechnung abgebrochen
wird, sobald eine StellgroBensequenz wy, ; gefunden ist, fiir die gilt

Zusammenfassung der Verfahren zur OLF-SNMPC

In diesem Kapitel wurden Verfahren zur effizienten Stellwertberechnung fiir die OLF-SNMPC
vorgestellt. Da die OLF-SNMPC auf der Modellierung beruht, dass keine Zustandsriickfithrung
vorliegt (open-loop), kann die Berechnung direkt durch eine stochastische Zustandspradikti-
on fiir mogliche Stellwertsequenzen und eine probabilistische Auswertung der Giitefunktion

erfolgen.

Zur effizienten Zustandspradiktion wurden zwei alternative Verfahren basierend auf der Appro-
ximation der Systemtransitionsdichte beschrieben. Beide Verfahren gestatten eine analytische
Pradiktion mit konstanter Komplexitdt iiber mehrere Zeitschritte. Das erste Verfahren, wel-
ches auf der Approximation der Systemtransitionsdichte mit Gaufimischdichten basiert, fithrt
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zu einer sehr hohen Approximationsqualitéit, gestattet aber nur die Beriicksichtigung zeitin-
varianter Systeme, da eine aufwéndige Approximation der Systemtransitionsdichte notwendig
ist. Das zweite Verfahren, bei welchem die Systemtransitionsdichte mittels einer hybriden Dich-
te approximiert wird, erfordert diese Approximation nicht, weshalb auch zeitvariante Systeme
beriicksichtigt werden kénnen. Als Erweiterung beider Verfahren wird die so genannte Modu-
larisierung beschrieben, welche es gestattet, das Gesamtsystemmodell in einfache Submodelle
zu zerlegen, um so auch hoherdimensionale Systeme und Systeme mit linearem Anteil effizient
behandeln zu kénnen.

Zur probabilistischen Auswertung der Giitefunktion wurden verschiedene sich ergdnzende Mo-
dellierungsalternativen der Giitefunktion vorgestellt. Hierzu zéhlen zum einen erwartungswert-
basierte Giitefunktionen auf Basis von Gaufimischfunktionen, Diracmischdistributionen und
(stiickweise) polynomiellen Funktionen sowie zum anderen auch unsicherheitsbeschreibende
Giitefunktionen auf Basis zentraler Momente. Neben einer grofitmoglichen Freiheit bei der Mo-
dellierung gestatten die vorgestellten Methoden in Verbindung mit den Verfahren zur Zustands-
pradiktion eine vollstdndige analytische Auswertung des OLF-SNMPC-Optimierungsproblems.

Ferner wurde beschrieben, wie durch ein rekursives Vorgehen sowie die Verwendung der Uniform-
Cost-Search der Berechnungsaufwand weiter reduziert werden kann.
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KAPITEL 5

Closed-Loop-Feedback-SNMPC mit direkt
zuganglichen Zustanden

In diesem Kapitel werden Techniken zur Berechnung optimaler Stellwerte der Closed-Loop-
Feedback-SNMPC mit direkt zugénglichen Zustdnden (CLF-P, Abschnitt 2.5.2) vorgestellt.
Diese Techniken basieren auf der dynamischen Programmierung, wobei hier wiederum die in
Abschnitt 4.1 vorgestellten Verfahren zur Zustandspradiktion mittels Transitionsdichtenappro-
ximation sowie die in Abschnitt 4.2 vorgestellten Giitefunktionsmodellierungen zugrunde gelegt

werden.

Zunéchst wird in Abschnitt 5.1 beschrieben, wie die dynamische Programmierung zur Losung
des betrachteten Problems angewendet werden kann. In Abschnitt 5.2 und Abschnitt 5.3 wer-
den dann zwei Verfahren zur approximativen dynamischen Programmierung vorgestellt. In

Abschnitt 5.4 wird das Kapitel mit einer kurzen Aufwandsabschitzung abgeschlossen.

5.1 Berechnung mittels dynamischer Programmierung

Im Gegensatz zur OLF-Regelung, bei der davon ausgegangen wird, dass innerhalb des Pradik-
tionshorizontes keine Zustandsriickfithrung vorliegt, basiert die Closed-Loop-Feedback-SNMPC
mit direkt zugénglichen Zustdnden auf der Annahme, dass zu jedem Zeitschritt innerhalb des
Pradiktionshorizontes der Zustandsvektor vollstédndig und sicher bekannt ist und zur Regelung
verwendet wird. Dies spiegelt sich darin wieder, dass die Optimierung (2.7) nicht iiber eine,
abgesehen vom Initialzustand z; , zustandsunabhéngige Stellwertsequenz ug, 1.y erfolgt, son-
dern iiber eine Regelgesetzsequenz vy \.x_1(Zy1.x_1), Welche einem Zustand einen Stellwert
zuweist (2.6). Die Berechnung des optimalen Stellwerts bei der CLF-P kann somit auch nicht
direkt durch eine vorwartsgerichtete Pradiktion fiir alle moglichen Stellwertsequenzen realisiert
werden, da bei diesem Vorgehen nicht beriicksichtigt werden wiirde, dass in jedem Schritt inner-
halb des Horizonts der Stellwert anhand des Regelgesetzes v, ,,(z;, ,,) abhéngig vom bekannten
Zustand gewéhlt wird, also eine Zustandsriickfiihrung stattfindet.

Im Folgenden werden wie in Abschnitt 4.2.1 - 4.2.4 beschrieben erwartungswertbasierte Schritt-
giiten betrachtet. Da die Giitefunktion (2.4) ferner iiber der Zeit kumulativ ist, kann die
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maximale kumulative Giite

Vi n:N—1
m=n

Jk,n@k,n): max {gN<_kN Z wkmaVk;m(_km))}

Vgn:N—1

N-1
= max Eack {QN(EkN) + Z Gm (2k7m72k,m(£k,m>)} (5.1)

sehr effizient mittels dynamischer Programmierung (DP) wie in Abb. 5.1 dargestellt, schritt-
weise riickwérts berechnet werden. Unter Ausnutzung des Bellman’schen Optimalitétsprinzips
[Bel57] gilt

Jk,N(Ek,N) = QN(lk,N) ) (5.2)
gn (ik,nv Qk,n) + Ezk,nﬂ {‘]k,n+1(£k,n+1> |£k,n} }

\gn<£k,nvgk,n) + Eﬂkn {Jk,n+1 ( (:L‘k n?ukn + Wy n) }1} ]'7 ce 70 )

~~
= ’fhk(gk,n?Hk,n)

wobei hier rekursiv auf Basis der Schrittgiite g, und der Giitefunktion Ji,1; des néchsten
Zeitschritts n + 1 die maximale erwartete Giite fiir den aktuellen Zeitschritt n berechnet wird,
was der Giitefunktion J ,, entspricht.

Fiir einen beliebigen (auch als Zufallsvariable vorliegenden) Zustand z,, , kann dann auf dieser

Basis sehr einfach geméf

uy, 0(mk 0) = argmax Ewk,o{gn@k,o&m) + Egk,l {Jk,l@k,l)@k,o}}

Ug.0

= argmax Ewkyo{g()@k,o&k,ﬁ wko {Jk 1 ( A\ L o> U o) + wy, 0)}} (5.3)

Uk,0
der optimale CLF-P-Stellwert berechnet werden.

Damit die schrittweise Berechnung der dynamischen Programmierung angewendet werden kann,
muss die Giitefunktion J , abhéngig vom Zustand z; ,, € X’ dargestellt und berechnet werden.
Bei den hier betrachteten zustandskontinuierlichen Systemen kann Jj ,, nicht wie bei der zu-
standsdiskreten dynamischen Programmierung einfach tabelliert werden, sondern es muss eine
kontinuierliche Darstellung gefunden werden. Da durch die Nichtlinearitdten der hier betrach-
teten Systemen in der Regel keine exakte geschlossene Darstellung der Giitefunktion gefunden
werden kann besteht lediglich die Moglichkeit, die Giitefunktion zu approximieren®.

Die Berechnung der Giitefunktion unter Zuhilfenahme von (5.2) besteht aus zwei Schritten:

1. Berechnung der maximalen kumulativen stellwertabhéngigen Giitefunktion V, (., 4y ),

2. Maximierung tiber w,,,.

1 engl.: value function approximation

48



5.2. Gitefunktionsapproximation bei GauBmischtransitionsdichten

—n

Abbildung 5.1: Bei dynamischer Programmierung wird die Giitefunktion rekursiv berechnet, wobei aufgrund des
stochastischen Charakters des Problems die Berechnung iiber den Horizont riickwértsgerichtet erfolgen muss.

Im Folgenden werden approximative Verfahren zur effizienten Durchfiihrung dieser beiden
Schritte beschrieben, wobei dazu unter anderem die bereits vorgestellten Verfahren zur effizien-
ten Zustandspradiktion (Abschnitt 4.1) sowie zur Giitefunktionsmodellierungen (Abschnitt 4.2)
angewendet werden.

Zunichst wird das Vorgehen unter Verwendung der Transitionsdichtenapproximation mittels
GauBmischdichten (sieche Abschnitt 4.1.1) und dann unter Verwendung der Transitionsdichten-
approximation mittels hybrider Dichten (siehe Abschnitt 4.1.2) beschrieben. Da die Berechnun-
gen fiir einen festen Zeitpunkt k durchgefiihrt werden, wird im Folgenden dieser Index nicht

mit angegeben.

5.2 Giitefunktionsapproximation bei GauBmischtransitionsdichten

In diesem Abschnitt wird analog zu [7] die Giitefunktionsapproximation basierend auf der

Transitionsdichtenapproximation mittels achsenausgerichteter Gaufimischdichten beschrieben.

5.2.1 Berechnung der stellwertabhangigen Giitefunktion

Da die Auswertung der Schrittgiite g,(z,,,u,) fir bekannte, d. h. feste, x, kein Problem dar-
stellt, besteht die Herausforderung bei der Berechnung der stellwertabhingigen Giitefunktion
Va(z,,u,) in der Berechnung des bedingten Erwartungswerts Eg | {Jns1(@ppr) |2}

Wenn das System (4.1) mit einer Systemtransitionsdichte le‘; (2,1 |z,) beschrieben wird, kann
der bedingte Erwartungswert Eg | {Jns1(2,+1)|z, } unter einem analogen Vorgehen zu (4.2)
geméaf

E£n+1 {Jn+1(£n+l)|§n} = Afgn (zn-i—l’&n) ’ Jn+1<£n+1) dgn—l—l (54)
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berechnet werden. Wird nun die Transitionsdichte f (@41 |z,) wie in Abschnitt 4.1.1 be-
schrieben mit einer achsenausgerichteten GauBmischdichte fT (41 |2,,) mit L Komponenten

approximiert, dann erhélt man so eine approximative Darstellung fiir V,,(z,,, u,,)

ni =n

Vr?(xfw —n) g ( Loy n) + E T, 11 {Jn+1 n+1)‘x }
= gn Ln» n / f n+1‘£n) ’ n+1( n+1) dZ‘
~ Valz,,u,) . (5.5)

Wenn J,,41(z,, ) eine der in Abschnitt 4.2 vorgestellten Beschreibungsformen hat, dann kann
die Berechnung von (5.5) geschlossen erfolgen, da es sich hier bei f, (z,4]z,) um eine achsen-
ausgerichtete GauBBmischdichte handelt. Die Multiplikation und Margmahs1erung kann wie in
Abschnitt 4.2 beschrieben erfolgen. Bei Eg | {Jns1(2,+1)|z, } handelt es sich unabhéngig von
der Darstellung von Jy,41(z,,,,) auf Grund der Achsenausgerichtetheit der Komponenten von
fu (@,44]z,) immer um eine GauBmischdichte mit wiederum L Komponenten.

Die Berechnung der stellwertabhéngigen Giitefunktion erfolgt bei einer modularisierten Sys-
temfunktion (Abschnitt 4.1.3) analog, was im nachfolgenden Beispiel illustriert wird.

Beispielszenario A 5.1: Berechnung des bedingten Erwartungswerts fiir die Gitefunkti-
onsapproximation bei modularisierter Systemfunktion

Durch Einsetzten der modularisierten Systemfunktion (4.6) - (4.8) aus Beispielszenario A (mit s = 1
und w? = 0) in (5.5) ergibt sich

E£n+1{Jn+1<£n+l) |£n}
:/ FE (@it Gnst| Ty 0n) - Tt (Tt Got) Aoy A
R2

:/ Jn+1(xn+17 ¢n+1>
]RB
’ 5(3771 + ngz) - xn-l—l) ' 6(¢n + u, — d)n—H) sm( @ |¢'fl) dl’ dxn-ﬂ d¢n+1

:/ 1 (@n + x7(12)’ n Tt Un) - sm( |¢n) dx
R

Bei ;m(a:n |¢,) handelt es sich um die Transitionsdichte des nichtlinearen Subsystems (4.6), wel-
ches mit einer achsenausgerichteten GauBmischdichte wie in Abb. 4.3 dargestellt approximiert wer-
den kann. 6(¢, + up, — ¢pi1) und O(z, + o — Znt1) sind die Transitionsdichten der linea-
ren Subsysteme (4.7) bzw. (4.8). Da J,y1(x, + 2D b + uy,) lediglich einer Verschiebung von
Jn+1(Zpg1, Gni1) entspricht, kann die Berechnung auch im hier dargestellten modularisierten Fall,
wie im nicht modularisierten Fall, geschlossen erfolgen. |
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5.2.2 Maximierung

Die Berechnung der maximalen kumulativen Giitefunktion ausgehend von einer endlichen Men-
ge stellwertabhéngiger Giitefunktionen V%(z,,, u,) stellt ein nicht unerhebliches Problem dar,
wenn Gaufimischtransitionsdichten verwendet werden, da es sich hier um die Berechnung der
Maximumsfunktion einer Menge von Gaufimischfunktionen handelt, die aus Komponenten mit
unterschiedlichen Gewichten, Mittelwerten und Varianzen bestehen. Hierzu ist unseres Wissens

keine geschlossene Losung bekannt.

Daher wird im Folgenden ein Verfahren zur approximativen Berechnung der maximalen Giite-
funktion J,(z

) vorgestellt, wobei die approximative maximale Giitefunktion J¢(z,,) durch

GauBmischfunktionen dargestellt werden soll. Durch diese Darstellung ist gewéhrleistet, dass die
maximale erwartete stellwertabhéngige Giitefunktion V,* (z,,_1,u,,_;) im néchsten (riickwérts-

gerichteten) Zeitschritt n — 1 wiederum geschlossen berechnet werden kann. Da auch eine giite-

mafbasierte optimale Approximation von J,(z,) mittels einer Gauimischfunktionen (z. B.

T
unter einem quadratischen Abstandsgiitema$) eine sehr aufwindige, hochdimensionale nichtli-
neare Optimierung darstellt, deren Giitemafl zusédtzlich auch nur numerisch berechnet werden
kann, wird im Folgenden eine suboptimale aber recht effiziente Methoden zur Reapproximation

vorgestellt.

Ein sehr einfaches Verfahren besteht darin, den relevanten Zustandsraum mit Gaufifunktionen,
deren Mittelwerte und Varianzen fest gewéhlt werden, als radiale Basisfunktionen abzudecken.
Man kann dann die Giitefunktion an den Mittelwerten der GauBfunktionen auswerten und
die Gewichte der GauBfunktionen so wéahlen, dass an diesen Punkten die wahren Werte und
die der approximierenden Giitefunktion {ibereinstimmen. Die dazu benétigten Berechnungen
kénnen geschlossen durchgefithrt werden [NB03]. Die Approximation der Giitefunktion ist aber
durch die feste und nur bedingt voroptimierbare Struktur der verwendeten Basisfunktionen
oft deutlich suboptimal [5] und durch die hohe Anzahl an benétigter Basisfunktionen sehr
aufwindig. Von diesem Verfahren ausgehend kann ein Verfahren abgeleitet werden, welches
aufgrund einer dynamischen Anpassung aller Parameter (Mittelwerte, Varianzen und Gewichte)
der GauBmischfunktionen deutlich bessere Ergebnisse liefert [7]. Das Verfahren besteht aus den
folgenden Schritten:

A. Berechnung der Summe der V.%(z,,,w,) fir alle u, € U

Vi(z,) =) Viz,, u,)
u

B. Reduktion der Anzahl der Komponenten von V.*(x,)
V2red(z,) := reduce (V" (z,))

Dies kann z. B. mit dem Verfahren von Salmond [Sal90] geschehen. Zur weiteren Reduktion
der Komplexitéit sollte dieses Verfahren derart erweitert sein, dass die Komponenten der
resultierenden Gaufimischfunktion achsenausgerichtet sind.
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C. Berechnung der Mazima von V*(z,,u,) an den Mittelwerten ,uf’z?"e‘i der Komponenten
von, VE,red o
n

Vnmax(ﬁfvred) = max Vrr;l (M§7T6d7 Qn)

—n,t
Uy )

D. Erzeugen der neuen mazimalen kumulativen Gitefunktion J¢(z,,)
Hierbei handelt es sich um eine Gaufimischfunktion, deren Komponenten in Mittelwert und
Kovarianzen den Komponenten von V"¢ entsprechen. Die Gewichte der Komponenten
werden derart gewahlt, dass gilt

a e ‘ max re
JE(pret) = VR (pred)

—_n —n

d. h. die neue maximale kumulative Giitefunktion an den Mittelpunkten ihrer Kompo-
nenten das korrekte Maximum annimmt. Die Wahl der Gewichte kann durch Losen eines
linearen Gleichungssystems erfolgen, wobei die notwendigen Formeln hierzu z. B. in [NB03]
angegeben sind.

In den ersten beiden Schritten wird eine geeignete, an die Giitefunktion angepasste Abde-
ckung des relevanten Zustandsraums mit Basisfunktionen gefunden. Durch die Anwendung des
Komponenten-Reduktionsverfahrens im Schritt B wird sichergestellt, dass die Anzahl der Ba-
sisfunktionen, d. h. der Komponenten der Gauimischfunktion, fest ist und somit eine effiziente
Berechnung insbesondere der Gewichte in Schritt D gewéhrleistet ist. Implizit werden so auch
die Kovarianzmatrizen der Basisfunktionen angepasst. Ferner wird auch erreicht, dass nur Be-
reiche des Zustandsraums mit Basisfunktionen abgedeckt sind, an denen die Giitefunktion nicht
Null ist. Somit wird eine Abdeckung des Zustandsraums gefunden, welche die Eigenschaften
der Giitefunktion reflektiert und welche nicht auf einen bestimmten Bereich oder eine vorbe-
stimmte Struktur wie z. B. ein Grid beschrankt ist, wie in [NBO3] beschrieben. Basierend auf
der so gefundenen Diskretisierung kann an den einzelnen Punkten einfach die Maximierung
iiber die endliche Menge diskreter Stellwerte in Schritt C erfolgen. Schliellich wird im Schritt
D eine GauBimischdichte berechnet, welche die maximalen kumulativen Giitefunktion J,(z,)
approximiert. Diese Giitefunktion kann direkt im néchsten (riickwértsgerichteten) Zeitschritt

der dynamischen Programmierung verwendet werden.

Durch die Kombination der beiden Verfahren aus Abschnitt 5.2.1 und Abschnitt 5.2.2 kann
die Giitefunktionsberechnung mittels dynamischer Programmierung (5.1) effizient durchgefiihrt
werden, wobei hier zur Giitefunktionsapproximation eine problemspezifisch angepasste Gauf3-

mischdichte verwendet wird.

5.3 Giitefunktionsapproximation bei hybriden Transitionsdichten

Als Alternative zur sehr hochqualitativen Transitionsdichtenapproximation mit einer Gauf-

mischdichte kann diese auch mit einer hybriden Dichte, wie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben,
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approximiert werden. Bei dieser Approximation entfillt die aufwendige Optimierung der ap-
proximativen Transitionsdichte und es konnen somit auch hoherdimensionale sowie zeitvariante
Systeme direkt behandelt werden. Im Folgenden wird analog zu [6] das Vorgehen bei hybriden
Transitionsdichten beschrieben.

5.3.1 Berechnung der stellwertabhingigen Giitefunktion

Wie in Abschnitt 5.2.1 beschrieben, besteht die Herausforderung bei der Berechnung der maxi-
malen erwarteten stellwertabhéngigen Giitefunktion V,,(z,,, u,,) in der Berechnung des bedingten
Erwartungswerts Eg | {Jns1(@ 1) |2}

Wird die Systemtransitionsdichte f (@y41]z,) wie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben mit einer
hybriden Dichte fT (2,,1]2,) mit L Komponenten approximiert, dann gilt unter Verwendung

von (5.4) fiir den bedingten Erwartungswert

E£n+1 {Jn+1 ($n+1) ‘xn}

~E n+1{ n+l< n—i—l) ’xn}

- /Xf;rn (Zpy1l2n) - Ing1(2y,4) day, g

L
n n n+1
_ /X > i, 0@, = 1) N = 15 COY) - T (2,0) Ay
i=1

L
= Zwi,yn - 0(z, — Hiu, / N(z nH) CEZH)) I (Zng) Az gy
i=1 _

:Z%u Zi, O, = 1))
=: Kn(gn,gn) ) (5.6)

Der bedingte Erwartungswert wird also mit einer stellwertabhéngigen Diracmischdistribution

K,(z,,u,) mit L Komponenten approximiert.

Die Berechnung von z;, und somit auch von (5.6) kann geschlossen erfolgen, wenn Jy,1(2,,, ;)
mit einer der Schrittgiitedarstellungen bzw. ihren Linearkombinationen geméafl Abschnitt 4.2.1 -
4.2.4 approximiert wird. Die Berechnung von z;, entspricht dann jeweils den dort angegebenen

Erwartungswertbildungen, wobei g(z) durch J(x) zu ersetzen ist.

5.3.2 Maximierung

Werden hybride Transitionsdichten verwendet (Abschnitt 4.1.2), so besteht der zu maximie-
rende Anteil der Giitefunktion aus der Summe einer Diracmischdistribution und einem vom

Zustand unabhéngigen Anteil. Sofern die Komponenten der Diracmischdistributionen jeweils
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identische Mittelwerte aufweisen, was bei der Transitionsdichtenapproximation problemlos si-
chergestellt werden kann, ist die Maximierung dieses Anteils trivial, da die Maximierung dann
komponentenweise geschehen kann. Der zustandsunabhéngige Anteil der Transitionsdichte kann
sehr einfach an den Mittelwerten der Komponenten der Diracmischdistribution diskretisiert

werden, was dann die gemeinsame Maximierung gestattet.

Im Folgenden werden insbesondere Schrittgiiten (4.9) betrachtet, deren stellwertabhéngiger
Anteil lediglich additiv mit dem zustandsabhéngigen Anteil verkoppelt ist, was zu der Maxi-

mierung

Ja(e,) = max{ Vil ) f = max{g7(e,) + Gi(w,) + Knlz,,) | (5.7

Up Up

fithrt.

Die zustandsabhéngige Schrittgiite ¢Z(z,) hat keinen Einfluss auf die Maximierung, da sie
unabhéngig vom Stellwert w,, ist. Bei K, (x,,, 1, ) handelt es sich gemaf (5.6) um eine vom kon-
tinuierlichen Zustand z, und dem diskreten Stellwert w, abhéngigen Diracmischdistribution.
Daher ist eine Maximierung dieses Anteils beziiglich u,, einfach moglich, sofern die Positio-
nen HZ(,") der einzelnen Diracdistributionen identisch fiir alle u,, sind. In diesem Fall kann die
Maximierung komponentenweise erfolgen.

Falls es sich bei §%(u,,) um eine beliebige Funktion handelt, kann eine Maximierung der Summe
von K, (z,,u,) und g*(u, ) nicht direkt erfolgen. Da aber §%(u,,) nicht von z,, abhéngt und somit
tiber z,, konstant ist kann ¢"(u,,) sehr einfach mit einer Diracmischdistribution approximiert
werden. Wenn nun diese Diracmischdistribution so gewihlt wird, dass ihre Komponenten an der
selben Position wie die Komponenten von K, (z,,,u,) liegen, kann die Maximierung wiederum

komponentenweise erfolgen.

Wenn fg (2,,,1]z,) und §%(u,) wie beschrieben approximiert werden, besteht J¢(z

,) aus der

Summe einer Diracmischdistribution, welche aus der Maximierung von §%(u,) + K,(z,,u,)
resultiert, und der Schrittgiite §Z(z,,), welche eine der in Abschnitt 4.2.1 - 4.2.4 beschriebenen
Formen hat. Dadurch kann die Berechnung von E,  {Jn11(Z,,11) |2, } geméB (5.6) geschlossen
erfolgen.

Somit kann unter Verwendung hybrider Transitionsdichten die Giitefunktionsberechnung mit-
tels dynamischer Programmierung (5.1) geschlossen und daher besonders effizient durchgefiihrt
werden. Im Gegensatz zum Vorgehen basierend auf Gaufimischtransitionsdichten (Abschnitt 5.2)
konnen sowohl zeitvariante als auch hoherdimensionale Systeme direkt behandelt werden. Fer-
ner ist durch die implizite Giitefunktionsapproximation, welche keine gesonderte aufwéndige
Berechnung erfordert (im Gegensatz zur Gewichtsbestimmung in Abschnitt 5.2.2 D.), eine sehr
effiziente Berechnung gewihrleistet.

5.3.3 Interpolation der Giitefunktion

Insbesondere bei hoherdimensionalen Systemmodellen ist zur hochqualitativen rekursiven Be-
rechnung der Giitefunktion mittels (5.6) und (5.7) eine hybride Dichte mit einer recht hohen
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5.3. Gitefunktionsapproximation bei hybriden Transitionsdichten

Komponentenzahl L notwendig. Die Anzahl der benétigten Komponenten kann durch eine In-
terpolation der Dirac-Komponenten der Giitefunktion deutlich reduziert werden. Hierzu sind
verschiedene Ansétze moglich. Der am weitesten verbreitete Ansatz zur Giitefunktionsinter-
polation besteht in der Interpolation mittels stiickweise polynomieller Funktionen niedrigen
Grades, d. h. Splines. Die einfachste Interpolation ist die lineare, welche ein recht niedrige
Genauigkeit aufweist ([PKO01]). Eine verbesserte Approximationsqualitdt kann mittels quadra-
tischer ([Sch83]) oder kubischer ([JSS193],[2]) Splines erreicht werden. Auch wenn die Berech-
nung bei dem hier betrachteten Gaufl’schen bzw. Gaufimisch-Rauschen geschlossen erfolgen
kann (die Berechnung kann analog zu stiickweise polynomiellen Giitefunktionen durchgefiihrt
werden, siehe hierzu Abschnitt 4.2.2 bzw. Anhang C), basieren diese Ansétze auf der willkiirli-
chen Annahmen, dass die Giitefunktion sich gem#f eines Polynoms entsprechenden Grades
verhélt.

Insbesondere im Falle eines reguléren Gitters, wie es bei der hier verwendeten Approximation
der Giitefunktion mit einer hybriden Dichte entsteht, kann eine ideale Tiefpassinterpolation®

mittels sinc-Funktionen (Sinus cardinalis)

1 falls x =0

sin(rz/a)
Tr/a

sinc(x/a) = (5.8)

sonst |,

bzw. der M-dimensionalen Erweiterung
M
sinc(z; a) = H sinc(z™ /a(™)
m=1
durchgefiihrt werden, wobei das folgende Vorgehen dem in [4] entspricht.

Zur idealen Tiefpassinterpolation sind die sinc-Funktionen derart zu wéhlen, dass deren Null-
stellen an den Positionen der anderen Dirac-Komponenten sind, was in Abb. 5.2 fiir den eindi-
mensionalen Fall dargestellt ist. Bei diesem Verfahren handelt es sich um die in der Nachrichten-
technik verbreitete Whittaker-Shannon Interpolation ([Zay93]), welche zu einer Interpolation

mit minimaler Oszillation fiihrt, wobei

1
2 -«
die obere Schranke fiir die Frequenz der interpolierten Funktion darstellt. Diese Schranke ergibt
sich direkt aus der Fouriertransformation der sinc-Funktion. Ferner ist die ideale Tiefpassin-
terpolation optimal, falls hinreichend kleine Diskretisierungsintervalle gewéhlt werden, sodass

kein Aliasing auftritt. Diese Annahme liegt jeglicher Diskretisierung zu Grunde.

2 engl.: cardinal hold
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Kapitel 5. Closed-Loop-Feedback-SNMPC mit direkt zugédnglichen Zustanden

Wird der Diracanteil J), (x,,,) der Giitefunktion J,41(z,,,) in (5.6) mit sinc-Funktionen
interpoliert

/ ~ E (n+1) (n+1).
=1

wobei /in 11 den Gewichtungsfaktor der Dirac-Komponente j darstellt, dann gilt
n n+1
/ N —n+ - —z,ytl) Cg u+ )> ’ ;L+1<£n+1) dinJrl

/ Nz, _ln;;l n+1 ZH (1) | i <£n+1 _Egnﬂ);g) dz,., . (5.9)

Dies entspricht der Erwartungswertbildung einer Gaufi’schen Zufallsvariable, welche mit einer
sinc-Funktion transformiert ist. In [4] bzw. in Anhang D wird eine geschlossene Losung fiir diese
Berechnung im eindimensionalen Fall angegeben.

Bei Diskretisierung mit einem reguléren Gitter und Systemrauschen, welches in seinen Dimen-

sionen unkorreliert ist und somit als Produkt

M
U (w) ZN’(M—E; C) = H /\/’(w(m) _ M(m);c(m))

m=1

dargestellt werden kann, kann die Berechnung von (5.9) dimensionsweise erfolgen

L
/N T, _ZZ+1’C(n+1)) ngn-‘rl) smc( L Hgn-&-l )dx
j=1
L M 2 M(m7n+1)
(n+1) (m,n+1) m ;n+1) n+1 j
R R S G [
= m= -~
(452, ,m) (4,2, ,m) ~~ o
fxn T '(§,m m
(ens™) Lz et
L M
_ (n+1) (4,u,,m)
_ZK,] HE;[;{ xn+1 ( TL+1 )} .
j=1 m=1

5.4 Aufwandsabschatzung

Bei Verwendung der dynamischen Programmierung ist der Berechnungsaufwand zur Bestim-
mung des optimalen Stellwerts u* durch die rekursive Berechenbarkeit der Giitefunktion ledig-
lich linear von der Lange N des Horizonts abhéngig. Beschrinkendes Element ist hier insbeson-
dere die Anzahl der Komponenten zur Repréasentation der Giitefunktion J, da zum einen recht
viele verwendet werden miissen, um eine gute Approximation auf dem relevanten Bereich des
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Abbildung 5.2: Ideale Tiefpassinterpolation bei fiinf Dirac-Komponenten. Die gestrichelte schwarze Linie stellt
die Rekonstruktion dar, die durchgezogenen farbigen Linien die sinc-Funktionen, deren Maxima an den Positionen
der Dirac-Komponenten sind.

Zustandsraums zu gewahrleisten, andererseits der Berechnungsaufwand quadratisch von ihrer
Anzahl abhéngt.

Besonders effizient ist die Berechnung mittels dynamischer Programmierung, wenn zeitinvari-
ante System mit zeitinvarianten Schrittgiiten betrachtet werden. In diesem Fall kann die Be-
rechnung (5.2) der Giitefunktion bereits vorab erfolgen, da der aktuelle Zustand erst im letzten
Schritt bei der Berechnung des Stellwerts (5.3) beriicksichtigt wird.

Zusammenfassung der Verfahren zur CLF-P-SNMPC

In diesem Kapitel wurden Verfahren zur effizienten Stellwertberechnung fiir die CLF-P-SNMPC
vorgestellt. Da, gemafl Modellierung, eine direkte Zustandsriickfithrung vorliegt, sind in jedem
Zeitschritt exakte Zustandsinformationen verfiighar, welche bei der Regelung beriicksichtigt
werden. Somit kann hier im Gegensatz zur OLF-SNMPC nicht einfach eine Pradiktion fiir alle
alternativen Stellwertsequenzen erfolgen, aus welchen dann anhand eines Giitemafles die beste
ausgewahlt wird, sondern die Optimierung muss iiber eine Sequenz von Regelgesetzen erfolgen,
welche jeweils einem Zustand einen Stellwert zuordnen. Diese Berechnung kann sehr effizient
mittels dynamischer Programmierung durchgefiihrt werden, wobei auf Grund der hier betrach-
teten kontinuierlichwertigen Zusténde sowie des nichtlinearen Systems eine Approximation der

Giitefunktion iiber den betrachteten Zustandsraum erfolgen muss.

Hierzu wurden zwei alternative Verfahren vorgestellt, welche, wie bei der OLF-SNMPC, auf der
Approximation der Systemtransitionsdichte mittels Gaufimischdichten sowie mittels hybrider
Dichten basieren. Beim ersten Verfahren werden die kumulativen Giitefunktionen als Gauf3-
mischfunktionen dargestellt, fiir die iiber dem Zustandsraum eine Maximumsfunktion gefunden
werden muss. Hierzu wurde ein effizienter Algorithmus zur Maximierung und gleichzeitigen
Reapproximation vorgestellt. Beim zweiten Verfahren, welches auf hybriden Transitionsdichten
basiert, werden die Giitefunktionen als Diracmischdistributionen dargestellt, welche bei einer
passenden Wahl der Positionen der Komponenten direkt maximiert werden konnen. Auflerdem
wurde ein Verfahren zur Interpolation der kumulativen Giitefunktion mittels sinc-Funktionen

57



Kapitel 5. Closed-Loop-Feedback-SNMPC mit direkt zugédnglichen Zustanden

vorgestellt, welches eine erhebliche Verbesserung der Approximationsqualitdt bzw. eine Reduk-
tion des Berechnungsaufwandes gestattet. Durch Verwendung der bereits bei der OLF-SNMPC
vorgestellten Verfahren zur Schrittgiitemodellierung kann bei beiden Verfahren eine effiziente
Berechnung der kumulativen Giitefunktionen und somit der CLF-P-Stellwerte in geschlossener

Form erfolgen.

Da bei der CLF-P-SNMPC die Stellwertberechnung auf Basis einer kumulativen Giitefunktion
erfolgt, welche fiir den gesamten betrachteten Zustandsraum berechnet wird, ist die Berechnung
bei zeitinvarianten Systemen und zeitinvarianten Schrittgiitefunktionen besonders effizient, da

in diesem Fall die kumulative Giitefunktion vollstéindig vorberechnet werden kann.
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KAPITEL 6

Closed-Loop-Feedback-SNMPC mit nicht direkt
zuganglichen Zustanden

In diesem Kapitel wird ein Verfahren zur Closed-Loop-Feedback-SNMPC mit nicht direkt
zugénglichen Zustanden (CLF-I, Abschnitt 2.5.3) vorgestellt. Hierbei wird im Gegensatz zum
Vorgehen bei der OLF-SNMPC (Kapitel 4) davon ausgegangen, dass innerhalb des betrachteten
Optimierungshorizonts Informationen iiber den Systemzustand z; ., durch Messungen 2 ;. x
erlangt werden kénnen. Im Gegensatz zu dem in Kapitel 5 betrachteten Fall bei direkt zugéng-
lichen Zustéanden (CLF-P) sind diese Informationen aber nicht sicher, sondern unsicherheitsbe-
haftet, so dass der Systemzustand lediglich geschétzt werden kann. Diese Zustandsschétzung
kann rekursiv mittels eines Bayes’schen Schétzers erfolgen.

Das im Folgenden vorgestellte CLF-I-SNMPC Verfahren basiert darauf, dass das Vorgehen zur
Zustandsschétzung bei der StellgréfSenermittlung nachempfunden wird. Daher wird zunéchst
im folgenden Abschnitt kurz die Bayes’sche Zustandsschétzung eingefiihrt und es werden die
verwendeten Filterverfahren vorgestellt. In Abschnitt 6.2 folgt dann die Beschreibung des ei-
gentlichen Verfahrens, wobei hier nach einer Beschreibung des grundlegenden Vorgehens das
Konzept virtueller Messungen eingefithrt und dann ein Verfahren zur rekursiven Berechnung
angegeben wird. In Abschnitt 6.3 werden dann Modifikationen des Verfahrens aus Abschnitt 6.2
zur Erhohung der Effizienz der Berechnung angegeben.

6.1 Bayes’sche Zustandsschatzung

Bei der Bayes’schen Zustandsschétzung wird in einem zweischrittigen Verfahren eine Dich-
teschétzung fg(z,) bestimmt, welche den Zustand x, beschreibt. Die Struktur eines solchen
Schétzers ist in Abb. 6.1 dargestellt.

1. Im ersten Schritt, dem Prdadiktionsschritt, wird ausgehend von der Wahrscheinlichkeits-
dichte fr_1(x;,_;), welche den Zustand zum Zeitpunkt k& — 1 beschreibt, diese mittels
Vorwdrtsinferenz (4.2), wie in Abschnitt 4.1 beschrieben, auf die Dichte f; abgebildet.
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Abbildung 6.1: Rekursiver Bayes’scher Schétzer.

2. Im zweiten Schritt, dem Filterschritt, wird dann unter Ausnutzung des Satz von Bayes fiir

kontinuierliche Zufallsvariablen

1
f(zl2) = m-f(dfﬂ%f(%)

ausgehend von der pridizierten Zustandsdichte f; und einem Messwert 2, € Z durch
Rickwartsinferenz die Wahrscheinlichkeitsdichte fg(z;) berechnet

filey) = on fi(e) - fR () - (6.1)
Bei ¢, handelt es sich um eine Normierungskonstante, fiir die gilt

1
B f)c fl%(ik) : fl?(ik)dik '

Die Dichte f}(z,) wird als Likelihood bezeichnet und beschreibt die Wahrscheinlichkeits-
dichte des Systemzustands z; bei einer konkreten Messung Zz;, ohne weiteres Vorwissen.

Ck

Bei dem im Folgenden betrachteten Fall additiven Messrauschens
zp = Iy(zy) + vy (6.2)

kann die bedingte Dichte f(z,|z,) eingefiihrt werden, welche, analog zur Tansitionsdichte
[ (z41]z,), eine probabilistische Beschreibung des Messmodells (2.3) darstellt

fM(Zk@k) = fi (2 — By (zy)) -

Die Likelihood f}(z;) kann als die am Messwert 2, ausgewertete Messtransitionsdichte
¥ (z,]z,,) interpretiert werden

fl%(gk) = flivl(Zklik) )
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6.1. Bayes'sche Zustandsschatzung

wodurch sich direkt die alternative Darstellung des Bayes’schen Filterschritts (6.1)

! 5 p
- \fx T Gylzy) - f7 () dgkl'f’iv[(zk@k) e () (6.3)

VvV
cr(2y)

ergibt.

Zusammen ergeben Pradiktions- und Filterschritt ein rekursives Verfahren, um die zeitliche
Entwicklung eines Systems stochastisch zu beschreiben. Der Pradiktionsschritt muss in jedem
Zeitschritt des Systems durchgefiihrt werden, um den Schétzer mit dem System synchron zu
halten. Der Filterschritt hingegen wird immer dann durchgefiihrt, wenn neue Informationen
durch Messungen vorliegen, was nicht in jedem Zeitschritt £ der Fall sein muss. Im Folgenden
wird (ohne Beschréankung der Allgemeinheit) davon ausgegangen, dass zu jedem Zeitschritt eine

neue Messung vorliegt.

6.1.1 Verwendete Filterverfahren

Fiir lineare Systeme mit additivem unkorreliertem Gauf3’schen Rauschen konnen Pradiktions-
und Filterschritt geschlossen berechnet werden, was zum Kalman-Filter fithrt, welches fiir die-
se Systeme den optimalen Schétzer darstellt [Kal60]. Fiir die hier betrachteten nichtlinearen
Systeme kann die Berechnung typischerweise weder geschlossen erfolgen, noch kénnen die Wahr-
scheinlichkeitsdichten f;(z;) und fg(z;) exakt beschrieben werden. Daher kann nur eine ap-
proximative Berechnung durchgefiihrt werden und auch die Wahrscheinlichkeitsdichten f} (z;)

und f¢(z,) konnen nur gendhert dargestellt werden.

Bei vielen der sehr weit verbreiteten recht einfachen approximativen Verfahren werden nur
die ersten beiden Momente der Zufallsvariable des Zustands beriicksichtigt und weitere In-
formationen insbesondere beziiglich der Form der unterlagerten Wahrscheinlichkeitsdichte ver-
nachléssigt. Zu diesen Verfahren zéhlen das Extended Kalman-Filter (EKF) [Sim06], das Un-
scented Kalman-Filter (UKF) [JU04] sowie Gauffilter [HHOS].

Da diese Verfahren insbesondere bei nichtlinearen Messsystemen zu erheblichen Approximati-
onsfehlern fithren kénnen und auch nicht in der Lage sind, Multimodalitéten zu beriicksichtigen,
wie sie z. B. bei Abstandsmessungen auftreten, werden im Folgenden Verfahren eingesetzt, bei
denen der Préadiktionsschritt wie in Abschnitt 4.1 beschrieben mittels einer Approximation
der Transitionsdichte durchgefiihrt wird. Dieses kann zum einen mittels Approximation durch
GauBmischdichten (Abschnitt 4.1.1) oder aber auch durch hybride Dichten (Abschnitt 4.1.2)
geschehen. Diese beiden Verfahren konnen auch derart erweitert werden, dass die Messtransi-
tonsdichte fM(z,|z,) ebenso durch eine GauBmischdichte oder durch eine hybride Dichte appro-
ximiert wird. Die Filterung auf Basis von Gaufimischdichten wird in [HBHO7] und die Filterung
auf Basis von hybriden Dichten in [HHO7b] beschrieben. In beiden Féllen kann die Berechnung
geschlossen erfolgen, da lediglich Auswertungen und Multiplikationen von Gaufifunktionen zur
Berechnung notwendig sind.
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Die resultierende geschétzte Dichte ff(x;,) ist bei dem Verfahren auf Basis von Gaumischdich-
ten ebenso eine Gaufimischdichte. Bei dem Verfahren auf Basis von hybriden Dichten handelt
es sich bei der geschétzten Dichte f7(x)) um eine Diracmischdichte. In [BHO06] wird ein Verfah-
ren angegeben, welches auch in [HH07b] Verwendung findet, mittels dessen die resultierende

Diracmischdichte sehr effizient durch eine Gaufimischdichte interpoliert werden kann.

Wie auch bei der reinen Pridiktion fiihrt die Filterung auf Basis einer Gaufimischmesstransi-
tionsdichte zu hoherqualitativen Ergebnissen als die Berechnung auf Basis einer hybriden Dich-
te. Andererseits kann die Approxmiation der Messtransitionsdichte durch eine Gaufimischfunk-
tion lediglich off-line erfolgen, da es sich hierbei um ein aufwéndiges hochdimensionales Opti-
mierungsproblem handelt. Die Approximation durch eine hybride Dichte hingegen ist deutlich
weniger aufwindig, weswegen dieses Verfahren auch fiir zeitvariante und hoherdimensionale

Messsystem eingesetzt werden kann.

6.2 Stellwertberechnung unter Beriicksichtigung verrauschter

Messungen

Zur Berechnung des CLF-I-Stellwerts, d. h. der Losung von (2.8), wird zur StellgréBenermitt-
lung nicht nur das Verhalten des Systems, sondern auch das Verhalten des Messsystems sowie
des stochastischen Schétzers mitberiicksichtigt. Ferner wird die Berechnung ausgehend von der
vollstédndigen Dichteinformation f;, des Systemzustands, welche der Schétzer liefert, durch-
gefithrt. Daher wird innerhalb des betrachteten Optimierungshorizonts nicht nur, wie es bei der
stochastischen OLF-Regelung geschieht (Kapitel 4), das stochastische Systemverhalten mittels
Pradiktionsschritten nachempfunden, sondern es wird auch das Verhalten des Messsystems und
die Zustandsfilterung im Schétzer mitberiicksichtigt. Dieses Vorgehen entspricht dem in [10],
[Sch08] vorgestellten. Da alle Berechnungen fiir einen festen Zeitpunkt k& durchgefiithrt werden
und nur der Index innerhalb des Optimierungshorizonts n variiert, wird im Folgenden (wie auch

in den vorherigen Kapiteln), der feste Zeitindex k nicht angegeben.

Ausgehend von einer initialen Zustandsschitzung f, konnen fiir verschiedene konkrete Stellwert-
und Messwertsequenzen u,, , € U bzw. 2,, € Z die Wahrscheinlichkeitsdichten f;ma:"”él:"
eines Zustands x, zum Zeitpunkt n berechnet werden. Enthalten Z und U endlich viele dis-
krete Elemente, dann fiihrt dies zu einer Baumstruktur wie in Abb. 6.2 dargestellt. Analog
zum OLF-Suchbaum (Abb. 4.8) entspricht ein Knoten des Baums einem durch eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte beschriebenen préadizierten bzw. gefilterten Systemzustand. Eine Kante
des Baums représentiert entweder einen Stell- oder einen Messwerte, wobei die Kanten, welche
von einem Knoten ausgehen, jeweils alternative Stell- bzw. Messwerte darstellen. Abhéngig da-
von, ob ein Knoten direkt aus einem stellwertabhéngigen Préadiktionsschritt oder aber einem
messwertabhéngigen Filterschritt hervorgeht, wird der ihm entsprechende Systemzustand mit

p|@0:n—17§1;n—1 fp‘HO:n—l’
~Y n

. . elug., _1,21. elug., _1,21.
Zugehorlger DlChte mlt Qn LOAn 1Z21:n ~ fn‘ 0:n—121:n

el bhow. @ bezeich-
net. Dieser Systemzustand ist von den zu ihm fithrenden Kanten, d. h. Stell- und Messwerten,

abhéngig, wobei eine Stell- und Messwertsequenz den Systemzustand eindeutig spezifiziert.
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Abbildung 6.2: Ausschnitt des Suchbaums eines Closed-Loop-Feedback-SNMPC-Reglers unter Berticksichtigung
unsicherer Messungen (CLF-I) mit N = 2 Zeitschritten, |{| = 2 alternativen StellgréBen und jeweils L* = 2
virtuellen Messungen. Kanten einer Ebene entsprechen entweder alternativen Stellwerten oder aber alternativen
Messwerten, Knoten den sich ergebenden Zustdnden, welche mittels einer Wahrscheinlichkeitsdichte beschrieben
werden.
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6.2.1 Das Prinzip der virtuellen Messungen

Da bei den hier betrachteten Systemen keine Messungen aus einem diskreten sondern aus ei-
nem kontinuierliche Messraum Z vorliegen, kann ein Baum wie in Abb. 6.2 nicht direkt erstellt
werden, da anstatt einer endlichen Zahl diskreter z, unendlich viele verschiedene Messwerte
Beriicksichtigung finden miissten. Um eine approximative Losung zu erhalten kann aber ei-
ne endliche Menge moglichst repréasentativer Messwerte verwendet werden, die im Folgenden
als wvirtuelle Messungen bezeichnet werden. Der Ausdruck virtuelle Messungen kommt daher
zustande, dass zum Zeitpunkt n = 0 die realen Messwerte fiir spétere Zeitpunkte noch nicht vor-
liegen. Dennoch kénnen aber sehr wohl unter Beriicksichtigung des Messmodells (6.2) Aussagen
iiber die Wahrscheinlichkeitsdichten von Messungen zu Zeitpunkten n > 0 getroffen werden.

Dazu kann analog zur Zustandspridiktion (4.2) (Abschnitt 4.1) durch Vorwértsinferenz mit
dem Messmodell (6.2) von der Wahrscheinlichkeitsdichte eines Zustands fP(z) auf die Wahr-

scheinlichkeitsdichte moglicher Messungen f?(z) geschlossen werden

filz) = /X Mzlz) - [z, d, - (6.4)

Man erhélt somit eine Wahrscheinlichkeitsdichte des kontinuierlichwertigen Messvektors z,, zum
Zeitpunkt n.

Wird wie in Abschnitt 4.1 bzw. in Abschnitt 6.1.1 beschrieben, die Messtransitionsdichte
Mz, |z,) durch eine GauBmischdichte oder hybride Dichte approximiert, dann handelt es
sich bei der Darstellung von f?(z,,) um eine Gaumischdichte.

Dichteapproximation der virtuellen Messung

Um aus der kontinuierlichen Dichte f?, welche als Gaumischdichte gegeben ist, L* moglichst
reprasentative virtuelle Messwerte zu generieren, kann hierzu eine systematische, auf Formerhal-
tung der Dichte- bzw. Verteilungsfunktion ausgerichtete Diracmischdichteapproximation durch-
gefithrt werden. Die so erhaltenen diskreten virtuellen Messungen kénnen dann zum Aufbau
des Suchbaums verwendet werden (Abb. 6.3.)

1
“n n
elzl \ / o2
n n

Abbildung 6.3: Ausschnitt (jes Suchbaums aus Abb. 6.2. Durch Approximation der kontinuierlichen Dichte f7
mittels der Diracmischdichte f7 ergeben sich diskrete virtuelle Messungen 2% und 22.
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15 20 25 30 35 40 45
z —

Abbildung 6.4: Diracmischapproximation f *(z) einer virtuellen Messungsdichte f*(z), welche als Gaufimischdichte
dargestellt ist.

Dazu wird im Folgenden fiir eindimensionale Messungen das Verfahren aus [SBHO06b] eingesetzt.
In diesem Verfahren wird progressiv die Cramér—von Mises-Distanz [Boo81] minimiert

oo
2

min Gt = /_ r(z) (F(Z) — F(ZQWLLZyMLLz)) dz ,

-2 IR
WL 1L .

wobei 7(z) eine nichtnegative Gewichtungs- oder Fensterfunktion ist. Bei F(z) handelt es sich

um die wahre Verteilungsfunktion
O INACLS

bei F(z,w¥" u%L") um die approximierende. Die Approximation erfolgt mit einer Diracmisch-
dichte

Dbz =) = fi2) = f(2)

bei der sowohl die Gewichte w' als auch die Positionen x! der L¥ Komponenten optimiert werden.
Das Gewicht w! gibt hierbei die approximierte Wahrscheinlichkeit des Auftretens des virtuellen
Messwerts g/ an. In Abb. 6.4 ist das Ergebnis einer derartigen Approximation dargestellt.

Alternativ zu dem global-optimierenden Ansatz kann auch ein sukzessiv-approximierendes
Greedy-Verfahren, wie in [HS07] beschrieben, verwendet werden. Durch den Greedy-Ansatz ist
die Qualitét der approximativen Losung typischerweise niedriger, wobei aber auch der benttig-
te Berechnungsaufwand deutlich geringer ist. Liegen vektorwertige Messungen vor, kann die
Dirac-Approximation entweder dimensionsweise entkoppelt vorgenommen werden oder aber es

kann z. B. das Verfahren aus [KH08] Anwendung finden.
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6.2.2 Rekursive Berechnung

Die Berechnung der optimalen Stellgréfie u* kann auch bei der CLF-I-Regelung auf Basis der
kumulierten Giitefunktion erfolgen

wj(y) = argmax { JP(2}) | = arg max {F (a (o, ) + wy)} -
Ug Uy

Die Giite J} (gﬁ)m") kann dhnlich zum Vorgehen bei der OLF-SNMPC (Abschnitt 4.3) zeitlich
riickwértsgerichtet rekursiv berechnet werden. Die Rekursion wird an den Bléttern des Baums,

d. h. im Endzeitschritt des Horizonts N mit der terminalen Schrittgiite initialisiert

In(zy) = gn(zy). (6.5)

Bei der weiteren rekursiven Berechnung ist zu beriicksichtigen, dass sowohl Zufallsvariablen
xP welche aus einer stellwertabhéngigen Pradiktion hervorgehen, als auch Zufallsvariablen ¢,
welche durch eine Filterung entstehen, vorliegen. Daher miissen, wie im Folgenden dargestellt,
zwei unterschiedliche kumulative Giiten verwendet werden. Als Giite J®(z®) werden diejenigen
Giiten bezeichnet, deren zugehoriger Zustand aus einer Filterung mit virtuellen Messungen
hervorgegangen ist. Mit JP(zP) werden diejenigen Giiten bezeichnet, deren zugehoriger Zustand
durch Pradiktion entstanden ist.

Berechnung der Giite J: auf Basis der Giite J

Bei der hier betrachteten alternierenden Sequenz von Pradiktions- und Filterschritten folgt wie
in Abb. 6.2 dargestellt auf jeden gefilterten Zustand ¢, ein pradizierter Zustand x, ,,. Daher
kann die Giite J¢(z¢), welche die eigentlichen Giiten zum Zeitpunkt n darstellen, analog zu der
Berechnung bei der OLF-SNMPC (Abschnitt 4.3) durch Maximierung beziiglich der Stellgrofie
u,, erfolgen

Je (@) = max { g, (@5, u,) + I (20) ) firn < N, (6.6)

Up

was dem Vorgehen wie in Abb. 6.5 dargestellt entspricht.

e e\ __ e P plu
2 Jn (£n> = max {gn(£n7gn> + Jn+1 <£n+71l)}
Zn
1 2
7 Uy, Un, N
JP me}L plul plu? JP wp‘ﬂi
n+1 \ =n+1 fn-l—l fn—i—l n+1 \ =n+1

Abbildung 6.5: Berechnung der Giite J;; () auf Basis der Giite J& , (2! _,).

n
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Berechnung der Giite J? auf Basis der Giite J;

Die Giiten JP (P) werden bei der hier betrachteten alternierenden Sequenz von Pradiktions-
und Filterschritten auf Basis der Giiten Jg@%'é") berechnet und stellen einen Zwischenschritt
zur Berechnung der Giiten J¢_; (z%_,) dar. Die Zustandsdichten fon welche die Zufallsva-
riablen gfl'g" beschreiben, sind hierbei von den jeweiligen diskretisierten virtuellen Messwerten
z, abhéngig. Da im Gegensatz zum Vorgehen bei der stellgréenabhéngigen Pradiktion zur
Berechnung von J;, wo iiber die Stellgrofle optimiert wird, das Auftreten eines virtuellen Mess-
wertes zufillig erfolgt, ergibt sich die Giite JP (zP) durch Erwartungswertbildung iiber den

Giiten J; <§$’l|§"> beziiglich der virtuellen Messwerte 2,

T2 (@) = Bz, {5 ()} (6.7)

was dem Vorgehen wie in Abb. 6.6 dargestellt entspricht.

Da die Auftrittswahrscheinlichkeit einer der virtuellen Messwerte, welche den Positionen p! der
Komponenten der Diracmischapproximation entsprechen, durch deren Gewicht w' approximiert
wird, entspricht dieses Gewicht der Wahrscheinlichkeit, mit der die Wahrscheinlichkeitsdichte
f5|§; und somit die Giite JS(QZQL) sich aus dem Zustand P ~ fP ergibt. Da es sich bei (6.7)
um die Berechnung eines Erwartungswertes einer diskreten Verteilung handelt, gilt somit fiir

die Giite JP (zP)

TP (2h) = fjwl o ()
=1

Der vollstdndige CLF-I Suchbaum des Beispiels aus Abb. 6.2 ist mit gewichteten Kanten in
Abb. 6.7 dargestellt. Die Gewichte der Kanten, welche nach Knoten mit gefilterten Dichten
f¢ bzw. dem Wurzelknoten folgen, entsprechen der optimal gewéhlten Stellgrofle. Die Ge-
wichte der Kanten, welche nach Knoten mit pradizierten Dichten fP folgen, entsprechen den
Wahrscheinlichkeiten der virtuellen Messungen 2.

Bl m@n=E {2}
/ . 2 N

n
f:
elél _ \@/ _ e|§2
JTeL <a:n n) :;lén Tellén Tc; _mn "

Abbildung 6.6: Berechnung der Giite J} (z!) auf Basis der Giite Jy, ().
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P e

Abbildung 6.7: Exemplarische Darstellung des vollstdndigen Suchbaums des Beispiels aus Abb. 6.2 mit gewichteten
Kanten. Die Stirke der roten Einfarbung symbolisiert das Gewicht der Kanten. Dem Wurzelknoten sowie Knoten mit
gefilterten Dichten f° (griin) folgt aufgrund der Maximierung immer genau eine Kante mit Gewicht 1. An Knoten
mit pridizierten Dichten fP (rot) entsprechen die Gewichte den Wahrscheinlichkeiten der virtuellen Messungen 2,
wobei sich die Gewichte immer zu 1 summieren. Die inferierten Messungsdichten sind gelb symbolisiert.

Aufwandsabschatzung

Zur vollstandigen Auswertung des Suchbaums der Tiefe N zur Berechnung der Stellgréfie w*
sind somit zusammen

2.

] =

(™ (L")

3
Il
—

Pridiktionsschritte zur Berechnung der Dichten fP und f™ sowie

WE

(™ - (L2)")

3
Il
_

Filterschritte zur Berechnung der Dichten f¢ notwendig. Ferner muss die Schrittgiite g

L+ (U™ (L))

mal berechnet werden.
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6.3 Methoden zur effizienten Berechnung

In diesem Abschnitt werden Verfahren vorgestellt, mittels derer die Berechnung der CLF-1 Stell-
groflen aus Abschnitt 6.2 effizienter durchgefiihrt werden kann. Zunéchst wird in Abschnitt 6.3.1
beschrieben, wie im Fall erwartungswertbasierter stellgréSenabhéngiger Schrittgiitefunktionen
die Berechnung auf Basis der préadizierten Zusténde P erfolgen kann, was bereits zu einer deut-
lichen Reduktion des bendtigten Berechnungsaufwands fiithrt. In Abschnitt 6.3.2 wird dann be-
schrieben, wie bei der CLF-I mittels einer probabilistischen Branch-and-Bound-Suche (PBAB)
unter Wahrung der Optimalitéit eine effiziente Baumsuche durchgefiihrt werden kann.

6.3.1 Erwartungswertbasierte stellgroBenabhdngige Schrittgiiten

Werden erwartungswertbasierte stellgrofienabhéngige Schrittgiitefunktionen der Form g, (z¢) =
Ez {¢°(x)}, wie in Abschnitt 4.2.1 - 4.2.4 vorgestellt, verwendet, dann kann die Berechnung der
kumulativen Giitefunktion effizienter erfolgen, als in Abschnitt 6.2.2 vorgestellt. Bei der Berech-
nung in Abschnitt 6.2.2 wird die Giitefunktion jeweils nach Durchfithrung des Filterschritts,
also auf Basis von x; ~ f°, bestimmt. Im Folgenden wird gezeigt, dass diese Berechnung auch

bereits auf Basis der priadizierten Zufallsvariable P ~ f? erfolgen kann.

Satz 6.1 Fiir die Berechnung der kumulierten Giite ist es unerheblich, ob die erwartungswert-
basierte stellgrfenabhingige Schrittgitefunktion g, (z,) = Eg, {gn(z,)} vor oder nach dem
Filterschritt berechnet wird, d. h. es gilt

JP(xh) = Es {H}Lax {gn(QZ) + J£+1 (&2%?) }}

= gu(z)) + Bz, {nggx {J5+1 (ﬁ'ﬁ) }} '

BEWEIS. Zunachst wird der Fall n < N betrachtet. Durch Einsetzen der rekursiven Berech-
nungsvorschrift fiir die kumulative Giitefunktion J¢ (6.6) in die Berechnungsvorschrift fiir JP?
(6.7) ergibt sich

T(ah) = B {7 (23%)}
_ /Z Jo (22) - £2(2) dz,,

= [ i (e (o (&) + 02} ) a2,
Z Yy
N /zf ;(2)-%?{(]5“ (QZ%H>} dz, + /Z fi2) - g, () dz, . (6.8)

J/

-~

=T

Hierbei wird ausgenutzt, dass die betrachtete Schrittgiite g, (,,) nicht stellgrofenabhingig ist
und somit auch keinen Einfluss auf die Maximierung hat.
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Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass gilt

Unter Ausnutzung, dass es sich um eine erwartungswertbasierte Schrittgiite g, (z¢) = Ez {gn ()}
handelt und durch einsetzen des Bayes’schen Filterschritts (6.3) ergibt sich

- / 22 - gn (20 d2,
Z

- / F2(5) - Ea {00 (@2)} dz,

/ re / o) - £ da, Az,

:/zfi@n“/xénu eal2,) G f2(x) da, dz .

Unter Verwendung von (6.4) folgt

= [ [ Ride) - 20 do, [ e ene) RGs) e da, 2,
ZJX X

Nach Einsetzen der Normierungskonstante ¢, (Z,,) kann der Ausdruck vereinfacht werden

:/Z/Xf};/[(gn .y /gn ). fMin|2>. f}«f(jé)din iz 3.

_ / inlz,) - f(z,) - / M) 2, dr,
X \Z .,
=1

:/Xgn(zn)-f}f(%) dz,

= gn(z}) - (*)

Fiir den Fall n = N gilt

I (%) = Bx{ Uy (=) }

{QN(CL'?\‘{z>}
/ F5(2) - (@) az

= gn(zy) - (**)
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Durch Einsetzen von (*) und (**) in JP(zP) (6.8) ergibt sich

/ IHE max{ P (@)} a4 g,(@) firn < N
firn=N .

Somit ist gezeigt, dass bei erwartungswertbasierten zustandsabhéngigen Schrittgiitefunktionen
die Schrittgiite auch bereits nach dem Prédiktionsschritt berechnet werden kann.

Es ist zu beachten, dass hier der Fall mit unendlich vielen virtuellen Messungen betrachtet wur-
de (L* — 00). Beim Aufbau des Suchbaumes konnen nicht unendlich viele virtuelle Messungen
betrachtet werden, so dass die Auswertung der Giitefunktion vor und nach dem Filterschritt
zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihrt. Dennoch ist die Berechnung vor dem Filterschritt zu

bevorzugen, da die Betrachtung unendlich vieler virtueller Messungen dem Idealfall entspricht.

Im Falle erwartungswertbasierter zustandsabhéngiger Schrittgiitefunktionen ergibt sich die re-
kursive Berechnungsvorschrift

Joge) — @) FE{(@5)) firn <N
gn () o N

Je(as) = max {2, (28) } -

Somit muss beim hier betrachteten Spezialfall im letzten Zeitschritt N des Préadiktionshori-
zonts kein Filterschritt mehr durchgefiihrt werden, wodurch die komplette untere Ebene des
Suchbaums entfillt.

Aufwandsabschatzung

Durch die Auswertung der Schrittgiiten auf Basis der prédizierten Zustdnde und den Wegfall
der unteren Ebene des Suchbaums verringert sich der Berechnungsaufwand im Vergleich zum
direkten Vorgehen (Abschnitt 6.2.2) zur Auswertung des Suchbaums der Tiefe N erheblich.
Nunmehr sind

N N-1

DR (2% K D DN (Z{ N 07 Ky

n=1 n=1
Pridiktionsschritte zur Berechnung der Dichten fP und fM sowie

N-1

> (- (L))

n=1
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Filterschritte zur Berechnung der Dichten f¢ notwendig. Ferner muss die Schrittgiite g lediglich

ST (- ()Y

n=1

mal berechnet werden.

6.3.2 Probabilistisches Branch-and-Bound

Ahnlich der Uniform Cost Search bei der OLF-SNMPC (Abschnitt 4.3.2) kann auch bei der
CLF-I durch eine effiziente Baumsuche der benotigte Berechnungsaufwand unter Wahrung der
Optimalitit deutlich reduziert werden. Dazu wurde im Rahmen dieser Arbeit eine Erweite-
rung des Branch-and-Bound (BAB) Algorithmus [RN03] entwickelt. Die Grundidee von BAB
besteht darin, jedem besuchten Knoten des Baumes eine obere Schranke (Bound) der erreich-
baren kumulativen Giite zuzuweisen und auf Basis dieser Schranke die weitere Baumsuche
durchzufithren. Hierbei wird davon ausgegangen, dass Knoten mit einer hohen kumulativen
Giite eine besonders hohe Wahrscheinlichkeit haben, Teil der optimalen Lésung zu sein. Daher
wird jeweils der Knoten mit der héchsten kumulativen Giite zuerst untersucht (Branch-Schritt).

Bei dem hier betrachteten Problem besteht der Suchbaum nicht nur aus Kanten, welche Stell-
grofen und somit deterministischen Entscheidungen entsprechen (wie beim BAB), sondern auch
aus Kanten, welche virtuelle Messungen représentieren und fiir welche somit lediglich probabi-
listische Beschreibungen vorliegen. Dies wird beim probabilischen Branch-and-Bound (PBAB)
Algorithmus [10] beriicksichtigt.

PBAB Algorithmus

Im Folgenden wird ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgegangen, dass fiir die
Schrittgiiten gilt g, < 0. Dies kann, wie in Abschnitt 4.3.2 beschrieben, fiir endliche Schrittgiite-
funktionen ohne Einfluss auf die Losung leicht erreicht werden, indem von diesen jeweils ihr

Maximalwert abgezogen wird.

Beim PBAB Algorithmus wird dhnlich dem grundlegenden BAB-Algorithmus jedem Knoten ein
Datensatz zugewiesen, welcher eine obere Schranke der kumulativen Giite .J enthélt. Dariiber
hinaus umfasst der Datensatz einen Wahrheitswert ¢, welcher anzeigt, ob die obere Schranke
auch gleichzeitig der wahre Wert ist, also J = J gilt, sowie einen Wahrheitswert visited der
angibt, ob der Knoten bereits besucht wurde. Zu Beginn sind alle J mit 0 initialisiert, was
eine giiltige obere Schranke darstellt, da g, < 0 gilt. Die Wahrheitswerte ¢ und wvisited werden
ebenfalls mit 0 initialisiert, was FALSE entspricht.

Zu Beginn umfasst der Suchbaum des PBAB-Algorithmus (Algorithmus 6.1) lediglich den Wur-
zelknoten fy. Beginnend vom Wurzelknoten wird bei jedem Durchlauf der Hauptschleife des Al-
gorithmus der Baum zu dem Kindknoten mit dem besten J, welches noch nicht sicher bestimmt
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Algorithmus 6.1 Probabilistisches Branch-and-Bound
1: while fy.t =0 do
2 V — fo
3 while V.visited = 1 do
4 Y « child of V with maximum J and ¢t = 0
5: end while
6: if V ¢ f} then
7
8
9

C «— EXPANDCHILDREN()V)
for all children C of V do

10: Ct—0

11: end for

12: PBABUPDATE())

13: else

14: Vi1

15: PBABUPDATE(V. parent)
16: end if

17: V.visited +— 1

18: end while

wurde, d. h. t = 0, traversiert (Zeilen 2-5). Wenn es sich bei diesem Knoten um kein Blatt han-
delt (Zeile 6), werden dessen Kinder C expandiert und den C.J werden deren Schrittgiiten g
zugewiesen (Zeilen 7-9). Hierbei handelt es sich um eine obere Schranke des wahren J, da alle
moglichen nachfolgenden Schrittgiiten ¢ < 0 sind. Da nicht bekannt ist, ob C.J = C.J gilt,
wird C.t auf 0 gesetzt (Zeile 10). SchlieBlich wird J rekursiv fiir den aktuellen Knoten sowie
seine Vorgiangerknoten, wie im néchsten Abschnitt beschrieben, aktualisiert (Zeile 12). Handelt
es sich bei dem aktuellen Knoten um ein Blatt, dann gilt J = g = J (siehe (6.5)), weshalb
in diesem Fall V.t auf 1 gesetzt wird (Zeilen 13-14). In diesem Fall wird J ausgehend vom
Vorgangerknoten des aktuellen Knoten rekursiv aktualisiert, was ausreichend ist, da der aktu-
elle Knoten ein Blattknoten ist und somit keine Kinder hat (Zeile 15). AbschlieBend wird der
Wahrheitswerte visited des aktuellen Knotens auf 1 gesetzt.

Update

In jeder Iteration der Hauptschleife des PBAB-Algorithmus wird ein Knoten analysiert. Dar-
auf werden die oberen Schranken der kumulativen Giiten J gem#f Algorithmus 6.2 rekursiv
aktualisiert. Handelt es sich bei dem aktuellen Knoten um den Wurzelknoten oder einen f¢
Knoten, so ergeben sich dessen Kinder bei der hier betrachteten alternierenden Sequenz von
Pradiktions- und Filterschritten durch einen stellgroBenabhéngigen Pradiktionsschritt. Daher
kann die kumulative Giite geméaf} (6.6) aktualisiert werden (Zeilen 3-4). Dartiber hinaus handelt
es sich bei dem neuberechneten J nicht nur um eine obere Schranke von J, sondern um den
exakten Wert, falls die groite Summe der Schrittgiite ¢ und J aller Kinder ebenfalls exakt
ist (Zeile 5). Diese Tatsache erlaubt das Berechnen der wahren kumulativen Giite, ohne dass
immer alle Unterbédume analysiert werden miissen. Handelt es sich bei dem aktuellen Knoten
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Algorithmus 6.2 Update fiir PBAB

1: function PBABUPDATE(V)
9: C « children of V

3 if Ve{fy, f} then

4 V.J — max{g(V) +C.J}

5: V.t « (argmax{g(V) +C.J}).t
6: end if

7: if V € f? then

9: V.t — min{C.t}

10: end if

11: if V # f, then

12: PBABUPDATE(V. parent)

13: end if

14: end function

um einen fP Knoten, so ergeben sich dessen Kinder durch Filterschritte, welche abhéngig von
virtuellen Messwerten sind. Daher kann die kumulative Giite gemifl (6.7) aktualisiert werden
(Zeilen 7-8). In diesem Fall handelt es sich bei den neuberechneten J lediglich um exakte Werte,
falls die J aller Kinder exakt sind, da alle J der Kinder in die Berechnung einflieBen (Zeile 9).
Der Algorithmus wird solange rekursiv fortgesetzt, bis der Wurzelknoten erreicht ist (Zeile 11).

Der PBAB-Algrithmus ist abgeschlossen, sobald die kumulative Giite J berechnet ist, d. h.
sobald fy.J einen exakten Wert enthilt, was durch f;.t = 1 signalisiert wird (Algorithm 6.1,
Zeile 1). Dieses Vorgehen gewihrleistet, dass immer die optimale Stellgrofensequenz gefunden

wird.

Aufwandsabschatzung

Die Komplexitit der Suche mittels PBAB héingt stark von den sich ergebenden oberen Schran-
ken J der kumulativen Giiten ab. Im ungiinstigsten Fall ergeben sind die oberen Schranken
derart, dass sich immer die maximale obere Schranke auf der hochsten noch nicht vollstéandig
analysierten Ebene befindet, was typischerweise bei &hnlichen Schrittgiitewerten der Fall ist. In
diesem Fall muss der gesamte Baum durchsucht werden und PBAB fiihrt zu keiner Reduktion
des Berechnungsaufwands. Im giinstigsten Fall weisen die Kinder eines fP-Knoten eine erheblich
hohere Schrittgiite als die Kinder dessen Nachbarknoten auf. In diesem Fall muss lediglich ein
Unterbaum untersucht werden, was zu einem Baum wie in Abb. 6.8 dargestellt fiihrt. Hierzu

sind dann lediglich

23 (U] - (L))

n=1
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EAMEAML BAL BAL BAB LALLM

Abbildung 6.8: Optimaler Suchbaum unter Verwendung von PBAB mit N = 2 Zeitschritten, || = 2 alternativen
Stellgrofien und jeweils L* = 3 virtuellen Messungen. In dem exemplarisch dargestellten optimalen Fall miissen die
grau gezeichneten Knoten nicht ausgewertet werden.

Pridiktionsschritte zur Berechnung der Dichten fP und fM sowie

N
> (- (
n=1

Filterschritte zur Berechnung der Dichten f¢ notwendig. Ferner muss die Schrittgiite g hier
lediglich

L+ (Ul - (L))

mal berechnet werden. Damit ist in diesem Fall der Berechnungsaufwand nicht mehr polynomiell
von der Anzahl der Stellgrofien |U/| mit Exponent N abhéngig.

PBAB bei erwartungswertbasierte stellgr6Benabhangige Schrittgiiten

Im Falle erwartungswertbasierter stellgroBenabhéingiger Schrittgiiten kann PBAB analog an-
gewendet werden, wobei in diesem Fall die Schrittgiite wie in Abschnitt 6.3.1 beschrieben auf
Basis der préadizierten Dichten berechnet wird. Im ungiinstigsten Fall muss auch hier der kom-
plette Baum untersucht werden, was zu dem in 6.3.1 beschriebenen Berechnungsaufwand fiihrt.
Im giinstigsten Fall weist hier jeweils ein fP-Knoten eine erheblich hohere Schrittgiite als seine
Nachbarknoten auf, so dass lediglich dessen Unterbaum untersucht werden muss. In diesem Fall

STl (B S (- (7))

Pridiktionsschritte zur Berechnung der Dichten fP und f™ und

=

= (7))

n=1
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T /P
/E\j 7@»3

EAMLEAR BAL AAR BAA ALK

Abbildung 6.9: Optimaler Suchbaum unter Verwendung von PBAB bei erwartungswertbasierter stell-
groBenabhéngiger Schrittgiite mit N = 2 Zeitschritten, |U| = 2 alternativen Stellgréfien und jeweils L* = 3 vir-
tuellen Messungen. In dem exemplarisch dargestellten optimalen Fall miissen die grau gezeichneten Knoten nicht
ausgewertet werden.

= K

Filterschritte zur Berechnung der Dichten f¢ durchgefiihrt werden. Ferner muss die Schrittgiite
g lediglich
N
|u| Lz n— 1)

n=1

mal ausgewertet werden. Exemplarisch ist ein sich in diesem giinstigsten Fall ergebende Such-
baum in Abb. 6.9 dargestellt.

Zusammenfassung der Verfahren zur CLF-I-SNMPC

In diesem Kapitel wurde ein Verfahren zur Stellwertberechnung fiir die CLF-I-SNMPC vor-
gestellt. Da hier die Regelung auf Basis geschétzter Zustandsinformationen erfolgt, wurde
ein Verfahren vorgestellt, welches dies explizit bei der Bestimmung der Stellwerte beriicksich-
tigt und somit die kombinierten Schétzung und Regelung in integrierter Form gestattet. Als
Grundlage dieses Verfahrens wird bei der Regelung das rekursive Vorgehen der Bayes’schen
Zustandsschiatzung nachempfunden. Da hierzu die Fusion mit Messwerten nétig ist, welche zu
dem betrachteten Zeitpunkt noch nicht vorliegen, werden virtuelle Messungen eingefiihrt, wel-
che die zu erwartenden Messwerte reprasentieren. Diese virtuellen Messungen werden auf Basis
pradizierter Wahrscheinlichkeitsdichten zukiinftiger Messwerte giitemaf3basiert bestimmt.

Zur Berechnung der notwendigen Pradiktionsschritte werden wiederum Verfahren basierend auf
der Approximation der Systemtransitionsdichte mittels einer GauBmischdichte oder einer hy-
briden Dichte verwendet. Zur Durchfithrung der hier notwendigen Filterschritte werden Erwei-
terungen dieser Verfahren eingesetzt. Durch Verwendung der bereits bei der OLF-SNMPC vor-
gestellten Verfahren zur Schrittgiitemodellierung kann auch hier eine effiziente probabilistische

Auswertung der Giitefunktionen in geschlossener Form erfolgen.

Um die Effizienz des vorgestellten Verfahrens weiter zu erhdhen, wurde zum einen eine be-
sonders effiziente Vorgehensweise zur Berechnung der Giitemafle bei erwartungswertbasierten
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stellgroBenabhéngigen Schrittgiiten beschrieben. Zum anderen wurde ein, ergénzend anwendba-
res, Verfahren zur effizienten Auswertung des sich ergebenden Suchbaumes vorgestellt, welches
eine probabilistische Erweiterung des Branch-and-Bound-Algorithmus darstellt.
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KAPITEL 7

Simulationen und Experimente

In diesem Kapitel wird die Effektivitéat der in Kapitel 4-6 vorgestellten Verfahren zur SNMPC
anhand von Experimenten und Simulationen zur Bewegungsregelung miniaturisierter Laufrobo-
ter (Anhang A) gezeigt, wobei hierzu die bereits eingefiihrten Beispielszenarien A: stochastische

Lageregelung sowie B: stochastische Bahnplanung verwendet werden.

7.1 Beriicksichtigung von Systemunsicherheiten bei der Lageregelung

Zunéchst soll der positive Einfluss durch die Beriicksichtigung von Systemunsicherheiten auf die
Qualitéit der Regelung gezeigt werden. Hierzu wird ein deterministischer NMPC-Regler (CEC,
Abschnitt 2.4) mit denjenigen SNMPC-Reglerkonzepten verglichen, welche zwar die probabi-
listische Systembeschreibung, nicht aber den Einfluss der Zustandsschitzung berticksichtigen,
d. h. OLF (Kapitel 4) und CLF-P (Kapitel 5). Dieser Vergleich erfolgt anhand von Beispiels-
zenario A, bei dem sich der miniaturisierte Laufroboter entlang eines Hindernisses, z. B. einer

Wand, bewegen soll.

7.1.1 Simulationen

Um einen besonders aussagekriftigen Vergleich der verschiedenen Regler vornehmen zu kénnen
und auflerdem sekundire Effekte weitestgehend auszuschlieSen, werden zunéchst Simulatio-
nen betrachtet, da somit identische Realisierungen des Mess- und Systemrauschens fiir die

verschiedenen Regler verwendet werden konnen.

In den Simulationen wird ein Betriebsmodus des Roboters verwendet, bei dem auf die konstante
Vorwértsbewegung Lenkbewegungen superponiert werden, was zu dem nichtlinearen schrittdis-
kreten kinematischen Modell (2.2) fiihrt. Hierbei ist die Schrittweite s = 1 und die mdéglichen
Stellwerte sind U = {—0,2; 0; 0,2} (links, rechts, geradeaus). Das Systemrauschen wj und wf
wird als weiles Gauf’sches Rauschen mit Standardabweichung o2 = 0,5 bzw. 0% = 0,05 ~ 2,9°

simuliert.

Da bei diesen Simulationen insbesondere die Beriicksichtigung des stochastischen Systemver-
haltens betrachtet werden soll und die Effekte der Zustandsschétzung nur eine untergeordnete
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Abbildung 7.1: Giitefunktion g, bestehend aus der Summe einer Gauifunktion und einem stiickweise konstanten
Anteil.

Rolle spielen sollen, wird die lineare Messgleichung

z7 Ty vy
= +
Lf] by, vy

verwendet. Hier ist der Systemzustand lediglich von einem additiven Rauschterm v, = [v;g, vi] T
iiberlagert, kann aber sonst direkt gemessen werden. Bei Messrauschen v, mit einer grofien
Kovarianz liegt eine sehr schwache Zustandsriickfithrung, d. h. ein fast ideales OLF vor. Hat
das Messrauschen eine sehr kleine Kovarianz oder kann es sogar komplett vernachlassigt werden,
dann kann von einer weitestgehend direkten Zugénglichkeit der Zustinde ausgegangen werden,
d. h. es liegt ein fast ideales CLF-P vor.

Alle drei hier verglichenen Regler (CEC, OLF, CLF-P) verwenden einen 4-schrittigen Préadikti-
onshorizont, mit einer fiir alle 4 Schritte identischen erwartungswertbasierten zustandsabhéngi-
gen Giitefunktion g,(x,) = Ez{gn(x,)}, wobei g, in Abb. 7.1 dargestellt ist. Bei g, handelt
es sich um die Superposition einer Gaufifunktion und einer stiickweise konstanten Funktion.
Die Giitefunktion ist derart gewéhlt, dass das Maximum von g, beim optimalen Abstand zum
Hindernis bei #,, = 1,5 liegt. Beziiglich des Winkels vom Roboter zum Hindernis liegt das Ma-
ximum bei ¢, = 0, so dass eine parallele Ausrichtung des Roboters zum Hindernis bevorzugt
werden soll. Im Bereich des Hindernisses (z,, < 0) wird dem Gaufanteil eine konstante Funktion
mit dem Wert -2 als , Strafterm* additiv iiberlagert.

Sowohl bei der OLF- als auch bei der CLF-P-SNMPC werden die in Abschnitt 4.1.2 bzw.
Abschnitt 5.3 beschriebenen Verfahren zur Stellwertberechnung auf Basis hybrider Transitions-
dichten verwendet, so dass die Zustandsdichten durch GauBmischdichten repréasentiert werden.
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Abbildung 7.2: Beispielszenario A: 30 Schritte eines Simulationslaufs bei Messrauschen mit kleiner Kovarianz
(Standardabweichung o, = 0,05 = 0,1 - oy,).

Zusammen mit der verwendeten Giitefunktionsmodellierung kénnen somit sdmtliche Berech-
nungen zur Stellwertbestimmung analytisch ausgefiihrt werden. Die Zustandsschétzung erfolgt
analog, wobei die Pradiktion ebenfalls unter Zuhilfenahme hybrider Transitionsdichten erfolgt.
Der Filterschritt kann auf Grund der linearen Messgleichung geschlossen mittels einer Bank von
Kalman-Filtern berechnet werden. Die Berechnung der beiden stochastischen Regler erfolgt auf
Basis der vollstiandigen geschéitzten Dichteinformation, der deterministische CEC-Regler legt
lediglich den Mittelwert der Schitzung zugrunde.

In Abb. 7.2 (a) und Abb. 7.3 (a) sind exemplarisch 30-schrittige Simulationsldufe dargestellt.
Der Abstand des Roboters zur Wand xj entspricht der Position der Kreise, die Ausrichtung ¢
wird durch die Striche markiert. In einem Simulationslauf werden fiir alle drei verwendeten
Regler identische Realisierungen des System- und Messrauschens verwendet.

Der CEC-NMPC-Regler versucht, unabhéngig vom Messrauschen, den Roboter auf das Maxi-
mum der Giitefunktion (gestrichelte Linie bei x = 1,5) zu regeln. Hierbei findet das stochastische
Systemverhalten keinerlei Beriicksichtigung. Die beiden stochastischen Regler hingegen fiihren
im Mittel zu einem grofleren Abstand zum Hindernis, da sie die nichtsymmetrische Giitefunkti-
on zusammen mit den Systemunsicherheiten und den initialen Schéitzunsicherheiten (bei n = 0)
in der Regelung beriicksichtigen. Der OLF-Regler fiihrt in dem vorliegenden Szenario zu einem
konservativeren Verhalten, d. h. der Abstand zum Hindernis ist insbesondere in der Néhe des
Hindernisses typischerweise etwas grofler als der optimale Abstand, da die Zustandsriickfithrung,
welche eigentlich zu einer Reduktion der Unsicherheit fithrt, innerhalb des Priadiktionshorizonts
vernachlassigt wird und somit die Unsicherheit der Zustandsschédtzung iiberschétzt wird. Der
CLF-P-Regler hingegen fiihrt typischerweise zu einer leicht {iberoptimistischen Abschétzung der
Unsicherheit innerhalb des Prédiktionshorizontes, da von einer idealen Zustandsriickfiihrung
ausgegangen wird. Bei Messrauschen mit kleiner Kovarianz, d. h. schwachem Messrauschen,
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Abbildung 7.3: Beispielszenario A: 30 Schritte eines Simulationslaufs bei Messrauschen mit grofler Kovarianz
(Standardabweichung o, = 1 = 2 - o, ). Die 1-0-Grenzen der Positionsschéitzung sind mit Balken dargestellt.

(Abb. 7.2) ist dieses Verhalten adidquat, die erreichte Giite ist im Schnitt besser als diejenige
bei OLF-Regelung (Abb. 7.2 (b)). Bei Messrauschen mit sehr groBer Kovarianz hingegen, d. h.
starkem Messrauschen, (Abb. 7.3) fithrt die iberoptimistische Abschétzung der Unsicherheiten
dazu, dass der Abstand zum Hindernis zu gering ist, was zu einer im Schnitt niedrigeren Giite
als bei der OLF-Regelung fithrt (Abb. 7.2 (b)). Der deterministische CEC-Regler beriicksichtigt
im Gegensatz zu den beiden stochastischen Reglern keinerlei Unsicherheiten, was hier zu einer
deutlich iberoptimistischen Abschétzung der Unsicherheiten fiihrt. Somit wird der Abstand
zum Hindernis typischerweise zu niedrig gewihlt, was zu einer im Schnitt deutlich niedrigeren
Giite als bei den stochastischen Reglern fiihrt, wobei dieser Effekt bei Messrauschen mit ei-

ner grofien Kovarianz (Abb. 7.3 (b)) ausgeprégter ist als bei Messrauschen mit einer kleinen

Kovarianz (Abb. 7.2 (b)).

Die beschriebenen Effekte wurden anhand von Simulationsreihen von jeweils 100 Simulationen
mit je 30 Simulationsschritten fiir Messrauschen mit unterschiedlicher Standardabweichung
verifiziert. Innerhalb einer Simulationsreihe werden die Startwerte gleichverteilt aus dem Wer-

tebereich zo € [1,6] und ¢y € [—n/5,7/5] variiert. Zur besseren Vergleichbarkeit werden in

Tabelle 7.1: Beispielszenario A: Mittlere kumulative Schrittgiite iiber 100 Simulationsldufe bei Messrauschen mit
unterschiedlicher Standardabweichung.

Standardabweichung Messrauschen CEC OLF CLF-P

oy = 0,001 - 0y 19,48 (91,8%) | 20,72 (97,6%) | 21,22 (100,0%)
oy =0,1-0y 19,40  (92,9%) | 20,70 (99,1%) | 20,89 (100,0%)
Oy =2 0w 1422 (82,8%) | 17,19 (100,0%) | 16,93  (98,5%)
Oy =5-0uw 5,07 (42,6%) | 11,89 (100,0%) | 10,85 (91,2%)

82



7.1. Beriicksichtigung von Systemunsicherheiten bei der Lageregelung

Abbildung 7.4: Experiment zu Beispielszenario A. Das Hindernis ist durch die Bodenmarkierung im unteren
Bildteil symbolisiert, wobei der optimale Abstand durch den diinnen Strich markiert ist. Die beiden Roboter in der
oberen Bildhilfte dienen als Landmarken zur Abstandsmessung.

allen vier Messreihen identische Realisierungen der Startwerte sowie des Mess- und Systemrau-
schens, abgesehen von der Skalierung des Messrauschens, verwendet. In Tabelle 7.1 sind die
mittleren kumulativen Giiten fiir die drei betrachteten Regler angegeben, wobei zur besseren
Vergleichbarkeit jeweils auch normierten Giiten angegeben sind, wobei hier die Normierung
auf den innerhalb einer Simulationsreihe besten Regler erfolgt. Zum einen zeigt sich, dass die
Qualitat aller drei Regler mit stirkerem Messrauschen abnimmt. Dieser Effekt ist beim de-
terministischen Regler besonders ausgeprigt, beim OLF-Regler am geringsten. In den beiden
betrachteten Fiéllen, in denen das Messrauschen kleiner als das Systemrauschen ist, liefert der
CLF-P-Regler die beste Qualitéit. Ist das Messrauschen grofler als das Systemrauschen, dann
fithrt der OLF-Regler zu den besten Ergebnissen. Unabhéngig von der Gréfle der Kovarianz
des Messrauschens ist die Qualitdt der stochastischen Regler deutlich besser als die des deter-
ministischen, wobei dieser Unterschied bei groffen Kovarianzen noch deutlich ausgepréagter ist
als bei kleinen.

7.1.2 Experimente

Neben den Simulationen, welche im vorangegangenen Abschnitt beschrieben sind, wurden zum
Beispielszenario A auch Experimente mit realen Laufrobotern durchgefiihrt (Abb. 7.4).

Die Laufroboter werden hier im selben Betriebsmodus wie in den Simulationen betrieben, so-
dass weiterhin das kinematische Modell (2.2) gilt, wobei hier die moglichen Stellwerte, d. h.
Lenkbewegungen U = {—4°;—2°,0°; 2°; 4°} sind. In den Experimenten wird die Position
und Orientierung der Roboter mittels Abstandsmessungen zu anderen Robotern, welche als
Landmarken dienen, geschétzt. Dies fiihrt zu der nichtlinearen Messgleichung

zi =/ (wr — &)° + (Y — Yp)? + (7.1)

wobei [&y,9,]" die ebenfalls unsicherheitsbehaftete Position des Landmarkenroboters und vy,
das additive Messrauschen bezeichnet. Da diese Abstandsmessungen, wie in Anhang A.4.1
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beschrieben, emuliert werden, kann das Messrauschen frei gewéhlt werden, wobei hier weifles
Gaufy’sches Rauschen mit einer Standardabweichung von ¢¥ = 20 mm verwendet wird. Ferner
wird nicht in jedem Schritt eine Abstandsmessung durchgefiihrt, sondern lediglich, wenn die
Positionsschitzung eine vorgegebene Schranke der Standardabweichung iiberschreitet, d. h.
die Schétzung zu unsicher ist. Als Unsicherheitsschranke wird hier eine Standardabweichung
von 40 mm verwendet. Wird diese Unsicherheit iiberschritten, wird gemafi dem in Anhang B
beschriebenen Verfahren zur Sensoreinsatzplanung ein méglichst geeigneter Landmarkenroboter
ausgewahlt, zu dem dann eine Abstandsmessung erfolgt.

T T T T
~
>
Hindernis
1 1 1 1
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
x/m —
(a) Experiment mit OLF-SNMPC-Regelung.
T T T T
q Landmarkenrobotelp
0,5 .
~
=
Hindernis
1 1 1 1
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

xr/m —
(b) Experiment mit CEC-NMPC-Regelung.

Abbildung 7.5: Beispielszenario A: Experimentallauf mit OLF-SNMPC- bzw. CEC-NMPC-Regelung.

In beiden Fillen ist die Startposition des geregelten Roboters (rot, jeweils im unteren Bildbereich) sowie die Position
der Landmarkenroboter (jeweils im oberen Bildbereich) identisch. Die Roboter sind jeweils an ihrer wahren Position
zum Zeitpunkt einer Abstandsmessung dargestellt, wobei die Partner einer Abstandsmessung durch grau gestrichelte
Linien markiert sind. Die geschétzten Positionen der Roboter, auf deren Grundlage die Regelung erfolgt, sind mit
3-0-Grenzen dargestellt (schwarze Balken).
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Tabelle 7.2: Beispielszenario A: Ergebnisse von 2 x 20 Experimentalldufen mit je 100 Schritten.

OLF CEC
mittlere kumulative Schrittgiite 94,4 -327,5
Anz. Laufe als Regler mit héchster Giite 17 (85%) 3 (15%)
Anz. Liufe mit Hinderniskontakt 0 (0%) 16 (80%)

Im Folgenden wird ein OLF-SNMPC-Regler mit einem CEC-NMPC-Regler verglichen. Als
SNMPC-Regler ist bei den hier vorliegenden Bedingungen ein OLF-Regler besonders geeignet,
da in den meisten Schritten keine Messungen erfolgen, also ein OLF vorliegt, und ferner durch
die heuristische Sensoreinsatzplanung eine Voraussage der Messzeitpunkte sowie der dann ver-
wendeten Landmarkenroboter nur sehr eingeschrankt mdoglich ist. Beide Regler verfiigen iiber
einen 3-schrittigen Prédiktionshorizont. Die in beiden Reglern verwendete zustandsabhéngige
Schrittgiite ist der in Abb. 7.1 &hnlich, wobei hier anstelle einer Gaufifunktion die Summe zwei-
er, bis auf ihre ¢-Position identische, Gaufifunktionen verwendet wird, was dazu fiihrt, dass
kleine Abweichungen des Winkels zum Hindernis auch nur einen sehr kleinen Einfluss auf die
Giite haben. Der optimale Abstand zum Hindernis, was auch bei ¢ = 0 dem Maximum der
Giitefunktion entspricht, liegt bei 25 mm, wobei an dieser Stelle die Giite 1 ist. Im Bereich
des Hindernisses ist eine negative Giite von -20 den Gauffunktionen superponiert, was einem

Strafterm entspricht, wenn der Roboter das Hindernis beriihrt.

In Abb. 7.5 ist exemplarisch einer der Experimentalléufe fiir die beiden betrachteten Regler dar-
gestellt. Ahnlich zu den Simulationen in Abschnitt 7.1.1 kann man auch hier deutlich erkennen,
dass der Robotern unter stochastischer Regelung (Abb. 7.5(a)) sowohl die Unsicherheiten der
Zustandsschétzung zum Zeitpunkt n = 0 (dargestellt in Abb. 7.5 durch die schwarzen Balken)
zusammen mit dem Systemrauschen beriicksichtigt, was dazu fithrt, dass im Vergleich zum Ro-
boter unter deterministischer Regelung (Abb. 7.5(b)) ein deutlich hoherer Sicherheitsabstand
zum Hindernis gehalten wird. Der Roboter unter deterministischer CEC-Regelung wird ledig-
lich ausgehend vom Mittelwert der Zustandsschiatzung zum Maximum der Giitefunktion hin
geregelt, was dazu fiihrt, dass es in dem hier dargestellten Lauf mehrfach zum Hinderniskontakt

kommt.

In Tabelle 7.2 sind die Ergebnisse von 2 x 20 Experimentalldufen mit je 100 Schritten dargestellt,
wobei in den einzelnen Léaufen sowohl die Startposition des geregelten Roboters als auch die
Positionen der Landmarkenroboter bei beiden Reglern jeweils identisch sind. Sowohl in der
mittleren erreichten kumulativen Schrittgiite (85,1 bei stochastischer OLF-Regelung gegeniiber
-300,5 bei deterministischer CEC-Regelung), wobei in 85% der Liufe der stochastische Regler
zu einer hoheren Giite als der deterministische Regler gefithrt hat, als auch in der Anzahl
der fehlgeschlagenen Léaufe, bei der der Roboter Hinderniskontakt hatte (0% der Léaufe bei
stochastischer OLF-Regelung gegeniiber 80% bei deterministischer CEC-Regelung) zeigt sich
deutlich der positive Einfluss der Beriicksichtigung von Unsicherheiten auf das Ergebnis der
Regelung. Hierbei handelt es sich sowohl beim Erreichen einer hoheren Giite als auch bei der
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Anzahl der erfolgreichen Laufe ohne Hinderniskontakt trotz der recht kleinen Anzahl von 20
Laufen um hochsignifikante Aussagen mit einem p-Wert!von 0,02% bzw. 0,13% .

7.2 Beriicksichtigung von System- und Messunsicherheiten bei der
Bahnplanung

In diesem Abschnitt soll neben dem Einfluss von Systemunsicherheiten auf die Regelung, wel-
cher bereits im letzten Abschnitt betrachtet wurde, auch der Einfluss von unsicheren Messungen
gezeigt werden und wie durch Beriicksichtigung dieser Effekte die Qualitdt der Regelung signi-
fikant gesteigert werden kann. Hierzu erfolgt der Vergleich eines CLF-I-SNMPC Reglers (Kapi-
tel 6), welcher System- und Messunsicherheiten beriicksichtigt, mit einem OLF-SNMPC-Regler,
welcher lediglich Systemunsicherheiten beriicksichtigt und einem deterministischen CEC-NMPC
Reglers, welcher weder System- noch Messunsicherheiten beriicksichtigt. Dieser Vergleich erfolgt
anhand von Beispielszenario B, bei dem der miniaturisierte Laufroboter (Anhang A) in einer
Umgebung mit Hindernissen eine Zielregion erreichen soll.

Die Umgebung, in der sich der Roboter bewegen soll (Abb. 7.6 a)) wird mit einer zustands-
abhéngigen erwartungswertbasierten Giitefunktion wie in Abb. 7.6 b) dargestellt modelliert. Die
Zielregion (hell) bei [90,50]" wird mit GauBfunktionen mit einem Maximalwert von 1 model-
liert. Hindernissen, z. B. Winden, wird ein additiv superponierter Strafterm von -2 zugewiesen
(dunkel). Der Roboter wird in einem Modus betrieben, bei dem auf die konstante Vorwérts-
bewegung Lenkbewegungen superponiert werden, was zu dem nichtlinearen schrittdiskreten
kinematischen Modell

Tt Xy + uj - cos(¢y + uf) wy
Tpi1 = |Ypy1 | = |Yp T up - sin(gpy, —I—ui) + |wi]| .
Pri1 by + uj, w},

fiihrt, welches (A.2) ohne Seitwiirtsbewegung entspricht. Der Zustandsvektor &, = [z, Y., P5]"
umfasst hier die Position und Orientierung des Roboters in der Ebene. Der Stellgrofienvektor
w, = [uf,u]" ist die gewiinschte Schrittweite uj in Vorwirtsrichtung und der gewiinschte

Lenkwinkel uf Insgesamt gibt es sieben mogliche vektorwertige Stellwerte

A Lol sl ) ] o) Le)

Das Systemrauschen des Roboters w;, = [w§, w?Y, wi]T wird als weiles Gaufi’sches Rauschen

mit Standardabweichung 0% = ¢¥ = 1,5 bzw. 0% = 3° simuliert. Wie beim Experiment in letzten
Abschnitt wird auch hier Position und Orientierung der Roboter mittels Abstandsmessung zu

1 Der p-Wert des Signifikanztestes gibt an, wie hoch die Wahrscheinlichkeit eines gleich
guten oder besseren Ergebnisses wéire, wenn die Ho-Hypothese gilt, dass die Qualitit
der Verfahren identisch ist. Ist diese Wahrscheinlichkeit unter 5%, wird die iiberpriifte
Aussage (Hi-Hypothese) als signifikant bezeichnet, ist die Wahrscheinlichkeit unter 1%,
als hochsignifikant.
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Abbildung 7.6: Beispielszenario B: Umgebung mit Hindernissen, Startposition des Roboters bei z, =
[-5,—5,45°]7, Zielregion bei [90,50]" a) Ausgangssituation, Hindernisse sind schwarz dargestellt b) Modellierung
mittels Giitefunktion aus superponierten Gauffunktionen und stiickweise konstanten Funktionen.

Landmarken bestimmt, weshalb ebenfalls Messgleichung (7.1) gilt, wobei das additive weifle
Gaufy’sche Messrauschen mit Standardabweichung o¥ = 0,25 simuliert wird.

Im Folgenden werden zwei Szenarien mit identischen Schrittgiitefunktionen (Abb. 7.6) betrach-
tet, welche sich lediglich in den Messraten zu verschiedenen Landmarken unterscheiden. Der
Roboter, welcher bei 2, = [—5, —5,45°]T startet, hat zwei Alternativen um die Zielregion bei
[90,50]7 zu erreichen: (1) den linken Pfad, welcher linger aber auch breiter ist sowie (2) den
rechten Pfad, welcher kiirzer aber auf Grund des Hindernisses im unteren Bereich auch schma-
ler und somit schwieriger zu nutzen ist. Im Szenario a) gibt es eine primére Landmarke bei
[20, —40]T, zu welcher zu jedem Zeitschritt k eine Abstandsmessung durchgefithrt wird. Ferner
gibt es eine zweite Landmarke bei [100, —10]T, zu welcher zusitzlich in jedem vierten Zeitschritt
gemessen wird. In Szenario b) ist die Position der priméren und der sekundéren Landmarke ver-
tauscht. In Szenario a) (Abb. 7.7 a)) fiihrt die Position der priméren Landmarke bei [20, —40]"
im relevanten Bereich insbesondere in y-Richtung zu hochqualitativen Positionsschétzungen.
Dies ist besonders im engen Bereich des rechten Pfades wichtig. In Szenario b) (Abb. 7.7 b))
fiihrt die Position der priméren Landmarke bei [100, —10]T insbesondere in z-Richtung zu hoch-
qualitativen Positionsschiatzungen. Die Qualitidt der Positionsschétzung in y-Richtung ist hier
deutlich niedriger als im ersten Szenario.

Zur Berechnung der CLF-I-SNMPC-Stellwerte werden die Verfahren aus Kapitel 6 eingesetzt.
Sowohl die Préadiktionen als auch die Filterung mit virtuellen Messungen, wobei hier jeweils
lediglich eine virtuelle Messung pro Schritt verwendet wird, geschieht wie beschrieben auf Basis
hybrider Transitionsdichten. Ebenso werden die préadizierten Zustandsdichten zur Berechnung
der OLF-Stellwerte sowie die Wahrscheinlichkeitsdichten der geschéitzten Roboterpositionen,
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Abbildung 7.7: Beispielszenario B: Simulationsldufe mit primérer Landmarke zur Abstandsmessung bei a) & = 20,
¥ = —40 und b) & = 100, y = —10. Die Simulationen werden beendet, wenn ein Roboter gegen ein Hindernis trifft.

welche als Grundlage fiir alle drei Reglervarianten dienen, mittels hybrider System- und Mess-
Transitionsdichten berechnet. Somit kann die Stellwertberechnung bei allen drei Reglern analy-
tisch erfolgen. Fiir den deterministischen CEC-NMPC-Regler werden ferner zur Berechnung der
Stellwerte die Giitefunktionsanteile der Hindernisse um jeweils zwei Langeneinheiten vergrofiert,
um so sicherzustellen, dass obwohl dieser Regler jeglichen Rauscheinfluss vernachlassigt, der
Roboter nicht sofort gegen ein Hindernis stofit. Alle drei Regler verwenden einen 3-schrittigen
Pradiktionshorizont.

In Abb. 7.7 ist jeweils ein exemplarischer Simulationslauf fiir die beiden betrachteten Szenarien
dargestellt. Unabhéngig von der Anordnung der Landmarken wéhlt der Roboter unter deter-
ministischer CEC-Regelung in beiden Fillen den kiirzeren rechten Pfad und stof8t dann gegen
ein Hindernis, da bei CEC-Regelung jegliche stochastischen Effekte ignoriert werden, d. h. die
vorhandenen Unsicherheiten deutlich unterschétzt werden. Der Roboter unter stochastischer
OLF-Reglung wahlt jeweils wiederum unabhéngig von der Anordnung der Landmarken den
breiteren aber langeren linken Pfad, da durch die OLF-Annahme die Unsicherheiten iiberschétzt
werden. Bei Verwendung des CLF-I-Reglers verhélt sich der Roboter abhéngig von der Anord-
nung der Landmarken unterschiedlich in den beiden Szenarien. In Szenario a) gestatten die
Abstandsmessungen genaue Positionsschéitzungen in y-Richtung, weshalb die Wahl des rechten
Pfades hinreichend sicher ist. Da dies bei der CLF-I-Regelung beriicksichtigt wird, wird der
rechte kiirzere Pfad vom Roboter verwendet. In Szenario b) liefern die Abstandsmessungen in
y-Richtung keine hinreichend hohe Schéatzgenauigkeit. Somit wird vom CLF-I-Regler der linke
breitere Pfad gewéhlt.

Fiir jedes der beiden Szenarien wurden je 100 Simulationsldufe mit den drei betrachteten Reg-
lern durchgefiihrt (Tabelle 7.3), wobei jeweils identische Rauschrealisierungen fiir die unter-
schiedlichen Regler verwendet wurden. Beide stochastischen Regler (OLF und CLF-I) erreichen
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Tabelle 7.3: Beispielszenario B: Ergebnisse von 100 Simulationsldufen.

a) Primire Landmarke bei [20, —40]" | b) Primire Landmarke bei [100, —10]"
CLF-I OLF CEC CLF-I OLF CEC
Zielregion erreicht 98% 100% 50% 96% 98% 46%
Benotigte Schritte bis Zielregion 15,9 20,7 15,1 20,6 20,7 15,2
mittlere kumulative Schrittgiite 20,7 18,4 19,9 18,6 18,5 18,7

in der grofien Mehrheit der Fille sicher die Zielregion (> 96%), wohingegen dies beim deter-
ministischen CEC-Regler nur in hochstens 50% der Laufe der Fall ist. In Szenario a) wird vom
CLF-I-Regler der kiirzere Weg gewihlt, sodass lediglich im Mittel 15,9 Schritte zum Erreichen
der Zielregion notwendig sind. Die hohere Leistungsfihigkeit des CLF-I-Reglers zeigt sich auch
bei der mittleren kumulativen Schrittgiite iiber die ersten 25 Schritte, wobei hier nur diejenigen

Roboter beriicksichtigt werden, welche nicht gegen ein Hindernis treffen.

In dem betrachteten Fall mit einem 3-schrittigen Horizont und L* = 1 virtuellen Messungen
miisste zur Berechnung des CLF-I-Stellwerts ein Suchbaum mit 722 Knoten ausgewertet wer-
den. Durch Verwendung der in Abschnitt 6.3 vorgestellten Verfahren, insbesondere dem proba-
bilistischen Branch-and-Bound (Abschnitt 6.3.2) kann der benétigte Berechnungsaufwand etwa
um den Faktor 8 reduziert werden. Bei langeren Pradiktionshorizonten oder einer hoheren An-
zahl von Stellgréfen kann typischerweise eine noch weit deutlichere Aufwandsreduktion erzielt

werden.

Zusammenfassung der Simulationen und Experimente

In diesem Kapitel wurde die Effektivitit der in den vorangegangenen drei Kapiteln beschriebe-
nen Verfahren zur SNMPC anhand von Simulationen und Experimenten gezeigt. Hierzu wurden
die Beispielszenarien zur stochastischen Lageregelung und zur stochastische Bahnplanung ei-
nes miniaturisierten Laufroboters, welche bereits in vorhergehenden Kapitel eingefiihrt wurden,

aufgegriffen.

Sowohl in den Simulationen als auch in den Experimenten konnte eine signifikante Verbesserung
der Regelungsqualitit durch eine Beriicksichtigung von Unsicherheiten erzielt werden.

Ferner konnte gezeigt werden, welchen Einfluss das Messrauschen bzw. die Zugénglichkeit der
Zustande auf die Effektivitdt der verschiedenen SNMPC-Verfahren hat. Auch wenn die Effek-
te der Zustandsschétzung nicht explizit in der Regelung beriicksichtigt wurden, wie dies bei
einer CLF-I-SNMPC der Fall wire, konnte durch eine passende Wahl des SNMPC-Verfahrens
die Qualitdt der Regelung positiv beeinflusst werden. Es konnte gezeigt werden, dass eine
OLF-Regelung einer CLF-P-Regelung bei Messrauschen mit grofler Kovarianz typischerweise
iiberlegen ist, sowie dass bei Messrauschen mit kleiner Kovarianz eine CLF-P-Regelung bessere
Ergebnisse als eine OLF-Regelung liefert.
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Schliefllich konnte gezeigt werden, dass durch eine explizite Beriicksichtigung der Effekte der
Zustandsschétzung, wie es bei der vorgestellten CLF-I-SNMPC geschieht, eine Regelung erfol-
gen kann, welche direkt die Qualitét zukiinftiger Zustandsinformationen beriicksichtigt und auf

diese adaquat reagiert.
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KAPITEL 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden neuartige Verfahren zur Regelung nichtlinearer Systeme unter Bertick-
sichtigung stochastischer Unsicherheiten vorgestellt. Einsatzgebiete dieser Verfahren sind neben
der Regelung von Robotern, welche hier exemplarisch betrachtet wird, alle diejenigen Bereiche,
in denen technische Systeme mit einem nichtlinearen Systemverhalten bzw. einer nichtquadra-
tischen Giitefunktion unter starkem Rauscheinfluss hochgenau geregelt werden sollen. Hierzu
zéhlen unter anderem die chemische Prozessindustrie, die Fahrzeugtechnik sowie die Luft-und
Raumfahrt.

Der hier verfolgte Ansatz basiert auf der modell-pradiktiven Regelung, bei welcher der Sys-
temzustand stellgréfenabhéngig innerhalb eines endlichen Horizontes pradiziert und mittels
einer Giitefunktion bewertet wird. Auf Basis dieses Giitemafles wird der optimale Stellwert
ausgewdahlt, welcher dann zur eigentlichen Regelung verwendet wird. Bei den hier entwickelten
Verfahren erfolgt eine stochastische Zustandspradiktion auf Basis probabilistischer System-
modelle. Somit werden die pradizierten Systemzustinde mit einer vollstdndigen Wahrschein-
lichkeitsdichte und nicht, wie bei der deterministischen modell-pradiktiven Regelung iiblich,
lediglich mit einem festen Wert, beschrieben. Bei den in dieser Arbeit betrachteten Systemen
handelt es sich insbesondere um Systeme mit kontinuierlichwertigen Zustédnden und diskreten
Stellgrofen.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren zur stochastischen nichtlinearen modell-pradikti-
ven Regelung beriicksichtigen sowohl explizit den Einfluss des Systemrauschens als auch die
Zugénglichkeit der Zustandsgroflen. Da die sich ergebenden stochastischen Optimierungspro-
bleme im Allgemeinen nicht geschlossen losbar sind, wurden effiziente approximative Losun-
gen vorgestellt. Diese basieren auf einer Kombination der nichtlinearen stochastischen Zu-
standsschétzung mittels Approximation der Systemtransitionsdichte, wobei hier zwei alterna-
tive Verfahren verwendet werden, mit einer speziellen Modellierung der Giitemafle auf Ba-
sis verschiedener Funktionsklassen, wie klassischen polynomiellen Giitefunktionen sowie auch
GaufBmischgiitefunktionen. Die Kombination dieser Techniken gestattet die probabilistische
Auswertung der Giitefunktionen auf sehr effiziente Weise in geschlossener Form.
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Beziiglich der Zustandszugénglichkeit wurden drei relevante Félle unterschieden, fiir die, je-
weils unter Verwendung der effizienten Zustandspradiktion mittels Transitionsdichteapproxima-
tion und den speziellen Modellierungen der Giitemafle, entsprechende Verfahren zur effizienten

Stellwertbestimmung vorgestellt wurden.

Beim Open-Loop-Feedback (OLF) wird der Zustand innerhalb des betrachteten Pradiktions-
horizonts als nicht zugénglich modelliert, d. h. die Bestimmung der Stellwerte erfolgt unter der
Annahmen, dass keine Zustandsriickfithrung vorliegt. Somit kann hier die Stellwertberechnung
direkt durch Auswahl der optimalen Stellwerte auf Basis stellwertabhéngig-pradizierter Giite-
mafe erfolgen. Hierzu wurden in dieser Arbeit effiziente Verfahren auf Basis der Techniken zur
Pradiktion und probabilistischen Auswertung der Giitefunktionen beschrieben, welche eine Be-
rechnung der Stellwerte in geschlossener Form erlauben. Ferner wurde die Erweiterung um einen
effizienten Algorithmus zur Baumsuche beschrieben, was zu einer weiteren Effizienzsteigerung
fiihrt.

Beim Closed-Loop-Feedback mit direkt zugénglichen Zustdnden (CLF-P) wird innerhalb des
betrachteten Horizonts von einer direkten Zustandsriickfiihrung ausgegangen. Hierzu wurden
zur Berechnung der Stellwerte zwei Verfahren basierend auf der dynamischen Programmierung
vorgestellt. Diese basieren wiederum auf der Approximation der Systemtransitionsdichte und
gestatten durch Approximation sowie Interpolation der kumulativen Giitefunktionen der dy-
namischen Programmierung eine besonders effiziente Berechnung. Bei zeitinvarianten System-
und Giitefunktionen kann durch eine Vorberechnung der kumulativen Giitefunktion die Effizienz
noch weiter deutlich gesteigert werden.

Im dritten Fall, dem Closed-Loop-Feedback mit nicht direkt zugénglichen Zustdnden (CLF-I),
wird bei der Stellwertbestimmung davon ausgegangen, dass innerhalb des betrachteten Hori-
zonts lediglich eine stochastische Schétzung des Zustands vorliegt. Hierzu wurde in dieser Arbeit
ein Verfahren vorgestellt, welches explizit die Effekte der Zustandsschitzung bei der Regelung
beriicksichtigt. Somit ergibt sich zusammen mit der Zustandsschitzung ein integriertes Ver-
fahren zur kombinierten Schiatzung und Regelung. Hierzu wird bei der Stellwertbestimmung
das rekursive Vorgehen der Bayes’schen Zustandsschétzung nachempfunden, was mit Hilfe so
genannte virtuelle Messungen geschieht, welche die zu erwartenden Messwerte représentieren.
Dabei werden zundchst Wahrscheinlichkeitsdichten der zu erwartenden Messwerte bestimmt,
auf Basis derer dann giitemafibasiert moglichst repréisentative virtuelle Messungen generiert
werden. Zur Erhohung der Effizienz wurde auflerdem ein Verfahren zur effizienten Auswertung
des Suchbaumes beschrieben, welches eine probabilistische Erweiterung des Brach-and-Bound
Algorithmus darstellt.

Die Effektivitdat der vorgestellten SNMPC-Verfahren und die signifikante Steigerung der Qua-
litdt der Regelung, welche durch eine Beriicksichtigung von stochastischen Unsicherheiten er-
reicht werden kann, wurde anhand von Experimenten und Simulationen zur stochastischen

Lageregelung sowie zur stochastischen modell-basierten Bahnplanung fiir Laufroboter gezeigt.
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Insbesondere wurde gezeigt, wie neben dem Einfluss von Systemrauschen auch die Beriicksichti-
gung von Messrauschen und Messfunktion einen erheblichen Einfluss auf die Qualitit der Rege-
lung hat und wie durch Beriicksichtigung dieser stochastischen Effekte ein deutlich anderes, si-
gnifikant besseres Systemverhalten erzielt werden kann. Die hierzu eingesetzten miniaturisierten

Laufroboter wurden ebenfalls im Rahmen dieser Arbeit entwickelt.

Auf Grundlage der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren sind eine Vielzahl von Modifika-
tionen und Erweiterungen denkbar. Hierzu zédhlen einerseits Erweiterungen in Teilaspekten,
etwa in der Verwendung problemspezifischer Filterverfahren, was auf Grund des Framework-
Charakters der vorgestellten Verfahren direkt moglich ist. Andererseits sind aber auch gene-
relle Erweiterungen, wie etwa die Beriicksichtigung kontinuierlichwertiger Stellgrofien, was eine
Vielzahl weiterer Anwendungen ertffnen wiirde, wiinschenswert. Von besonderem Interesse ist
auch die Dezentralisierung der Algorithmen, so dass diese bei rdumlich verteilten Systemen
auf lokalen Rechenressourcen ausgefiihrt oder aber auch zur Reduzierung der Rechenzeit auf
Parallelrechnern eingesetzt werden konnen. Zur Verminderung des benotigten Berechnungsauf-
wands ist eine weitere Analyse suboptimaler Verfahren sowie die explizite Beriicksichtigung
von Spezialfillen, wie z. B. zeitinvarianten Systemmodellen oder zeitinvarianten Giitefunk-
tionen vielversprechend. Dariiber hinaus kénnten die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren
auch als Grundlage fiir Verfahren zur stochastischen Regelung verteilter Systeme, welche z. B.
durch eine partielle Differenzialgleichung beschrieben werden kénnen, dienen. Auflerdem wire
eine Erweiterung um eine simultane Sensoreinsatzplanung und/oder eine simultane Identifi-
kation der Systemparameter von groflem Interesse, da somit eine Integration von Sensorein-
satzplanung, Parameteridentifikation, Zustandsschétzung und stochastischer Regelung realisiert

werden konnte.
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ANHANG A

Laufroboter

In diesem Anhang wird der technische Aufbau der verwendeten miniaturisierten Laufroboter
beschrieben. Eine erste, mittlerweile stark modifizierte Version der Roboter wird in [3] vorge-
stellt. Die aktuelle, im Folgenden vorgestellte Version der Roboter entspricht in weiten Ziigen
der aus [§], [Omi07]. Das grundlegende Lokomotionsprinzip ist unveréndert, wobei die Grofe
der Roboter reduziert und die Geschwindigkeit erhtht werden konnte.

Der omnidirektionale Roboter (Abb. A.1), dessen CAD-Modell in Abb. A.2 dargestellt ist,
verfiigt iiber ein Rumpfmodul (blau) sowie drei Beine (gelb) mit jeweils einem Fuf (rot). Die
Beine sind iiber Linearlager mit dem Rumpf derart verbunden, dass sich das vordere und hintere
Bein seitwirts und das mittlere Bein vor- und riickwérts bewegen kann. Die Fiile konnen
jeweils unabhéngig von den anderen Freiheitsgraden ein- und ausgefahren werden. Durch die
symmetrische Struktur verfiigt der Roboter {iber kein dediziertes Front oder Heck, sodass sich

dies lediglich durch die Bewegungsrichtung ergibt.

A.1 Bewegungsmuster

Die Bauweise des Roboters gestattet eine Bewegung in verschiedenen Bewegungsmustern, wo-
bei sdmtliche dieser Bewegungsmuster aufgrund der Unabhéngigkeit der Freiheitsgrade super-
poniert werden koénnen.

Das erste wichtige Bewegungsmuster ist die Vorwértsbewegung, welche in Abb. A.3 als Seiten-
ansicht dargestellt ist. Hierzu wird zunéchst der mittlere Fufl angehoben, das mittlere Bein nach
vorne bewegt und dann der Fufl wieder gesenkt (Abb. A.3 a)-c)). Darauf werden der vordere
und hintere Fuf§ angehoben (Abb. A.3 d)) und der Rumpf relativ zum mittleren Bein, welches
zu diesem Zeitpunkt das Standbein ist, nach vorne bewegt (Abb. A.3 e)). SchlieBlich werden
vorderer und hinterer Fufl wieder gesenkt. Somit ist der Roboter wieder in der Ausgangsstellung

und der néchste Schritt kann direkt folgen.

Das zweite wichtige Bewegungsmuster ist die Drehung. In Abb. A.4 sind die notwendigen Schrit-
te fiir eine Drehung des Roboters in Draufsicht dargestellt, wobei der Rumpf transparent ge-
zeichnet ist. Zuerst werden der vordere und der hintere Fufl angehoben (Abb. A.4 a)). Dann
wird fiir eine Drehung im Uhrzeigersinn das vordere Bein nach rechts und der hintere Bein
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Abbildung A.1: Miniaturisierter Laufroboter. Die Freiheitsgrade sind mit Pfeilen gekennzeichnet.

Abbildung A.2: CAD-Modell des Roboters. Der Rumpf ist in blau, die drei Beine sind in gelb und die Fiifle in
rot dargestellt. Die sechs Antriebsservos sind schwarz mit gelben Armen.
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Abbildung A.3: Vorwirtsschritt des Roboters (Seitenansicht).

nach links bewegt (Abb. A.4 b)). Danach werden der vordere sowie der hintere Fufl wieder
gesenkt und der mittlere Fu8 angehoben (Abb. A.4 ¢)-d)). Um nun die eigentliche Drehung
auszufithren, werden vorderes und hinteres Bein in ihre Ausgangsposition bewegt, was in einer
Drehung des Rumpfes um die Mittelachse des Roboters resultiert (Abb. A.4 e)). Schliefllich

wird der mittlere Fufl wieder gesenkt und der Roboter ist in seiner Ausgangsstellung.

Durch eine geringfiigige Modifikation des Drehungs-Bewegungsmusters kann der Roboter auch
seitwéirts laufen. Hierzu muss im zweiten Schritt der Bewegung (fiir die Drehung in Abb. A.4 b)
dargestellt) die Bewegung der Beine nicht gegenlaufig, sondern in die selbe Richtung erfolgen,
was, wenn der fiinfte Schritt auch entsprechend angepasst wird, zu einem Seitwértsschritt des
Roboters fiihrt.

Neben diesen drei grundlegenden Bewegungsmustern ist eine Vielzahl weiterer Bewegungsmus-
ter moglich. Wenn z. B. bei der oben beschriebenen Drehung lediglich das vordere Bein seitwérts
bewegt wird, fithrt dies zu einer Drehung des Roboters um eine Rotationsachse, welche durch
den hinteren Fufl und nicht durch den Mittelpunkt des Roboters verlduft. Alle Bewegungsmus-
ter konnen auch iiberlagert ausgefithrt werden, da alle Freiheitsgrade des Roboters unabhéngig
sind. Somit ist eine omnidirektionale Bewegung des Roboters mit unterschiedlichen zugrundelie-
genden kinematischen Modellen moglich, wobei auch hochgenaue Schritte mit einer Schrittweite
unter 1 mm moglich sind. Ebenso kann die Schritthohe beliebig zwischen wenigen Millimetern
und maximal 20 mm variiert werden. Somit kann sowohl eine schnelle Schrittfolge bei kleiner
Schritthohe, als auch eine Bewegung iiber unebenen Untergrund und kleinere Hindernisse bei
grofler Schritthohe erfolgen.

A.2 Kinematisches Modell

Zur modellbasierten Zustandsschéitzung und Regelung, welche Gegenstand dieser Arbeit ist,
bedarf es eines kinematischen Modells des Roboters. Bei Superposition der Vorwarts- und
Seitwirtsbewegung sowie der Drehung um die Mittelachse kann die omnidirektionale Bewegung
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a) b) c) Y,
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Abbildung A.4: Drehung des Roboters (Draufsicht mit transparentem Rumpf, gehobene Fiifie sind gestrichelt
dargestellt).

des Roboters in der Ebene durch das schrittdiskrete nichtlineare kinematische Modell

Lr+1 Tk cos(¢,) —sin(¢,) 0| |sf wy
Yirr | = |Yn| + [sin(@r) cos(¢p) Of |s| + |wi (A1)
Pr i1 o 0 0 1| |wg wi

beschrieben werden. Der Zustandsvektor x, = [z, y;, cbk]T beschreibt die Position und Ori-

entierung des Roboters auf der Ebene. Der StellgréBenvektor w, = [sf, sy ,wk]T umfasst die

gewiinschte Schrittweite in Vorwiérts- und Seitwéartsrichtung sowie den Lenkwinkel. Das Sys-
temrauschen wird hier als additives weiBes Rauschen w,, = [w§, w?, 'wi]T modelliert. Das Mo-
dell (A.1) beschreibt eine Bewegungsabfolge, bei der zunéchst der Vorwértsschritt und dann
die Drehung ausgefiihrt wird. Wird diese Reihenfolge vertauscht, d. h. erst die Drehung und

dann der Vorwértsschritt ausgefiihrt, dann fiihrt dies zum kinematischen Modell

Thi1 ) cos(¢y +wi) —sin(p, +wi) 0] |sf wy
Yprr | = |Yi| + |sin(d, +wi) cos(d, +wr) Of [s7] + |wl| . (A.2)
Pri1 Py, 0 0 I [we w

Durch eine Beschrankung des Stellgroenvektors konnen weitere relevante Bewegungsmodelle
realisiert werden. Fiir sy = 0, also ohne Seitwirtsbewegung, entspricht das sich ergebende
nichtlineare kinematische Modell dem eines Roboters mit Differentialantrieb. Fiir w, = 0, also

ohne Rotation, ergibt sich ein sehr einfaches omnidirektionales lineares Bewegungsmodell.

Durch die implizite Schrittdiskretisierung ist der Roboter besonders geeignet, um die weit ver-
breiteten und in dieser Arbeit betrachteten (zeit-)diskreten Schétz- und Regelungsalgorithmen
anzuwenden, da eine kiinstliche Diskretisierung hier nicht mehr notwendig ist. Dariiber hin-
aus besteht auch die Moglichkeit, das kinematische Modell des Roboters nach Bedarf durch
eine wie im letzten Absatz beschriebe Stellgrofenbeschrankung zu ,, programmieren, weshalb

er besonders vielseitig zum Test unterschiedlicher Algorithmen eingesetzt werden kann.
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Abbildung A.5: CAD-Modell des Roboters in Explosionsansicht. Die obere Platte des Rumpfes sowie eine Seiten-
platte des vorderen und mittleren Beins sind explodiert dargestellt, sodass die Linearkugellager mit jeweils 2 x 4
Kugeln (grau) deutlich sichtbar sind.

A.3 Technische Realisierung

Der Roboter hat eine Gesamtliange von 125 mm, eine Breite von 48 mm und eine Hohe zwischen
48 mm und 68 mm, abhéngig von der Stellung der Fiifle. Alle sechs Freiheitsgrade verfiigen iiber

einen Bewegungsbereich von jeweils 20 mm.

Die sechs Lineargelenke des Roboters sind in einer Sandwich-Bauweise ausgefiihrt (Abb. A.5).
Zwischen zwei auf Abstand verschraubten Platten (z. B. den beiden in Abb. A.5 blau dar-
gestellten Platten des Rumpfes) lduft, durch Linear-Kugellager gefiihrt, eine mittlere Platte
(z. B. die gelbe Platte zwischen den blauen Rumpfplatten). Pro Lineargelenk werden je Seite
vier Kugeln in separaten Lagerbetten als Lager verwendet, wobei es sich bei den Lagebetten um
Ausschnitte in den Platten handelt. Jeweils die mittleren Platten werden mit Miniaturservos
(schwarz mit gelbem Servoarm) angetrieben.

Die mechanische Struktur des Roboters besteht aus 1,5 mm starken kupferbeschichteten glasfa-
serverstiarkten Epoxidharzplatten, welche auch in der Leiterplattenherstellung verwendet wer-
den. Neben der sehr hohen Festigkeit und dem niedrigen Gewicht des Materials kann es sehr
effizient mit einem CNC-Frisbohrplotter, welcher auch zur Leiterplattenherstellung eingesetzt
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Spannungsregler

Li-Po Akkumulator Funkmodul

Abbildung A.6: Draufsicht des Roboters.

wird, bearbeitet werden. Die Verwendung von kupferbeschichteten Material erlaubt die direk-
te Integration der Elektronik auf der mechanischen Struktur (Abb. A.6). Somit kann ein sehr
hoher Integrationsgrad realisiert werden.

Der Roboter verfiigt iiber einen 16-Bit MSP430F1611 Mikrocontroller von Texas Instruments
mit einer Taktfrequenz von 8 MHz und 10 KB RAM sowie 48 KB Flash-Speicher, welcher unter
anderem zur grundlegenden Funktionssteuerung des Roboters verwendet wird. Zur Funkkomu-
nikation wird ein XBee-Funkmodul der Firma MaxStream eingesetzt (ZigBee/IEEE 802.15.4
im 2,4 GHz-Band). Die Spannungsversorgung erfolgt mit einem 720 mAh, 3,7 V Lithium-
Polymer-Akkumulator, wobei zur Versorgung der Servos ein Spannungsregler eingesetzt wird,
um die Spannung auf 7 V anzuheben. Ferner verfiigt der Roboter iiber Leuchtdioden, welche
zur kameragestiitzten Positionserkennung des Roboters genutzt werden.

A.4 Testumgebung

Um Experimente mit den miniaturisierten Laufrobotern durchfiihren zu kénnen, sind diese in
eine Testumgebung integriert, welche in [3, 8] beschrieben wird. Die Testumgebung verfiigt iiber
eine modulare Struktur (Abb. A.7), sodass einzelne Komponenten einfach ausgetauscht werden
konne. Die Programm-Module der Testumgebung sind abgesehen von der Software des Roboters
in MathWorks MATLAB implementiert, was die schnelle und einfache Implementierung und
Modifikation einzelner, auch mathematisch anspruchsvoller, Komponenten gestattet.
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GUI |<«—> | High-Level Steuerung
e Zustandsschitzung
e Scheduling
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Abbildung A.7: Systemiibersicht der Roboter-Testumgebung

A.4.1 Kamerabasierte Positionsmessung und Sensoremulation

Die Position und Orientierung der Roboter wird mittels einer CCD-Deckenkamera auf Basis
zweier Leuchtdioden am Front und Heck der Roboter bestimmt. Die verwendete Kamera hat
eine Auflosung von 1024 x 768 Pixeln und deckt eine Fldche von 2,6 m x 1,8 m ab (Abb. A.8).
Mit dem verwendeten System kann einen Messgenauigkeit von unter 1 cm erreicht werden.

Die so gemessene Position und Orientierung der Roboter wird auf zweifache Weise genutzt.
Zum einen kénnen im Rahmen einer Sensoremulation Messwerte fiir verschiedene Sensortypen
emuliert werden. Hierbei kann es sich z. B. um Abstandsmessungen, wie sie bei einer Ultraschall-
Abstandsmessung entstehen, handeln, wobei sehr einfach unterschiedliche Rauscheinfliisse rea-
lisiert werden konnen. Somit kann leicht der Einfluss verschiedener Sensoren auf die verwende-
ten High-Level-Algorithmen evaluiert werden. Zum anderen werden die gemessenen Positions-
daten als ,wahre* Daten zur Bewertung der verwendeten High-Level-Algorithmen sowie zur
Visualisierung in der grafischen Benutzerschnittstelle verwendet.

A.4.2 High-Level Steuerung

Die High-Level Steuerung umfasst Submodule zur Zustandsschétzung, zur Sensoreinsatzpla-
nung sowie zur Bahnplanung und wird auf einem zentralen Rechner ausgefiihrt. Somit kénnen

sowohl zentrale als auch dezentrale Verfahren einfach implementiert und ausgetauscht werden.

Im Submodul zur Zustandsschéitzung wird basierend auf emulierten Messdaten, wie z. B. Ab-
standsmessungen zwischen Robotern, eine Schitzung der Position und Orientierung der Roboter
durchgefiihrt. Hierzu stehen verschiedene alternative nichtlineare Filterverfahren zur Verfiigung.
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A

Im Scheduling-Submodul wird eine Sensoreinsatzplanung durchgefiihrt. Hierzu stehen wiederum

Abbildung A.8: Roboter in der Testumgebung.

verschiedene Verfahren zur Verfiigung, wobei das Verfahren, welches auch in den Experimenten
in 7.1.2 eingesetzt wird, in Anhang B ndher beschrieben wird.

Im Bahnplanungs-Submodul werden auf Basis der geschétzten Zustandsinformationen Stellwer-
te fiir die Roboter berechnet. Hierzu stehen neben den in dieser Arbeit vorgestellten SNMPC-
Verfahren auch klassische Bahnplanungsverfahren zur Verfiigung.

A.4.3 Simulations-Engine

Neben Experimenten mit realen Robotern konnen alle Aspekte der Testumgebung auch mittels

einer ereignisgesteuerten Simulations-Engine simuliert werden.

A.4.4 Grafische Benutzerschnittstelle (GUI)

Sowohl Experimente mit den realen Robotern als auch Simulationen kénnen mittels einer gra-
phischen Benutzerschnittstelle gesteuert und iiberwacht werden. Ebenso kénnen hier wahre
sowie geschétzte Position und Ausrichtung der Roboter sowie weitere Aspekte der High-Level-
Steuerung dargestellt werden.
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ANHANG B

Sensoreinsatzplanung

Im Folgenden wird ein einfaches heuristisches Verfahren zur Planung von Abstandsmessungen
vorgestellt, welches auch in [8] beschrieben wird. Dieses Verfahren, welches auch zur Sensorein-
satzplanung bei der Lokalisierung von Robotergruppen eingesetzt werden kann, findet in den
Experimenten, welche in Abschnitt 7.1.2 beschrieben werden, Anwendung.

Werden N Roboter eingesetzt, dann ergeben sich - N - (N — 1) mégliche Paarungen, zwischen
denen eine Abstandsmessung durchgefiihrt werden kann. Da zwischen Messungen eine recht gu-
te Positionsschitzung mittels Koppelnavigation auf Basis von Odometriedaten erfolgen kann,
ist es wiinschenswert, die Anzahl an Messungen gering zu halten, um in realitdtsnahen Sze-
narien den Bedarf an Energie und Rechenleistung zu reduzieren. Dies kann mittels Verfahren
zur Sensoreinsatzplanung geschehen, wobei im Folgenden eine zweischrittige Planungsstrategie

vorgestellt wird. Diese umfasst die Schritte:

1. Robotervorauswahl,

2. Auswahl eines Landmarkenroboters.

Bei der Robotervorauswahl werden diejenigen Roboter bestimmt, deren Positionsschitzung am
unsichersten ist. Darauf werden im zweiten Schritt geeignete Messpartner als Landmarken be-
stimmt, so dass eine moglichst starke Reduktion der Unsicherheiten in den Positionsschétzungen
der vorausgewéhlten Roboter resultiert. Im Folgenden wird zur Vereinfachung der Darstellung
der Fall beschrieben, dass ein Roboter eine Messung zu einem Landmarkenroboter durchfiihrt.
Die Erweiterung auf mehrere Roboter bzw. mehrere Landmarkenroboter ist ohne Einschréinkung
direkt moglich.

Da lediglich Abstandsmessungen vorgenommen werden, wird bei dem im Folgenden vorgestell-
ten Algorithmus lediglich der Positionsanteil des Zustandsvektors beriicksichtigt. Insbesondere
wird hier das erste Moment Z, = E{[zy,y,]}" sowie das zweite zentrale Moment (Kovarianz)
Ck des Zustands eines Roboters in diesem Subraum betrachtet.
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B.1 Robotervorauswahl

Bei der Robotervorauswahl wird zum einen bestimmt, ob eine Messung stattfinden soll, d. h.
notig ist, und wenn ja, fiir welchen Roboter dies der Fall ist. Entweder kann eine Messung
eingeleitet werden, wenn fiir einen Roboter eine bestimmte oberer Schranke der Unsicherheit
iiberschritten wird, oder es besteht die Moglichkeit, nach einem bestimmten festen Zeitintervall
eine Messung einzuleiten. In beiden Féllen muss jeweils der Roboter identifiziert werden, fiir
den eine Messung besonders notwendig bzw. gewinnbringend ist. Als Maf§ hierfiir kann das
zweite zentrale Moment der Positionsschéitzung eines Roboters 4, also CS) verwendet werden,
welche ein Maf fiir die Positionsunsicherheit des Roboters darstellt. Der Roboter, fiir den die
Messung durchgefiihrt werden soll, kann dann mit
arg max{w(ég)) }

bestimmt werden, wobei (+) eine Funktion ist, welche C,(f) auf einen Skalar abbildet, welcher
die Unsicherheit der Kovarianzmatrix quantifiziert. Eine sinnvolle Wahl fiir ¢ (-) ist z. B. die
Spur oder die Determinante. In den Experimenten in Abschnitt 7.2 wird die Spur verwendet,
welche proportional zum Umfang der Kovarianzellipse ist.

B.2 Auswahl eines Landmarkenroboters

Werden Abstandsmessungen durchgefiihrt, kann eine besonders starke Reduktion der Unsicher-
heit erreicht werden, wenn die Abstandsmessung vom vorausgewéhlten Roboter i zu einer
besonders geeigneten Landmarke durchgefiihrt wird. Um die Eignung einer Landmarke j zu
quantifizieren, kann die Mahalanobis-Distanz [ZSR02]

~() ~G) ~( ~ (i CGINT (SO~ ~(j
M@, 6P 5 = @)~ &) (6f) @ - &)

verwendet werden, wobei hier davon ausgegangen wird, dass die Position @S ) der Landmar-
ke sicher bekannt ist. Durch eine Minimierung der Mahalanobis-Distanz werden Landmarken

entlang der langsten Achse der Kovarizanzellipse des Roboters favorisiert.

In dem hier betrachteten Fall fithren zwei Aspekte dazu, dass die Mahalanobis-Distanz nicht

direkt verwendet werden kann:

i) Bei einer Abstandsmessung ist die Messgenauigkeit typischerweise nicht abstandsabhéngig.

ii) Andere Roboter werden als Landmarken verwendet. Somit handelt es sich bei der Postion
der Landmarken lediglich um eine unsicherheitsbehaftete Schétzung.
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Um dies zu umgehen, kann die normalisierte beidseitige Mahalanobis-Distanz?

. . ~ o\ —1 /. . .
@) -2 ()" e )

(@ — 27)7(

M* (i](;)’ C](;),i](cj)’ CI(CJ)) —

D)

verwendet werden, welche die folgenden wichtigen Vorteile bietet:

i) M *@,f’,é,ﬁ“,i,ﬁj),ég )) ist durch den Nenner in (B.1) normalisiert und somit abstands-
invariant.

ii) Da die Unsicherheit des Landmarkenroboters C,(CJ ) in der Berechnung beriicksichtigt wird,
werden lediglich Landmarken mit einer hohen Positionssicherheit in Richtung des Robo-
ters ¢ verwendet.

Durch die Kombination der beiden Schritte kann eine effiziente Sensoreinsatzplanung fiir Ab-
standsmessungen durchgefiihrt werden, bei der zum einen sichergestellt ist, dass die Messung
zu einem Roboter mit einer besonders unsicheren Positionsschéitzung erfolgt, hier also ei-
ne Messung besonders notwendig ist, und zum anderen der Messpartner ein hohes Mafl an

Informationsgewinn ermdoglicht.

1 engl.: normalized mutual Mahalanobis distance
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ANHANG C

Berechnung stiickweise polynomieller
Gitefunktionen

Im Folgenden finden sich die Berechnungsvorschriften fiir stiickweise definierte erwartungswert-
basierte polynomielle Giitefunktionen bis fiinfter Ordnung bei Gaufy’schen Zufallsvariablen. Zur
erhohten Ubersichtlichkeit sind nur Monome angegeben und lediglich die unteren Integrations-
grenzen I,,;, sind endlich. Der allgemeine Fall ergibt sich direkt durch Linearkombination. Die

Erweiterung auf hohere Dimensionen ist in Abschnitt 4.2.2 beschrieben.

T W o) do = 3 (1 art (250))

Tmin

(“7zmin>2

/ N —po®)de=Z e 2" +§ (1 + erf <—“7§Z>>

> . ("_“"min)2 ]
/ v N(x — p; 0?) d$:W+—\/;%”m)e*;T+lﬁL202(1+erf (u—\ggm>>
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ANHANG D

Erwartungswert einer gaullverteilten
Zufallsvariable transformiert mit sinc

In diesem Kapitel wird eine analytische Losung fiir die Erwartungswertberechnung einer gauf3-

verteilten Zufallsvariable & mit Wahrscheinlichkeitsdichte

f(@) =Nz —p;0°%) = . 127T exp (—% <$;M>2> :

welche mit einer sinc-Funktion (5.8) transformiert wird, beschrieben. Diese Herleitung ist analog
zu [4].

Fiir den Erwartungswert einer Zufallsvariable, welche mit einer Funktion g(x) transformiert

wird gilt hier
Eafo(e)) = [ () gla)do

Dies kann mittels des Parseval’schen Theorems ([AW05] p. 953)

|t g@ar= [ rp-ciar

[e.e]

berechnet werden, wobei (-)* die komplexe Konjugation bezeichnet und F(f) sowie G(f) die
Fouriertransformierten von f(x) bzw. g(z) sind. Fiir diese gilt

o= e (5 (7))
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([Bra99]), wobei j = /—1 die imaginére Einheit ist, und

g(x) = sinc(x/a)

l

1
G(f) = a-rectyo(f) = b falls ] < 5

0 sonst ,

wobei recty /o (+) die Rechteckfunktion der Breite 1/a ist. Da g(z) und G(f) keinen imaginéren
Anteil haben gilt ¢*(z) = g(z) sowie G*(f) = G(f). Somit ergibt sich fiir den Erwartungswert

o0

Edﬂ@}—/’Fu»GUMf

— 00
1

= a/jj exp{—2(mof)* —j2rfu}df

2a

Durch quadratische Ergénzung mit (%)2 folgt dann

1

Conf <o (raras ) (£) ) ar.

En{g(@)} = a [

Substitution mit

.
2 =20 f +i—— dz = V2rod
/ Jﬂa f
fihrt zu
o ENA
Eolg(z)} =——e 202 [ 77 ez (*)
varo SN

Um dieses Integral zu lésen, wobei es sich um ein Integral von e*° mit komplexwertigen

symmetrischen Grenzen —a + jb und a + j b handelt, wird das folgende Lemma benétigt.

Lemma D.1

Fiir das Integral von e mit komplexwertigen symmetrischen Grenzen —a+jb und a+jb gilt

a+jb
/ e dz = /7 -Re{erf(a +jb)} ,
—a+jb

wobei Re{-} den Realteil einer komplezen Zahl und erf(-) die GaufS’sche Fehlerfunktion bezeich-
net.
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Abbildung D.1: Erwartungswert einer sinc-transformierten gauflverteilten Zufallsvariable fiir verschiedene p und

o mit a = 7.

BEWEIS.

a+jb
/ e dz = 7T<erf(a +jb) —erf(—a—i—jb)) :

—a+jb

oI5

Mit den Symmetrieeigenschaften erf(—z) = —erf(z) (ungerade) und erf(z*) = erf*(z) [AS72]
ergibt sich

a+jb
/ e dz = 7T(erf(a —i—jb)—l—erf(a—jb))
—a+jb

ol IS

(erf(a +jb)+erf(a+] b)) :
+id
=:c+j

Substitution von ¢ + jd := erf(a + jb) fithrt zum Ergebnis

S

= (c+id)+(e—jd)

- T C

= /7 Referf(a+ib)} .

Durch Einsetzten von Lemma D.1 in (*) folgt

Eo{g(@)} = \/;_M e %7 . Re {erf (% v ﬁ)} |
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In Abb. D.1 ist die sich ergebende Funktion fiir verschiedene p und o dargestellt. Fiir kleine
o nahert sich die Funktion einer sinc-Funktion, fiir grofle o einer Gaufdichte. Dies ist er-
wartungsgeméf, da sich die Gaufidichte fiir kleine o einer Diracdistribution nédhert und sich
somit das Integral, geméafl der Ausblendeigenschaft der Diracdistribution, einer sinc-Funktion
nahert. Fiir grofle o ergibt sich der umgekehrte Effekt. Hier néhert sich die sinc-Funktion einer
Diracdistribution, sodass sich das Integral der Gaufldichte nahert.

Bemerkung D.1 Der Realteil der komplexen Fehlerfunktion kann effizient mit den Naherungen
(7.1.23) und (7.1.29) aus [AST72] approximiert werden. Indem der GauBanteil exp{—u?/(202)}
direkt in der Approximation beriicksichtigt wird, kann die numerische Stabilitédt deutlich erhéht
werden. Wiirde dies nicht geschehen, wiirden groBe Imaginirteile y/(v/20) des Arguments der

komplexen Fehlerfunktion zu sehr grofen Werten der komplexen Fehlerfunktion fiihren.
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