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����� -� ��	  ������� 	 ���� ����	��� )�� ��	��� ,�� ������5�� �� ��� 1��������
��� ����	���� B������ ��� ��� %����	������� ?�� +8���	����� ��	���������,��"����
8��� "�� #�� ���� ,�����������;  �� ����� ��� ?������,�� ��� ��� #�� ���� �����
�� ?��� ��� ��� ��	�������� ��� �	 ���	�*�����  ����9���	 8������ 1�� ������ 3��'
 ��� ���	 �� �� ����������� #�*"����+�� ,�� ����������� "�� >��5������ - �*����5��'
	�� ��� #�*"����+��; +�1� 8���� ��+���� ��������	��5	����; 5����� +� ����� #�*"����'
+*������� ��� 1�5��	� � ��� <�	������ "������ =� ����� +8��	�� #��� 8��� ����
�� <�	����������� ���  ������� �" �����+���	�� #�*"����+8��	�� 8��	�� ��	�����	�

�� �� ��� -� ��	  ������	� ��	������������ ��� ��+���	 ���� <�	������ ,�� ����'
������� +� #�*	+�� ,������������ >��5�����;  ������� �" ��	������ #�*"����+"��5	��'
��� ��� ����������� ��������������5��	�� "�� ��  ��*��; ������ >��5����+�	�������'
��� ��� 8����� ��	������	� ��� ��++����5��	 ��� ����������� 5�� ��� "��  �'
�	���	� 1�����*�5����� ��� #�� ����	������ ���	���	 8������ %����	�������� �����
+����� ��� ���������� ��� �5��	 ��� #�� ���� ��		��� ��� %�����&'  +8� ��� 1���� 2

�	 3��"����� ��� ���	 ��� ��� ?������ ��� #�� ����	������ "�� ��� ��5	������
?���	+�

��� ,������������ - �*����5��	�� ��� ������������*"����+��  ������ �" ��+����
��� ��A������������ �5	����; ���+� 5���	 �� #�� ��� ��� "�������� -����+5��'
�	� ���	*	 ��� ��	����� <�	������; 8��8���� �	�	�������� 3����	��  �� ��� #�*"�'
���+�� �  �����	��	 8����� 5��� #�*"����+�� ���� +��*���	 ���,	� =�"���	�����;
��� ���	 ����� ��� ���	��� <�	������ ��	����	 ��� ���	 �C��	���� 8������ ��� %��	'
	�������� ��� >��5����� ,����		��� � �� ��� ����������� ��� 8����	����� =�"���	�'
�� "�� ���� ,�� �����	� #�*"����+�� � "�� ��� +8��	� %	�"�� <��*	+����� 7� �� ����'
������ ��� ��	������������ ���� ��� +8��	�� %	�"�  �����*�5�� ��� ���� ������ �"
��� ���	�'�D+���	�� ���� ��� ����������� ��� 5	���� ���	���� <�	������� >��	���;
��	����� 7� �� ���������� ��8��	��� ����� ?�������"	 �" ��+��� �������; ��� ��'
������� >��5���� ������ ��	�� ��� %����	�������� ����� +�����; ��� ��� +8��	�
��	������������� "��5	������	 ��� ��� <�	������ "�� ,����������� �A��� ,�� #�*"�'
���+ �*����5��	�� ,�� ������ 5��� ��� ?���	+ ��� ��	������ 7� �� ���������� "��
��� ?���	 ��������  �����	�� >��5����� ����� ��+��� ������� ��8���	 ���� �E��'
��� �� ,��	����"	� �� ,�����	���	�; +8���	���� 3��"���� ��	 ��� ��"�������� �����	+ �
+�� 3�� �������� ,�� ��	������������� ������ "�� ��� ,�����	���	� #�� ����	������;  ��
��� ��� ?����������	�� �����	�����	������ ?��9����� ��� - �*����5��	�� ��	�����'
��� ��� ���	 ����	 �� 3��������� "��	��� � �����
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?��� 7�,�� ��; �*�����'������5	� � ��� 6��,����	*	 )������� F�GH� ?	8 /((
%����������� ��� )������	�"�� �(  �� �! ,�� �A������ �� ��� 6���� �	����� �"
��� 
����; �� �	8� � �� 	��������� %	������*��� +� ��"����� ��� =��	�	�	� ��� ,��'
���������� �5��	*	�� 	�� ��� 1��	��; �� ��� +�5��"	���� %	����	����� "�� ���� %��� +�
 �����	���. �� /( ,������������ >��5����� 8����� ����8*��	� ����	�5�� ��� �*����
�� ����������� ?&�������	�� �����	���	 ��� ,�� ��� %����������� ������*���� ��'
��� ���	� ��� ���	� B���� 8��� � 3����		� ������*�	�	; ��� ���� %	����� >��5����
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����; +�� +8��	�� >��5����� -� ?��� ��� ���� ���� ��� +�"������. ��� �*�����
� �� 7���� ���+�������	 ��� ���  ������� -���	 ,�� 	���������� �*����� ,�������; ���
������	���� ���� +�"������ ��	 ��� ?�"����

3����	�	����� ������ -�	  ����� ��� �������� "�� ��� �� ������ -� ��	  ������	�
#�� ���	�5� ��� ���������� � �� #�*"����+�� "�� ��� >��5�����; ��� ����	�� +�
������� >��5����� ���� ���� ����� ��� � �� � ������ 8������� 5��� =�	������� ���
>��5����� � ��  �� ��� ����  �����*�5	� -�+�� � ,��"�� ��� #�*	+��� <��*	+����
�� 	 �� +��	����� B��	��5	����� ��8��� "�� ��� >��5����� �� ��� "�� ��� ����������; ���
 �� ����� <�	������  ���	�	 8����� ������� <��� ��� ������	���� ��	 ��; ��� ����������
�������	 �" ��� >��5������*	+� +� ,��	�����; �� ��� ���� �����	�������� <�"���������	
��� ���������� �������	 8��� ��� ��� ���� ���� B��	��5	����� ����	 ,����	+	 8������

7�� 5�� ��  �� ����; ��� 	��	+ ����� ��"�������; ��	����� <�	������ ��� �������'
��� �" ��� >��5������*	+�;  ������� �" ��� ,�� ��� <�	������ ,�� ��� �����������
���+��+���	�� #�*"����+�� "�� ��� >��5�����; ��� 1�5��	� � ��� <�	������ 6�+�'
"���������	 �������	� 6�� ���� ���	 �� ����	 �� 6�+�"���������	 ,�� �����������; ���
����	 �� ����� ��� �����8��5���� �����	 ����; ������� ,������� �� ��� ?��9��� ���
#�*"����+�� ��� ������ ���������� ��� ���	 ��� <�	����������� ����� ��� �	 �" ���
#�*"����+�� ��� ����������� 1��������8���� ��	�� ���� ��8���� ���������� ��� �� ��� 8�'
���  ���	� ,�� ��� ����; ��� ��	���������� ���� 8������ "�� ������; ��� J����K ����;
������� ���� "�� �&+��	�������� >��5������ ����� ���������� +����� >��5����� ,��;
��� �� =�	������ ��� ���� ����	 ��  ��������� �E �" ���� +������ ?�� 8��	���� 1��'
�����; �� ����  ��� �*�����'������5	� ���� ��	  �� ��	�� ���E; 8� �� ,�� ��+����
�������� #�� ,�� �������� 8����� �� �����	 ������ �� >��5�����  �������; ����
5����� ��� #������� ����; ��� ���� ��������	��  ������; 8���  ��������8���� ���� ���
#������� ����  ��	���	� 1���������� �	 ��� ��� G��"� ��� ������  ���	��	� �������
5����� +8� �&5	 ������ �� #�*"����+�� *�E���; ���� ��	 L����� 5���� ���	�� "�� ����
<�	������ �� ������ �� >��5�����; 8� ���� �	������  ���	� ��� ����� ���� #�*"����+'

�



�

8��	� ���	�, �" ��� <�"���������	 ��8��5	� -��� �����	�����	����� �5	���� �������
���� B����; � �� >��5����+�	���������� ��� ����	 ����+5���	� �� ��	 ��� ���	
-����+� "�� ���� �	�	������� ������� � ,�� #�*"����+��  ��	�� 5��� ����� ?�"���
��	 L����� � ��"��� �	�5 ,�� ��� #�*"����+�� ��� ������ ����������  �*�����

��� %+������ +�����. �� �� ���� ��	���� <�	������ ��� ���������� +� ��� >��5'
����� �����;  ������� �" ���  ������ ����� ���� #�*"����+��� ������ 5�� ��� <�	��'
���� ��� �	 ��� ��� +��*	+����� =�"���	���; ��� ��	 ��� <�	������ � �� ��� #�*"����+��
��� ������ ���������� ��	����	 8���; ��� #�*"����+�� �� 7�������� *�����; �� ���
��� <�	������  �+���� �" ��� 8���� 1�8��	����� ����	 ���� ��	��� ��	M ?� ��	 ����
8��������8��	; ����� ���������� +� �����; ��� ��� ���	��� <�	������ �� 7��������
���� 8��	�� ,�� �����	;  ������� �" ��� ��*����	�� #�*"����+8��	�� ������� �������'
���; ��� � ��  �� ��� N���	*	 ��� ���	�� <�	������ "��  ����	� +�"������� ����������
���*�	�

����������	 ��
 ����
����	

����� -� ��	 ����*�	 ��� +8���	����� 3��"���� ,��; �� �� ?��� ��� ����� ��	����'
�������� ���� +� ,�� ������;  �� ��� ��� ���	���� #���	�� - �*����5��	�� ��� -�'
���+��� ����� ��	��������� ��� 1�	���	�����  ������ �" ��� #�� ��� ��� <�	������
,�� ����������� +� >��5������*	+��� =� ��� ���	�� %	�"� 8��� ��� ��	���� <�	������
 ������� �" ��� ����� ��� ����������  ������ ����� ���� #�*"����+��  �������	�
-�"����� ,�� - �*����5��	�� ��� -����+��� ����� 5����� ���� ��� 8���� #�*"����+'
8��	� L����� *�����; �� �� =�"���	����� � �� ��� <�	������ ��� ���	 ��� #�*"����+��
��� ������ ����������  �5��	 ���� �� 8������ ���� 8��� ���� +8��	� ��	���������'
���� �����"���	� =�"���	����� � �� �� <�	����������� ��� ��� ���	�� #��� 8�����
��	 G��"� ��� %��		�������� ��� >��5�����  �5��	 ���� ��� ���� ,��������	 ��� =�'
"���	�����A���	���� ��� ���������	 ��� -������� ��� #�*"����+8��	� ����� ���
����������� �� <��� ��	 ��;  ������� �" ��� ��*����	�� #�*"����+8��	�� ���� ����;
,�� �����	� <�	������ +�  ��������� ��� ?������ ��� %��		�������� +�� 1�5��	� �
��� 8����	������ =�"���	��� � ��� ���������� ���� ��	������	 8������ >��	����� ����
��8*������	�	 ����; ��� ��� ���� ������ ���� �" ��� ���	�'�D+���	�� ���� ��� ��'
��������� ��� ���	�� <�	������  �����*�5	� �� 3��������� ����� %������	���	������
��� ���������� ��	 8���	��� 3������	+��� "�� ��� -����+� +�� "���8������� �������� �
��� +8��	�� #���� -�E����� ������ 8��	���; ��	����� 7� �� ���������� ��� #��	�'
?D+���+ ��8��	��� �" ��+��� ��������	��5	����; "�� ��� ��� ?���	 ��� <�	������ +�
��������  �����	�� >��5����� ������ ���	���	 8����� ����� ��� 3�� ������ ,�� ��	�'
����������	����� ��� ����	���� B������ ��	 ��� #�� ���	�5 ,�� -����+�	��5	����
��� - �*����5��	�� ������������ #�*"����+�� ��; ��� �� �� ��� %����	������  �	���'
	�	�� =�"���	�����A���	���� �����	�����; �	���	 ��� +��	����; ����,	�,�� ���� ������
-� ��	 ���

=� ���	�� ���� ��� -� ��	 �� )�� �  �� 0 8��� +��*���	 �� ������;  ��*�� ��'
	������������ ��� +�� >��5����+�	������ ,�����	���	� O������� #�� ���� �� ��� ��'
	��	�� 8����� ,�����	���	 ��� ��� ��������������5��	�� "�� ������ #�� ��� 8�����
��	������	� � �� 8��� ��� ��������  �	���	�	; ��8��"��� ���� �� #�� ��� ��	 ���
%�����&'3��"���� ����� �*��	; � ���� ���A�������� )�����&�	*	  ����	�	 ��� 8��	��'
��� ��� ����� �� 3��"����  �������	�� %��		�������� ����������� "�� ��� ?���	+
��� +8��	�� #��� ����� ��� ���������� ��� �5��	 ��	 �E����� ��	������	 "�� ���
��5	������ ?���	+ ��� ��	������������ �����



!

��� +8��	�; +��	��� ���� ��� -� ��	  )�� /  ����*"	��	 ���� ��	 ��� �����	���
����� +8��	�� ��	������������� �� ���� ����� �������5	� "�� �� >��5����+�	��'
�������� ���� =� )�� / 8����� +��*���	 ��� �5	���� �� ��� 1�������� ��� #�����'
����5��	�"�������� ��� ��� ��+���� ������� ���*�	��	; ��� ���� - �*����5��	 ��� #�*'
"����+�� ��	���������  ������� 5������ ��� ?���	+ ,�� �����	����� 3��"���� ��
��� ��	��	�� 8���  ������� ��; ��� �������� �� 1������ ��� -�5	����	������� -��� ����
8��� ����� 1�5��	� � ,�� =�"���	�����; ��� �� ��� ?��� ������ "������� %	�"��
�����	�����; 8��	���� 3����	�� ����+���	; �� �� ��+���	� -�5	�������� ��� ,�� �����	�

)�� �  ����*"	��	 ���� ��	 ��� -����+�	��5	�� ��� >��5����+�	���������� ���� ���
��	������	; ��8��"��� ��� <�	����������������� �	�	������� #�*"����+�� �� "�����	�
6� =�"���	����� � �� ��� #�*"����+�� ������ ���������� ��� ��� ���� �����	�����'
��; ���	��� <�	������ �������	 +� 5������+�����; 8����� �������� )���+���� ��	��'
����	� =�� �������� 8����� ����+� ��� %��		�������� ��� >��5�����  �	���	�	; ���
����� ��� ������ ��� ���	�� <�	������ �	��	����  �������	 8����� ��� �E�����
=�"���	��� � �� ��� #�� ����	��5	��  �����	��� ��� %��		�������� �� �� -��5��"	
� �� ��� >��	; ��� ��� 1���� 	���	 ��� ���+����� >��5����� ��� ���	 � �� ��� 
��'
���; ��"�������� �� ����� >��5����� +� 8��������

-� %������ ,�� )�� � 8��� �� ��	������������ ��� ��� �������5	� ��� +8��	��
%	�"� "��������	� � �� 8����� 7� �� ���������� ,�����������; ��� ��� ���� <�	������
�" ��� ���	�'�D+���	�� ���������� ��� 5	���� ���	���� <�	������  �����*�5��� >��'
	���; ��	����� 7� �� ���������� 8����� "��������	; ��� ����� ?�������"	 ��8��	��� �"
��� ?���	 ��������  �����	�� >��5����� �����  ���� �� ���E� ��+��� ��������	��5'
	����� =� )�� : 8���  ������E��� �� ���5	�������� ��� ,�����	���	��; +8��	�� #���
���� ����� %����	��� ��	������	� %�������	 8����� +�� �����  ��5���	� ����������;
��� ��� 1����� ,�� >��5�����  ���	� ��� ���� ��*"�������; +�� ������ #�� ,��
��������; ��� ��� ���������� 1����� ,�� >��5����� 8�������� ��� �������5	
"�� ������� 8��� � �� ��8��� ���� �� ��� ��	 ��� ��	������ 7� �� �������� "��
��� ?���	 ���������� >��5���� ������ ��������	� ���� �� 	 -��5��"	 ��� ��; � 
��� +��*	+����� ?������*�5��� ��� ����������� ���� �" ��� -�+�� ��� N���	*	 ���
��������� >��5����	*����� ��8��5	� )�� 4 ������E	 ��	 ����� <������"����� ���
8����	������ ?��� ����� ������ -� ��	�
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��	�������� �	 +�� <���; ����  ��	���	� ���5	��� ���� 3�� �� +� �&������� ����
+� ����������; 8� �� ���� ����"��� ���� B���� ,�� 1�����*�5����� �������	�� 8��'
��� ������� ��	�������� ����	 �� �����"�	���� �� ��	�� -�8������; 8�� +�1� ���
>��	���"	 ���� ��� 7	��8��������"	�� 8�� �	���	�5; 
����� �	�� ?��  �5��	��
1������� ��	 �� #����5	��&��� ��� F������	 ��& ��� ���H� G��� �� ���� ,�����������;
+� �����+������� #����5	� ���� ��; ���  ��	���	� )�+�	*	�� ,������������ �����'
��� +�� G���	������  ���	����� ��� ,��"�� ��� )�+�	*	�� ����  �����*�5	� �� <���
��� ��	�������� ��	 �� �����+������; 8��,��� ,�� L���� #����5	 ������	���	 8�����
����	�; �� ��� ��� ��	�	������ ���5���� ��	�� �&�����	 8��� PG�(�Q� ?�� 8��	����;
 �5��	�� #�� ��� ��	 �� %	����������� ���; 8�� �� %������  �	��C	 P%��$$Q� ���
 +���	����� %	����� ������ � �� +��	���� ����	 ��� )����� +���	���	 8�����; ���
��8��� "�� ��� )����� �� ��� "�� ��� ������ ��������	 ����	��� %	�������*�� ��	�	�'
���; 8� �� ��� ��� ,�� �����	����� ��� )��	����� ��	; 8������ ��� ��	� ����� %	�����'
����  ����9���	� 1�� ��� ������ ������ #�� ���� ������ +�������� 7� �� ����������
 ���	�	 8�����; �  ��������8���� 5��� ������ +��	������ +8�� ,������������ )�����
+���	���	 ���� ��" ��� 5���� )���� +��	������ ���� �� ����� 6�	������	��	�����

=� ��������� 8��� ��� R �� ���5 � �� ��� ������ ��� ��  ��������� ��++�����
��	�������� ���� ��� <��*���	 "���	 ���� 3���	������ ��� 1��	��	���� ������� ��'
	������������ ����; 8*����� ���� �" ��� ���+������� ?�������"	�� ��++������
������� ��	������������ ���� ���������� 8���; ��� "�� ��� �����	��� ��� >��5����'
+�	���������� ���� �� )��	�� 0 ����������� �����

=� ������ -� ��	 ����	 ��� "������� 7�		��� -�8������.

• %5��� 3�� ��� 8����� �� �	��������� )���� ����	 � ��	���	 Fy; x1H�

• 3�5	���� 8����� ����� ����� "�		 ������5	�� �	��������� )���� ����	 ��  �'
+������	 FxH; xi ��	 ��� �� i'	� ?�����	 ��� 3�5	���� ?�� 3�5	�� x  �+������	

��� %��	��,�5	�� x =

⎛
⎜⎝

x1
���

xn

⎞
⎟⎠; xT ��	 ��� <�����,�5	�� x = (x1, . . . , xn)�

• �	��+�� 8����� ����� ����� "�		 ������5	�� �	��������� ���E ����	 ��  �'
+������	 FAH� aT

i•  �+������	 ��� ��� i'	�� <�����,�5	��; a•j ��� j'	�� %��	��'
,�5	�� ��� �	��& ��� aij �� ?�����	 �� <���� i ��� %��	� j�

/
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=� ������ - �����		 ������ 5��+ ������ ������������ �	���	����� 1����C� �������	
8�����; ��� �� ��� -� ��	 ,��8����	 8������ ��� ����	�� ������ �����	����� ���� ����'
����  �5��	; ,�� ���� ��� ��� ����� ���"�����; ������ - �����		 +��*���	 ��+���'
��� ���  �� 1���" ���+���������

��4������ 	5� R ��������� ��� ���	� ��
 
������ ������ R+ ��������� ��� ���	�
���
 ��������	����� 
������ ������ Z ��� ��
 ���	� ��
 	���� ������ Z+ ���������
�����
������ ��� ���	� ��
 ��������	����� 	���� ������ B ��������� {0, 1}� ��
 ����
���	� X ��� Xn ��� ���	� ���
 n������������� �����
�� ��� ��������� �� X� Xm×n

��� ��� ���	� ���
 m × n ��
���� ��� ��������� �� X�

��4������ 	5	 ��� ����� G = (V, E) ������� �� ����
 ���	� ��� ������ V ���
����
 ���	� ��� ����� E ⊂ V × V �

?�� ���� 8��� �"	 ,�����������	; ����� �� "�� L���� )��	�� v ∈ V ��� %A� ��
+������	 ��� +8�� %A� ��� v1, v2 ∈ V ��	������� ����� ���� ����� ,�� ����	; 8���
(v1, v2) ∈ E�

��4������ 	5� ��� �
�� G = (V, E) ����� �����	
�����  ��� !�
 �������	� v1, v2 ∈ V
	���" (v1, v2) ∈ E ⇔ (v2, v1) ∈ E�
��� �
�� G = (V, E) ����� ���	
�����  ��� (v1, v2) �= (v2, v1)�

1�� ��������	�	�� ������ �����	 ��� B�����"���� ��� )��	�� ����� )�	� 5���� B����;
 �� ����� ������	�	�� ���	 ��� ����� 6�	��������� 1�� ��� ���������� ���	������
������	�	�� ������ 8��� ��� B���	��� ����� )�	� ��	 ����� #"������	+� ,�����	����	�

��4������ 	5� ��� ���	
������ �
�� ��� ��� #
���� G = (V, E, w) ��� ��� �
����
(V, E) ��� ���$������ ����
 ���	� ��� �� ������ w : E → R� ��� w(e) ��� �� ����
!�
 ��� ���� e ∈ E�

<�� 3�������������� ��8���	�	�� ������ 8����� ��� ��8���	� +� ����� )�	� � ���
��	����������� ����� ���� ��� #"��� ��	���	�

��� ������� �������������������

?�� ������� ��	������������ ��� +������	 ���� ������ ��; ��� ��8��� ��� <���"��5'
	��� ����� ��	 �� ��� ��� 7� �� ���������� ����� ������ 6������������ ��������5	
8����� 5������ �	���	���� �������  ��	��	 ��� ������� ��	�������������� ��� ���
�� ��� �� ��������� F���H ��+���	�� )�������	�� PG�(�Q�



:

�&������ c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn

��	�� ��� 7� �� ����������
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn ≤ b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn ≤ b2
���

���
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn ≤ bm

��	 ��� 7���	���	�,�	*	� ����������
x1 ≥ 0
x2 ≥ 0
���
xn ≥ 0

F���H

G��� �� ���� xi; 1 ≤ i ≤ n ��� +� ��	���������� 3�� ���; 8*����� ��� aji, bj ���
ci; 1 ≤ j ≤ m ���� �� ����� -��� ����� ������ ,�� #�� ����	�������� ����� ���� ��
������ ������ ��"����� PG�(�Q.

• ��� <���"��5	��� ���� ��������	 �			 �&�����	 8������ ��� ����������� �����
<���"��5	��� ��	������	 ��� �&�������� ��� 7��	�,�� ��� <���"��5	���� �����
���	����+����� ��� <���"��5	��� ��	 −1 5�� ��� ��������������� ��� �� ��� �'
&������������ ��� ����8����	 8������

• ?� �� 	 ���E��'������ 7� �� ����������� ����� 5����� L����� � ���� ����� ���'
	����+����� ��� ����	�� 7� �� ���������+���� ��	 −1 �� ���� 5������'������ 7�'
 �� �������� ����"���	 8������

• ?� �� 	 ���������	��� �� ����������� ����� ����� ���� ����	+�� ����� ���� 7�'
 �� �������� ��	 ≥ ��� ���� ��	 ≤�

���	 �� ��� aji �� ?�����	� ����� �	��& A �" ��� ��� xi; ci ��� bj �� ?��'
���	� ,�� 3�5	���� x; c ��� b; �� �*��	 ���� �� ������ ��	������������ ��� ���
"���������E�� ������ �� P)3(�Q.

�&������ cTx
��	�� ��� 7� �� ����������

Ax ≤ b
x ∈ Rn

+

F���H

��� m×n �	��&A 8��� �� ��� �	��& ��� 7� �� ����������  �+������	; ��� 3�5	��
b �	���	 ��� ����	� %��	� ��; ��� ��� 3�5	�� c 8��� �"	 �� 7�	+��'  +8� )��	��,�5	��
 �+������	; L� ������; � ��� <���"��5	��� �&�����	 ���� ��������	 8����� �����

?�� �������� �������� ��	 ���� =��	�+ ����� ������� ��	������������ ����� ?���

6���� ����� ������� #������� ��	 +��*���	 ����� ����	� 8��	�� �� ���� 1�������
��� 3�� ��� x1, x2, . . . , xn  +8� ��� 3�5	��� x� ?��� ������ ��� �	 5�� ��� �����
���� ��� 7� �� ���������� ,����	+�� ���� ����� ������	���� <���"��5	����8��	 � ���
?��� ���7����� 
6���� +� ����� ������� #������ ��	 ���� ������ x ∈ Rn

+; �� ���
Ax ≤ b ���	� ?��� ������ ������ ��"���	 ��� ��� � �� #�� ��� ���	���	�� 7� �� ����'
������� ��� 
6��������� ��	 ��� ����� ���� +��*������ �������� +� ����� �������



4

#������� ?��� �������� 
6���� ��	 ���� +��*����� ������; ��� ��� <���"��5	��� �'
&�����	; ���� �� �� 	 5���� 8��	���; +��*����� ������; ��� +� ����� ������� <���"��5	����'
8��	 "���	� ?�� #�� ��� 5�� ������� ,����������� ��	���� �������� � �� P)3(�Q�

?� �� 	 #�� ����	��������;  �� ����� �� ������ ����� +��*������ ������  ����	�
��� ���E�� #�� ��� ���	���	� ���� ���� 	A�������8���� #�� ���� ��	 ����� ���� 5������
����������� �"	 5���	 �� �� ����	 �� ���� ���" �; 8��5���� ���� ��	���� ������
+� �����; ������� ,������� ���� +��*�����; ,��������	 ��� �� ��	���� ������� 1���
%	����������� ���  ��������8����  ����	�	 ���� +��*����� ������  ����	�; ��� ��
����� %	�������� ��"����� �	; ��� �� ��� #�&�� ����	+ �; ��� �������� � ��	� >��
 �I��� ��� %	�������� "�� ������ ��� %������ ��� ��	; �� ���� +8��	����� ����;
8���	�� ��	 +��*���	; � �����	 ��� ?&��	��+ ����� +��*������ %	��������� +� +�����
��� ����� ������� +� ����� P%��$$Q�

?�� #�� ��� 5�� ��� 5���� +��*����� ������  ���	+��; ��� ����� ������ �������'
��� � ��� %����� #�� ���� ���E�� ���6����� ?�� #�� ��� ��	 ����� �� �����*�5	��
���������� �	 +8� +��*����� ��������;  �� 5���� ��	���� ������; � +� L����
+��*������ ������ 8����� ���� 8��	��� ��	 ����� ������� <���"��5	����8��	 ��"�����
8����� 5��� ����� #�� ���� ���E�� �����+��7���� ���  ���� -�	�� ,�� #�� �����
5�� 5���� ��	���� ������ ����� �� 8������ ?� 5�� ��+���	 8�����; ��� "�� ���
#�� ����; ��� 8���� ����� � ���� �� �����*�5	 ����; ����� ���� ��	���� ������
�&��	���	 P)3(�Q�

?�� �������� �� Rn ��	 ���� ����� P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} "�� ���� �	��& A ∈
Rm×n ��� ����� 3�5	�� b ∈ Rm� >��� A ��� b �	���� ����; ��� ��	 P ��� ����������
#��A����� ?��  �����*�5	�� #��A���� ��	 ��� �������� ��� ���������� ����� �������
��	������������ ���� ��	 ��� ����� ��������5	 ��� ��� #��A���� P)3(�Q�

?�� ������������ ������� ��	������������ ��� P7>$$Q ��	 ��� ������� ��	����'
�������� ��� ��	 ��� +��*	+������ 1��������; ��� ��� 3�� ��� ��� ��++����� >��	�
������� ���"��. xi ∈ Z "�� i ∈ {1, . . . , n}� ��++����� #�� ���� 5�����  ��������'
8���� +�� ?���	+; 8��� ��� 3�� ��� %	��5+���� +�1� ,�� +� �����+�������� #����5'
	�� ����*���	������ =� ������ ��� ����� 3�� ��� ��������� ��	 7��5����	�����
5����� %����

�� �����+��8����������� ������ ��	������������ ��� �	���	 ��� ����������
��� ��� ?� ��	�*�	 ��8��� ��++����� �� ��� �����8��	��� 3�� ���� �� ��++���'
�� ������ ��	������������ ��� ��� �� ��������� ������ ��	������������ ��� ����
L�8���� %�����"*��� ��� �������	'��++������;  �� ����� ��� -�+�� ��� �����8��	����
 +8� ��++������ 3�� ��� ���� ��	� �� �������	'��++����� #�� ��� �	���	 ���� 8��
�� F��!H �� P7>$$Q; 8� �� h ∈ Rp ��� G ∈ Rm×p�

�&������ cTx + hTy
��	�� ��� 7� �� ����������

Ax + Gy ≤ b
x ∈ Zn

+

y ∈ Rp
+

F��!H

?�� %�����"�� ����� ��++������ ������� ��	������������ ���� �	���	 �� 98� ����
���7�� ������ ��	������������ ��� ��� G��� ���"�� ��� ��++������ 3�� ��� ���
��� >��	� ( ���� � �������; ����	 ����*���	����� ��� � �� �������� 1�+���������
��������� F��0H +���	 ��  ��*�� ������ ��	������������ ����



$

�&������ cTx
��	�� ��� 7� �� ����������

Ax ≤ b
x ∈ Bn

F��0H

��  ��*�� ������ ��	������������ ��� 8��� "�� ����� -� ��	 ,��  ��������� 1����'
	��� ����; � ��� �� )��	�� 0 ,�����	���	� ���	������ ��� >��5����+�	���������� ����
���  ��*��� ������� ��	������������ ��� ���	���	�

��� ��� ������ ����� ������� ��	������������ ���� ��	 ������ ������ ������� ,��
1����	���� <�� -��������� ��� �� F���H; �� ��� �� ������� #�� ���  �+������	
8���; ��	 �� ���� #�� ��� 8�� �� F��/H �����	���	 �������	 P7>$$Q�

��������� yTb
��	�� ��� 7� �� ����������

yTA ≥ cT

y ∈ Rm
+

F��/H

�� ���� #�� ��� �	 ��� m 3�� ��� ��� n 7� �� ��������������������; ����'
5���	 8��  ��� ������� #�� ���� �� ���� #�� ��� ��	 I��� �� )��������	*����'
 ��� +�� ������� #�� ���� � �� ��	 �� ���� #�� ��� ��� ����� #�� ���� ������
��� ������� #�� ���� ��� "������� #������	���; ���  �5��	 �� �+���+�� ���8
���7� ���� 8�5 ����	A; +���	 ��� <��������� +8������ +��*������ ��� ��	�����
�������� ,�� ������� ��� ����� #�� ��� F����� P7>$$; %� �4QH� G��� ��  �+�������
xopt ��� yopt ��	���� �������� +�� �������  +8� ����� #�� ����

����������� 	5� %��� x∗ ���� ���$���	� &'���	 ��� �
����� (
����� )*�*+ ��� y∗
���� ���$���	� &'���	 ��� ����� (
����� )*�,+ ���� �� 	���"

cTx∗ ≤ cTxopt ≤ yT
optb ≤ yT

∗ b

/�����5 � y∗ ���� +��*����� ������ +�� ����� #�� ��� ��	; ���	 yT
∗ A ≥ cT�

� x∗ ≥ 0 ���	 "������� cTx∗ ≤ yT
∗ Ax∗� ? ���� ���	 yT

∗ Ax∗ ≤ yT
∗ b; � Ax∗ ≤ b ���

y∗ ≥ 0� -��� ���	 cTx∗ ≤ yT
∗ b "�� ��� +��*������ �������� +�� ������� ��� �����

#�� ���; ��� ��� "�� ��� ��	����� ��������� ���� ���	 "�� ��� <���"��5	����8��	�
cTxopt ≤ yT

optb� �
?��� +��*����� ������ +�� ����� #�� ��� ���"��	 ��� ���� � ��� %����5� "�� ���

��	����� <���"��5	����8��	 ��� ������� #�� ����� ����� ?�������"	 ��	 ��	+���� +��
7��8����� ��� ��	����	*	 ����� +��*������ ������; 8�� �� - �����		 ��!�� ��+���	
8����

��� �����������	�� ��� ������� ���������

������ - �����		 �� 	 ����� R �� ���5 � �� ��� 8���	���	�� 3��"���� +�� ������ ��� �'
������� ��++������; ������� ��	������������ �����

=� ��������� 8��� ,�� ��� �� ��������� F���H ��+���	�� ���� ����� ������� #��'
����� ���������� ��� <���"��5	��� ��	 ��� +� �&�������; ��� 7� �� ����������
������ �� 5������'������ ���� ,�� ��� ��� 3�� ��� ������ ����	'���	�,�; ������ >��	�
��
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x1

x2

1 2 3

1

2

3

-2x  + x   <= 221

2x  + x   <= 1021

4 5 6 7 8

4

5

6

3x  + 2x21

-  ������ ���. ������� ���	������ ��� ��	������������ ���� �� F���H

���� ��� �������������
�

��� %�����&'��	���� ��	 ���  �5��	��	� -�����	���� +�� ����� ������� ��	���������'
��� ����� ��� -�����	���� ��	 ���� �D+���	 ���  ��� ����� ���E�� #�� ���� ��� ��	
�� ��� �*������ %�"	8���5�	�� +�� ����� ,�� ��	������������ ����� ��	������	� ���
%�����&'��	���� 8���� �$0: ,�� ������ ��	+�� P��/�Q ��	8��5��	�

��� 1������� ��� ��� %�����&'��	����  ����	 �" PG�(�Q; P7>$$Q ��� P)3(�Q�
�� 3������� ��� %�����&'��	���� ���� +��*���	 ���� ����� 1�������� ���������
 ������� �� 8������ ���� �� ��� �� ������ #������ �� F���H�

�&������ 3x1 + 2x2

��	�� ��� 7� �� ����������
2x1 + x2 ≤ 10

−2x1 + x2 ≤ 2
x1, x2 ≥ 0

F���H

� �� �� 1������� ��� +8�� 3�� ��� �� 	; ����� ���� ��� 7� �� ���������� ������
���	������ =� -  � ��� ���� ���  ����� 7� �� ���������� �� ������ �����	���	� � ��
5������'������ 1���������� ���� ��� ��� 3�� ��� �E����� ��� ����	�,� >��	� ����'
��� ���"��; ��	 ��� ���		���	� B����� +8������ ��� 7� �� ��������������� ��� ���
-����� ��� ����������� ��� %����		���5	� ���  �����+����� ������ ���� ��� ?�5'
���5	�������� ��� #�� ����; �� -  � ��� ����� ����� ���8�+�� #��5	 ��5���	� ����
?�5���5	������ ��	 ���� �� %����		���5	 +8���� ������; � 8�� ��� +8��������������
#�� ���  �	���	��� ��� <���"��5	��������� ��	 ���	������	 �����	���	; ���� ��	 �	��'
���� ��� ��� %	������ ��� ������ �E�� ����; ��� #���	��� 8��� ����� ��� �&��������
,��*����	�

���� ��� ���� ��	���� ������ �&��	���	; �����	 ��; ��� ?�5���5	� ��� �����������
 +���"��� =�	 ��� ?�5���5	 ��"�����; �� ��� �� 5�����  ���� �	�� ?�5���5	 ����
�� 	; ��� +� ����� ������� >��	 ��� <���"��5	��� "���	; �� ��	 ���� ��	���� ������
��"������ ?�5���5	� ���� � ��  ���� �	; 8��� ��� ��� ?�5���5	  �������� 7� ��'
 ��������������� ���� ��� �� ����� ��	�����������

-��� �����  ������� �� 5���	 �� "���������E�� +� ����� ��	����� ������.

�� >*��� ���� ���	��� +��*����� ?�5���5	������� �"	  ��	�	 ���� ����"�� �; ��� 3'



��

�� ��� �" ��� >��	 ( +� ��	+��; � ����� 1������� ��� 5������'������ 7� �� �'
��������� ����	 ,����	+	�

�� 1������� ��� <���"��5	����8��	 "�� ��� 5	����� �������

!� 1��	���� ���  ���� �	�� ?�5���5	���������

0� 1��	���� ��� <���"��5	����8��	� "�� ���  ���� �	�� ?�5���5	��������� ����
���� ���  ���� �	�� ?�5���5	�������� ����� ������� <���"��5	����8��	 �	 ��
��� 5	����� ������; �� ��	 ��� 5	����� ������ ����	 ��	���� >��� ��� ������
��	��� ��	; ��� �� ����� �� ��� �	�����

/� >*��� ����  ���� �	� ?�5���5	������ �� 5	����� ������ F+�1� ���L����� ; ���
��� ���E	�� -��	��� ��� <���"��5	��� ,��������	H�

�� >���������  %����		 !�

=� 1������� �	�	�� 8�� ��� ��	 ��� ���	����; +��*������ ?�5���5	������ PFx1; x2HQ
F(;(H ��	 <���"��5	����8��	 (� ���  ���� �	�� +��*������ ?�5���5	�������� ���� F/;(H
��� F(;�H ��	 ��� <���"��5	����8��	�� �/ ��� �� F(;(H ��	 ���� ����	 ��	���; ���
-�����	���� 8*��	 ��� F/;(H �� �*���	� 5	����� ?�5���5	������� ���  ���� �	��
?�5���5	�������� ���� F(;(H ��� F�;�H ��	 <���"��5	���8��	�� ( ��� �4� ��� 5	�����
������ ��	 ��� ���� ����	 ��	���; �� �*���	� ?�5���5	������ 8��� F�;�H ��8*��	� ���
 ���� �	�� ?�5���5	�������� ���� F/;(H ��� F(;�H ��	 <���"��5	����8��	�� �/ ��� ��
�  ���� <���"��5	����8��	� 5������ �� �4 ����; ��	 F�;�H ��� ��	���� �������

��� ��� 		�*�������� -�����	���� ��� ��� -�8������ �"  ���� �� ,���� ��������'
��� ���� �	������ ���� ������ ���+��+���	 8�����; 8�� ���� +� ����� ?�5���5	������
���  ���� �	�� ?�5���5	��������  ��	���	 8����� ��� 8�� �� ��� ���	���; +��*���'
�� ?�5���5	������  ��	���	; "��� ��� 6������� ����	 ���� ��� ����������� ��	� ����
8��� �� ��������� ��� ��*+�����; ��� ������ ���	������ ��� %�����&'-�����	���� ��'
�� ��� G���+� 8��� ,�� ������� ��	������������ �����	 ��	'������ 7� �� ����������
���������; ����� ��������� F��:H� ����� ?��"������ ,�� %�����",�� ��� �*��	 ����
���� 5������'������ 7� �� �������� �� ���� ���������	� �������� � ��"������ >��	�����
8��� "�� ��� "�������� 1�	���	����� �,�� ���������; ��� ��� 7� �� ����������'
	��& A ,����� B�� �	 FRang(A) = m ≤ nH ��� 5���� � ��9������� 7� �� ����������
��	�*�	�

�&������ cTx
��	�� ��� 7� �� ����������

Ax = b
x ∈ Rn

+

��	 c ∈ Rn,b ∈ Rm
+ ,A ∈ Rm×n, Rang(A) = m ≤ n

F��:H

-�� ��� n %��	�� (a•1, a•2, . . . , a•n) ��� �	��& A 8����� m %��	�� ��	 ��� =���+��
B = {b1, b2, . . . bm} ��8*��	� %�� N = {1, . . . , n}\B ��� ����� ��� ,�� ��� ����� n − m
=���+��� %�	+	 �� ��� ��� 3�� ��� {xi : i ∈ N} �" (; �� ,�� ��� 	 ��� �����������A'
�	�� ��	 m <����� ��� m 6� �5��	��; +� ��� ����; "��� ,�������; ���� ������	���
������  ��	����� �*��	� AB  �+������ ��� m × m %� '�	��& ,�� A; ��� ��� �� ���
%��	�� �� B  ��	��	; AN ��� ��	��������� �������	 ��� ��	 ��� ���� (n−m)×m �	��&�
-����  �+������� cB; xB ��� xN ��� B���5	����� ��� 3�5	���� �" ��� ��	�����������



��

)�������	��� ��� �*��	 ���� Ax = b ��� ������ �� �� ABxB + ANxN = b� ���
xN = 0 ��	 ��� ������ "�� ��� ���	������ 3�� ��� ��� xB = A−1

B b�

��4������ 	5� -�� ��
�� .�� �� ��� m /����� ����������� m × m /����
�0 AB

��� ���� ��	��

��4������ 	5' -�� ���� �
�� �
	������ &'���	 ��� ��������	��1����� xB = A−1
B b

��� xN = 0 ����� ��	������� ��� Ax = b� ���� A−1
B b ≥ 0� �� ����� ��� &'���	 ����

������	�� ��	��������

��4������ 	5, xB ��� ��
 �����
 ��
 ��	����	����� ��� xN ��
 �����
 ��
 �	
���
���	����	������

��� ��� ���	 �" ��	����	*	 ����� +��*������ ������ 8��� +�� ��	������������'
 ��� �� ���� #�� ��� �� ����	� F��4H +���	 �� ���� #�� ��� +�� 1���������� ���
�� F���H; ��	��������� ��� �����	��� ��� ����� #�� ���� �� F��/H� �� ���� #�� ���
+�� #�� ����	������ ��	 ���������	� ���������� �� F��:H ��	 �E����� �� F��$H ��+���	
P7>$$Q�

��������� 10y1 + 2y2

��	�� ��� 7� �� ����������
2y1 − 2y2 ≥ 3
y1 + y2 ≥ 2

y1, y2 ≥ 0

F��4H

��������� yTb
��	�� ��� 7� �� ����������

yTA ≥ cT

y ∈ Rm

F��$H

6� ��� ��	����	*	 ����� ������ +� +�����; 8��� ��� ��� ���8��� ����	*	 ����'
��	+	 F#������	��� ���H� G	 �� ���� 1��� ��"�����; ��� ���� +��*����� ������ ��8���
+�� ������� �� ��� +�� ����� #�� ��� ���"��	; �� ����  ���� #�� ����������� �"'
����� ��� ���8���� ����	*	 ��	���; ����� #������	��� ���� ������ <���������
8��� ,�� %�����&'-�����	���� +�� R �����"�� ��� ��	����	*	 ����� ������ ����'
��	+	�

����������� 	5	 ��	���� ��� ���� 2��� AB ��� A−1
B b ≥ 0 ��� cT

BA−1
B AN ≥ cT

N�
-�� ��� xT = (xT

B,xT
N) = ((A−1

B b)T, 0T) ���� ������� &'���	 ��� �
����� (
������
�� )*�3+ ��� yT = cT

BA−1
B ��� ���� ������� &'���	 ��� ����� (
������ �� )*�4+�

��� ��� 1�8��� ��� #������	��� ��� ����� P7>$$; %� !�Q� 6� ��� ��	����	*	 �����
����� ���� ��,��	��� �� 1��� AB ����+���	�� ������ +� +�����; ���� �� ��� ���
� �����"��; � A−1

B b ≥ 0 ��� cT
BA−1

B AN ≥ cT
N ���	��; ���� � ����� 1��� +��*�����

�������� ��8��� +�� ������� �� ��� +�� ����� #�� ��� �������	�

��� ���+����� %����		� ��� %�����&'-�����	���� ���� �� -�����	���� � �����	���	�
����� ���	������ ��� -�����	����  ����	 �" P7>$$Q ��� P)3(�Q; �� �� 	 ����� ��'
�	�������,���	��; ���	�� �����  �� ������ � 3��������8���� �	��5	� 7�� ���� ����'
����� +�� ����� ���� ���� ���	���; +��*����� 1��� ��"����� 8�����; ��	 ��� ��� -�'
����	���� �	�	�� 5��� <�� ������ ������ %�����"�� ��5��	 8�����; ��� ��	��	����;



�!

$���������� � ��� %�����&'-�����	���� F���	������ ��� P7>$$Q ��� P)3(�QH
?��� �. ?�� ��	������������ ��� ��� ��� F��:H; ��� B ⊂ {1, . . . , n} ��; ��� AB

I���	���� ��� �����*� ��	�

�� 1������� xB = A−1
B b ��� ��	+� xN = 0�

�� ����� ��� #�� ����	������ ��� ��� ����S����� ?�����	������	���� ����	 ��;
��� ��� ���� �	��& AB ��� 1���,�� ��� ��� ?�����	��	��& ��	�

FH %�	+� �+� A = (AB,AN) := A−1
B (AB,AN) = (I,A−1

B AN)�

F H %�	+� � ��"��� b := A−1
B b�

F�H ��� 3�5	�� c 8��� �� �� c ����"���	; ��� ci = 0 "�� i ∈ B ���	� %�	+�
cT = (cT

B, cT
N) := cT − cT

BA−1
B A = (cT

B, cT
N) − cT

BA−1
B (AB,AN) = (0T, cT

N −
cT
BA−1

B AN) = (0T, cT
N − cT

BAN)�

!� R �����"�; � "�� ��� ��8*��	� 1��� cT
BA−1

B AN ≥ cT
N ���	; ���� � cN ≤ 0� >��� L;

�	����� �� xT = (b
T
, 0T) �� ��	���� ������ +����5�

0� 3��*����� ��� 1��� AB +� �����  ���� �	�� 1��� AB′; ���� ��	 |B\B′| = |B′\B| =
1�

FH >*��� �+� +��*���	 �� ��� ����� ��� 7���	 ���,�� ��� ����; ��� ���� 1���'
,�� �� 8����� ���� F#�,�	8��H� 1�� ������ >�� �� 	 �� ,����������� %	�	�����
F+�1� ��� >�� ���L������ 3�� ���; ��� ��� �����	�� )��D+���	�� �� ��� <���'
"��5	���  ���	+	; � ����� ����� 3��*������� �" ����� >��	 ���E�� 7��� ���
<���"��5	����8��	 ��������	 8��	 8*���	� %�	+� �"�� ��� j = arg maxi∈N{ci}H�

F H 1��	���� ���L����� 1���,�� ��; ��� 7���	 ���,�� �� 8����� ����� �+� 8���
���L����� 7� �� ���������+����  ��	���	; ����� 1���,�� ��  �� ����� ?���'
���� ��� ����� 7���	 ���,�� ��� xj +����	 �" 7��� ����	+	 8����� ����� %�	+�
��� λj = mini∈B{ bi

aij
: aij > 0} ��� kj = arg λj� ���� kj ����	 ������	�� ��	; 8*�'

�� ����� ������ =���+�� F,����������� %	�	����� ���� �������H� ��� 1���,�� ��;
��� +�� 7���	 ���,�� ��� 8���; ��	 ��� 8���� AB = I ��� 3�� �� xkj

�

F�H ���� aj ≤ 0 5�� 5���� ������ 1���,�� �� ����� �� 8������ =� ������ ���
5��  �� ��� ���� 1���,�� �� ��������� �����	 8�����; ���� ��� ��� ������
�������	� ������ ��+��*���� 8���� =� ������ ��� ��	 �� ������ ��	���������'
��� ��� �� �����*�5	; ��� -�����	���� �	���	�

/� >��������� ��	 ��� ����� 1��� AB′  %����		 ��



�0

8��� ��� ���	��; �"	��	�� 5�����; 8��� �� %����		 0 λj 8��������	 ������ 0 ��	� ?�
�� 	  �� ���"��� ��	�����; �� +� ,��������; ��� ��� -�����	���� ������ � 1���
8��������	  �	���	�	; ��� � ������ %	����  �� ����	 �� ��	��  �	���	�	 8����� �������

=� ��������� 8��� 5��+ ���*�	��	; 8�� ���� ���	���; +��*����� 1��� ��"����� 8�����
5��; 8��� ����� ����	 ����		�� � �� ��� #�� ����	������ ������	���� ��	� 6���		�� �
������	���� ��	 ��� ���	��� 1���; "��� �� #�� ��� ��������� �� ≤'7� �� ����������
 ��	��	; � ��� �� L���� <���� ���� %�����",�� �� �����"��	 8���; ��� "�� ��� ���	���
������ 1���,�� �� 8��� ��� ��� >��	 ��� ����	�� %��	� �����	� ���� ��	 ���������
 �� ≥'1���������� ����	 �������; � ��� %�����",�� ��� ��� ����� ���	�,�� )��D'
+��	�� � ��;  �� 5���� ���	�,�� >��	� ������� ���"���

=� ������ ��� 8��� "�� �� ������ ����� ���	����; +��*������ ������ ��� ����	��
��	������������ ��� ���	���	� �� "���	 "�� L��� <���� i ∈ {1, . . . , m} ���� +��*	+�����
%�����",�� �� ai ��� ��	 ai ≥ 0� -�� <���"��5	��� 8��� max −∑m

i=1 ai ��������� ���'
��� ������ #������ �	 �C������	���� ��� +��*����� 1��������� ai = bi "�� i = 1, . . . , m�
>��	����� ��	 �� #�� ��� �C������	����  �����*�5	; � ��� <���"��5	����8��	 ����	 ���'
E�� �� 7��� 8����� 5��� ��� %�����&'-�����	���� 5�� ���� ���	�	�	 8����� ���
���"��	 ���� ��	���� ������� =�	 ��� ��	���� ������ 5������ �� 7���; �� ��	 �� ��������'
����� #�� ��� ����� �� =�	 ��� ��	���� ������ ������ 7���; �� ���� "������� ��� ai = 0;
��� ��	���� ������ ���"��	 ���� ���� +��*����� 3�� ��� ������� "�� �� �������������
#�� ���� ����� +��*����� ������ ��	  ����	� ���� +��*����� 1���������; "��� ��� 5���	'
������ %�����",�� ��� �� ��� ��	����� ������ ��� G��"���� ���� 7���	 ���,�� ���
����� ���� ������ ��� 5���	������ 3�� ��� ���� ��� 1��� ����; 5�� L����� ��+���	
8�����; ��� ����� 6�"������  +8� ������� ,�� �������	�� 7� �� ���������� ����
+��*����� 1��������� +�� �������������� #�� ��� ��+���	 8����� 5�� P7>$$Q�

��� %�����&'-�����	���� ���"��	 ���	 ����� -�����	���� +�� ������ ��� �������'
���; ������� ��	������������ ����� R �� ��� )�����&�	*	 ��� -�����	���� �� 	 ��
,����������� 3���C��	���������� P��/�Q; P��>//Q ��� P1�::Q +�����; ��� ��� -���'
��	���� ��� �����	���

(
m
n

)
=	��	����� 	��������	 ��� ��	8���� ��� ��	���� ������

����  �� ��� 6� �����*�5	���	 ��� #�� ���� �� ?��� ��� ���"��	� -��������� 8�����
�� ,������������ 3���C��	��������� 1�������� "�� ������ #������� ��*���	���	; �����
������ ���� �&���	��	����� -�+�� � =	��	�����  ���	��	 P)�:�Q� ���� ���� L�����
8���	'��� �*���; �� �&��	����� 8��	����� ������ 3���C��	���������; ��� ��� ����������		'
����� #��"����+ ��� -�����	���� ��	�������� ��� +� ��� ?��� ��� 5�����; ��� ���
%�����&'-�����	���� �� ��� ����	�� �*���� �� ���A��������� ��"+��	 	��������	� ?����
R �� ���5 � �� ����� 3���C��	���������  ��	�� P%�(0Q ��� P���$/Q�

=� PG�(�Q 8��� 8��	����� ����� ��; ��� ���� ��5	���� ����,�	� ���������� ��	;
��� ��� ��"+��	 �� �	8 ������	���� ��	 +�� )� �5 ��� -�+�� n ��� 7� �� �������'
���� ��� -�+�� ��� 3�� ��� ������ ������	 "�� ��� ��"+��	 ��� ���� �� ����	�����
�5	�� +� ����� >���	�� ��	 ���� ��� ����	� ��� 7� �� ����������	��&; ���� ��� ���E�
��� -�	���� � )��D+���	�� �������� 7���� ?��� ������ ����	�  ����9���	  �������� ���
��"+��	 ��� =	��	���� ��� -�+�� ���  ���	��	�� =	��	����� �*��	 8������� ���	'
�*������ ,�� ��� -�+�� ��� 7� �� ����������  ��� ������	 ����� �� <8��"��� ���
-�+�� ��� 7� �� ���������� +� 	���������

��� ��� ,���������� -� ��	 ��	 8������ ��� 8���	'��� 1�	���	��� ��� ��"+��	 ���
%�����&'-�����	���� ,�� 1����	���; ������� ,������� ��� ����������		����� ��"+��	
"�� %	������� ���� ��8�� �� 3����������� ��	�� ��� ��������� %�"	8��'=�������'
	�������� ��� -�����	����� G��	+�	�� �� 	 �� ���� ���E� 1�� ���	� � =�������	��'



�/

������ ��� %�����&'-�����	����� ��	 L��� %		��	�5'%�"	8�� ��	�*�	 ������ -�����	�'
���; �� ��� ����  ����	� #�� ���� ,�� ��5	������ B���,�+ ��� ���E� �" ����� �����'
�����		������ #
 ����� ������ ��� ���� ���E� #�� ���� �� 	 �� ���+����� %�"	8���5�	�;
��� �" ���"����	�� #������������� ���	�����	 #�� ���� ��	 �������� ������ ����'
��� 7� �� ���������� ��� ����� ���� ���E���� <�� � 3�� ��� ��"�������� ������

?�� ����  �5��	�� %�"	8���5�	 +�� ����� ���E�� ������� #������� ��	 
#�?@;
��� #����5	 ,�� =���; =���� ��	 G��"� ,�� 
#�?@ 8�����  ����	� #�� ���� ��	
+8�� ��������� 7� �� ���������� ��� ����� *������ ����� -�+�� � 3�� ��� �����	
PG�(�Q� <�� ����� ������� ��	������������ ���� ,��8����	 
#�?@ ��� %�����&'
-�����	���� ��� ��� �� �*���	�� - �����		 5��+ ,�����	���	�� ��	�����'����	 -��	+�

�=7�� ��	 ��� 8��	���� %�"	8���5�	; �� ,�� �=7�� %A�	���; 
��"�����; ���'
 �	�� 8���� -��� ��	 �=7�� 5����� ���� ���E� #�� ���� �����	 8�����; ���������
����	  �� +� ��� ���E�; ��� 
#�?@ ��"��������  �8*�	��	 PG�(�Q� ?��� 8��	���; 5��'
���+����� %		��	�5��"	8�� ��	 ����� �# ����� ��	 8��	����� %-% F%-%T�BH�� ?� �� 	
��� �� ���� ���� B���� 8��	���� 5�����+������ ��8�� "��� ,��"�� ��� %�"	8���5�	��
��� "�� ����� -� ��	 8���	���� %�"	8���5�	� ���� 
#�?@ ��� %-%T�B; � ����� +��
����� ����	����"*��� ����� "�� ��� ��������	�� #�� ���� ���� ��� +�� ������ � ���
6��,����	*	 )������� F�GH ,��"�� � �����

��� ����������� ��
 �������� ������������  �	��������! ���

��������������  �����

��� ��	�����'����	 -��	+ +�� ����� ������� ��	������������ ���� 8���� �$4( ,��
)���5� P)�40Q ��	8��5��	� >�� ��� %�����&'-�����	���� �	�	�	 ��� ��	�����'����	
-��	+ ��	 ����� ���	����; +��*������ ������ ��� �*���	 ���� �� =	��	����� ��� ��	�'
���� ������ �;  �� ����� ��"����� ��	� ��� 6�	�������� ����	 L����� �� ��� >�� ���
)����	���������� �� L���� %����		� >*����� ��� %�����&'-�����	���� ���� � B��
��� #��A����� ��	���  �� +�� ��	����� ������ �����	; � ��	�	 ��� ��	�����'����	 -�'
�	+ ��	 ��������; ��� �� =������ ��� #��A����� ������� ?� ���� ��� 5���� 1�����������
8��  ��� %�����&'-�����	�����

=� ������	+ +�� %�����& �*��	 ���� "�� ��� ��	�����'����	 -��	+ +�����; ��� ��
���� ���A�������� ��"+��	  ���	+	 P)�40Q� =� ��� #�&�� ��������� �	 ���� ��+���	; ���
 �*���� ,�� 5��5��	�� ��	������������ ��� ��� ���� -�����	���� ���� 5��+��� ��"'
+��	 �	 �� ��� ������ � ��� ��	�����'����	 -��	+ ��� =	��	��� ���� 1�����������
 ���	��	 �� ��� %�����& ��� ��� -�+�� =	��	�����  �� 5������ #�� �����  ��  �����
-�����	���� *������ ��	; ��	 "������� ��� %�����& "�� ����� #�� ���� ���������� 1�� ����
���E�� #�� ����� ��������� �	���	 ��� -�+��  ���	��	�� =	��	����� ��� %�����& �	�5
�; 8*����� ��� -�+�� =	��	����� ��� ��	�����'����	 -��	+�� ���	�, �������  ��� 	�
��� ���� ���E� #�� ���� 5�� ��� ��� ��	�����'����	 -��	+ �����  ����	����� ��"'
+��	,��	���  ����	�� PG�(�Q�

��� 		�*������� ��"+��	��	�������� ���  ����� ��	����� �*��	 L����� �	�5 +��
����� ,�� ���  ���	+	�� %�"	8��  ��� +�� ������ ,�� 5��5��	�� ��	���������'
��� ���� ��� "�� ����� -� ��	 ,��8����	� %�"	8�� 
#�?@ ��	���	�	+	  ���� ��	������
-�� 8���	���	� ?�5���	��� "�� ��� "�������� 6�	����������� 5�� "��	����	�� 8�����;

��������������	
��	���	������������
������������	��	���	�������	����������
������������	�������	���������	�����



��

��� �� ��	����� �� 	; �� +� ������� #�������� �� ����� ���A��������� ��"+��	
+�� -�+�� ��� 7� �� ���������� ��� ��� 3�� ��� ���� ��	���� ������ +� ������
>�� ���� ����� ��"+��	 "�� �� ��	������	� >��5����+�	���������� ��� ���	���	; 8���
��	������	 �� - �����		 0�/ ��	������	 ��� ,�����	���	�

��� ���  ������ ������� �������������������

������ - �����		 8����	 ���� ���  ��������� ?�������"	��  �� ��� ������ ��++���'
��� ������� ��	������������ ���� F����� �+� P7>$$Q ��� P���$:QH� ��� ?��"�����	
�� �� 8����� �� ��������� ����� ��++����� ��	�������������� ����  �	���	�	; ��'
��� �*�	����� 3�� ��� ��� ��++����� >��	� ������� ������� >��	����� 8��� �,��
���������; ���  �	���	�	� #�� ���� ����� ���������; ����	������ ���������� ���
���	 ��� ���� ��	���� ������  ���	+���

�&������ cTx
��	�� ��� 7� �� ����������

Ax ≤ b
x ∈ Zn

+

F���(H

��++����� ������ ��	������������ ����; ����� F���(H; ���� ���8���� +� ����� ��
#�� ���� ��	 �����8��	���� 3�� ���� ?� ��	 +8� ��; ��� ��� -�+�� ��� ���������
�������� +� ����� ��++������ #�� ��� ������� ��	� �� 5���	� ��� ������; ��� ��	�'
��� ������ ����� ?�����	��� ��� ��������� ��������  ��	����� +� 5������ ������
��	  �� �� ��� ����	�� �*���� ��� -�+�� ��� ��������� �������� ���� �� ���E; ��� ���
?�����	��� ��� �	 ��	 ���� ����	����"*����� B������� ����	 ��5	�5 �� �����"��� �
��	� 1�� �����  ��*��� #�� ��� ��	 n 3�� ��� �� 	 ��  ����	� 2n �������� ���������
���� ���� 3�� �� ,��������	 ��� ��� ����� ��� ��������� ��������� ?�	���������
�	*�5�� �	���	 ��� -�+��; 8��� ��� 3�� ���  ���� ��� ��++����� >��	� �������
5������

?��� ��++�����; ��	���� ������ ���� ����	 �*���� ��	8�������8���� � B��
���� �� ����� ?�5� ��� #��A�����; �� ��� ���������� ��� F�����8��	����H #�� ����
 ����	; ������� ���� +���	 ���� 3���	� ��� 1�������� �� F���H; �����	���	 �� F����H�

�&������ 3x1 + 2x2

��	�� ��� 7� �� ����������
2x1 + x2 ≤ 9

−2x1 + x2 ≤ 2
x1, x2 ≥ 0

F����H

��� ������� ���	������ ��� ����������� �� -  � ��� +���	 ��� ����� ��� 7� ��'
 ���������� �� ����	�� #��A���� ��� ��� ���� ��	��	����; ��++������ ��������� ���
��	���� ������ ��� #�� ����; 8��� �� �����8��	��� 3�� ��� +��*��	; ��	 x1 = 1.75
��� x2 = 5.5 ��	 ����� <���"��5	����8��	 ,�� 16.25� ��� ��	���� ������ "�� �� ��+'
+����� #�� ��� ������ ��	 x1 = 2 ��� x2 = 5� ������ #��5	 ����	 +8� �" ��� �����
��� ���	� 7� �� �������� �� ����	�� ������; L����� ����	 � ����� ?�5� ��� �������'
�����

?�� 
��0��
��� (
����� +� ����� ��	������������ ��� ���E	 ��� #�� ���; �� ��	'
�	��	; ������ ������ ��� 1���������� ��� �������������� ��	������������ ���� ��	'



�:

x1

x2

1 2 3

1

2

3

-2x  + x   <= 221

2x  + x   <= 921

4 5 6 7 8

4

5

6

3x  + 2x 21

(1.75, 5.5)
(2, 5)

-  ������ ���. ������� ���	������ ��� ��	������������ ���� �� F����H

"���	 8����� P���$:Q� � L��� ������ ��� �������������� ��	������������ ���� ���
���� ������ ��� ���&���	�� #�� ���� ��	; ��	�*�	 ��� ���������� ��� ���&���	�� #��'
 ���� ��� ��� �������������� #�� ����� ��� ��	���� ������ ��� ���&���	�� #�� ����
��	 ��� ���E�� ���� ������ ��� ��	����� ������ ��� �������������� #�� ����; ���"��	 ���
���� � ��� %����5� "�� ��� ������	�; ��	���� ������� 6� ���� ��� ��	����� ������
����� ��++������; ������� ��	������������ ���� +� �*����;  ����	 �� �� ���&���	�
#�� ���; ����� ��� ��++����5��	� ���������� �������	 8������ �� ���&���	� #��'
 ��� �*��	 ���� ��� ��	 ��� %�����& ���� ����� ������ 3��"���� �D+���	 ����� ���
���"��	 ����	 ���� � ��� %����5� "�� ��� ��	����� <���"��5	����8��	 ��� ��++������
#�� �����

��� ��� ���; ��� ��� ������ ��� ���&���	�� #�� ����  ����	� ��++���� ��	; �	
�� ���� ��	���� ������ ��"������ ���� ��	 �	������ ����	 ����� ��� ���; ���������
�� 	 �� #�� ���5�����; "�� ��� �� �"����� ����� ���+������ %	��5	�� +����� 5��;
��� L��� +��*����� ?�5���5	������ ��� ����	 ��� ��� ��	���� ������ ��++���� ��	�
�� ������	 ��� ,�� #�� ����� ��	 ����� 	������	�� &'���	�
��� ����� #�� ���'
5����� ����� ���� "������� �D+���	 ������ ��� 8���	���	� #�� ���5���� ������ -�	 ����
7�	+8��59������ ����; ����� 8����� �� - �����		 ��� ,�����	���	� >��	��� ��	�����
+�� 7��8��� ����� ��++������ ����������� ����� ���� �� - �����		 ��/���

=�	 ��� ������ ��� ���&���	�� #�� ���� �����8��	��; �� ���� 8��	��� 1�����������
��	8�����; �� +� ����� ��	�����; ��++������ ������ +� �������� B����� ��� ������
�" ��� �*���	�; ��++����� ������ "���	 ��� ���� ���	�� +�� ?�"���; �

• �������	� >��	� ����	 ��	8�������8���� ������� ��� ����������� ������ ���

• ��� �������	� ������ 8��	 ��	"���	 ,�� ��� ��	����� ������ ������ 5���

=�� �������� �� ��� �����  ��*��� ��	������������ ���� 8��� ��	��	�, 5��; ��� B��'
������ ���� ��� ���	���� ���� ��� ����	 �� ��� 7*�� ��� 		�*��������; ��	�����
>��	�� "����� �������

=� ��������� 8����� ��� +8��  �5��	��	�� 3��"���� ,�����	���	; ��� �+� ������;
�������� ,�� ����� ���&���	�� ������ ��� ��	���� ������ +� ����� ��++������ ��'
	������������ ��� +� ������ 1���� ���� ���� ��� "�� �������	'��++����� #�� ����
�����	+ ��
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-  ������ ��!. ���	������ ���  ��� 1���� 2 1���� 3��"���� ��������	�� #�� ����
�� %��� ��

�"�� #���$� % #���
 &��������

�� 1���� 2 1���� 3��"���� �����	 +� ��� ?�	���������� ��,��"���� ��� 8����
�$�( ,�� ��� ��� ���� ,�����	���	 P���(Q� 1��� 1���� 2 1���� 3��"���� 8���
��� ���������� �� �����*��� +�����	; ����� +��������� %� ��� ���� ��� ��	����	
8��	�� ��A����	 8������ �� <��� ��� -��A�� ,�� �����*���� ��	 �� "��	+��	�����; � 
������ ������� ��� ��	���� ������ ��	��	�� 5��� %� �� "�� ����� ������� 5��
8���; ��� ������ 5���� 8��	����; ��	������	�� �������� ��	��	�� 5��; 8��� �� ��
��� -��A�� �������������� ������ 8����� ��� +� ��A��������� #�� ���� ��5+����,�
����+���	 ��� ��� ���� ���L������ 8��	�� ��	������	; ��� ���� 8��	��� 3�� �������� ���
<���"��5	����8��	�� ����C�� ����� P#B(�Q�

=� ��5	������ =�������	�������� ��� 1���� 2 1���� 3��"����� 8����� ��� ����'
+�� "�� ��	���� �������� ����� ������ ���&���	�� #�� ���� ��		��� ������� #�����'
�������  �������	� =� ��������� 8��� �� 1���� 2 1���� 3��"���� ��	 �������
#������������ ,�����	���	� � ��  �+������ S = {x ∈ Zn : Ax ≤ b} ��� ����� ���
+��*������ �������� ��� ��++������ #�� ���� ��� copt ��� ��� <���"��5	����8��	 ���
��	����� ������ ��� B��&�������

��� %����		� ��� 1���� 2 1���� 3��"����� ���� �� -�����	���� � �����	���	;
 ������� �" P#B(�Q; P)3(�Q ��� P7>$$Q�

��� -�����	���� ���5	 ���� ���  ��	�;  ����	� ��"������; ��++����� ������ ���
#�� ����� %� �� ��� %� ��� ��� ����	 ����  ����� 8����� 5��; 8��� �� �� ��� 8��'
	���� 1�	���	��� �������������� -�" ����� >���� 8��� ��� ��	������	� ����������
��5+����,� ,��5������	; �� ��������	 ������� +�� ��	����� ������ +� 5������ ��� 3��'
������8���� ��� 1���� 2 1���� 3��"����� �*��	 ���� �� 1�� ,�����������;  �� ���
L���� ��	������	� #�� ��� ��� )��	�� ��	; ,�� ����� ��	 ��� ���� ��	8��5��	�� %� '
��� ������ ������ 1�� 8��� ��	 /������  �+������	� ?�� #�� ���; �� ����	 8��	��
 �	���	�	 8���; �	���	 "������� ��� 1�		 ��� 1���� ��; ��� >��+�� ��	 �� �������������;
+� ������� ��	������������ ���� ?��  ��������"	�� 1�� ��	 �� -  � ��! �����	���	;
8� �� ��� )��	�� ���� 7��"����� �� ��� 8��	���� 1�	���	��� ������������� 8�����
5���	���

?�  ��� 	 +� ���+��+�����; 8�� ��� -�"	������ ����� #�� ���� �� %� ��� ���� �����	
8����� ����� 1�� ������� #�������� 8��� ��� -�"	������ ����� #�� ���� �� +8�� 6�	��'
��� ���� ���"�� ������ �������	; ��� �� ��� ���������� ����� ���� GA���� ���
�� +8�� ����� 	���	� ����� GA���� ��� 8��� ����� ���� ���� 7� �� �������� "��	�����	�



�$

$���������� 	 ��� 1���� 2 1���� -�����	����
?��� �. ��� #�� ��� S = {max cTx : Ax ≤ b,x ∈ Zn

+}
�� F=��	����������H %�	+� ��� ����� ��� +� ��	����������� #�� ���� P = {S}� %�	+�

��� 5	����� � ��� %����5� "�� ��� ��	����� <���"��5	����8��	 copt = ∞ ��� ���
5	�����; ��	��� %����5� copt = −∞ ��	 ��� 5	������;  ��	�� ������ xopt = NULL
����	  ����	�

�� F���	 �" 1����������H ���� P = ∅; ��� �� 	 �� 5���� 8��	���� #�� ���� +� ��	��'
������ ��� �� ��	 copt ��� ��	���� ���5	����8��	 ��� ��� ������ xopt; ��� ������ ��'
�����	 �	; ��	 ��� ��	���� ������� ���� �� 5���� ������ ������ �� 	; ���� copt = −∞;
��	 �� #�� ��� ����� ��

!� F>�� ��� �*���	�� #�� ����H >*��� ��� ������ ��� #�� ��� Si �� P ��� ���� �����
B��&������ ��		��� ������� #������������� ��� �����	������� <���"��5	����8��	 ���
ci
opt ��� ��� ������; "��� ,�������; ��� xi

opt�

0� F���	 �" -�����	������H R �����"� �� ?��� ��� ��� ���&���	�� #�� ���� �" "��'
����� ?�������"	��.

• =�	 ci
opt ≤ copt; ��� 5�� ������ ���������� 5����  ������ �� ���  ��	�;  ����	�

��"������ ��++����� ������ ��	��	��� �� %� ��� ��� ���� ����	 8��	��
��	������	 8������ ���� +� %����		 ��

• =�	 xi
opt ��++����; ��� xi

opt ∈ Zn ��� ci
opt > copt; �� ��	+� copt = ci

opt� ?� 8����
���� ����; +��*�����; ��++����� ������ ��"�����; ��� ���� ��	��� %����5� "��
��� ��	����; ��++����� ������  ����	�

������ 8��	����� �� P ��� #�� ���� Sj ��	 cj
opt ≤ copt� -���  ����	�  �	���	�'

	�� #�� ���� ��	 ����� �����������; ���&���	�� ������ �� ��� �����; ��	����
%����5� ������ ����	 8��	��  �	���	�	 8������

�� %� ��� ��� ���� ����	 8��	��  �	���	�	 8�����; � 5����  ������� �� ���
��"������ ������ �������	 8����� 5������ ���� +� %����		 ��

• =�	 �� ���&���	� %� ��� ��� ����	 ��� �; �� ���� �� ����	 8��	�� ��	������	
8������ ���� +� %����		 ��

• =� ���� ������ �*���� "��� ��	 ��� �*���	�� %����		 "��	�

/� F-�"	������ ��� #�� ���� �� %� ��� ����H ��������� %� ��� ���� Sij ; j = 1, . . . , k;
+� Si; �� ���

⋃k
j=1 Sij = Si ���

⋂k
j=1 Sij = ∅ F?��*�	����� ����� %� �4H� ���� �����

��� ����� ��� +� ��	����������� #�� ���� ���+�. P = P ∪ {Sij}k
j=1 ��� ��	+� ���

� ��� %����5� "�� ��� ��	����� <���"��5	����8��	 "�� ��� %� ��� ���� �" ��� ���
#�� ���� Si. cj

opt = ci
opt "�� j = 1, . . . , k� ���� +� %����		 ��



�(

G	 �� ��� "�� �� #�� ��� ��� 7� �� �������������� Si = {x ∈ Zn : Ax ≤ b};
�� 8*��	 �� d ∈ Zn ��� d̂ ∈ Z ���  ����	 Si1 = Si ∩ {x ∈ Zn : dTx ≤ d̂} ���
Si2 = Si ∩ {x ∈ Zn : dTx ≥ d̂ + 1}� ����� -�"	������ ��	 ���	�� �� ��� %���; ���
L��� ��++����� ������ +� Si ��	8���� �� Si1 ���� �� Si2 ��	��	�� ��	� ���� ���	 ����	
"�� ��� ��	����������� B��&��������; 8�  �� ���� 8��������8��	� ?�������"	 ��	;
� �� �" ����� >���� ��������	 ,���� ��+��*����� �������� �� ��� 1�	���	�����
��5�����	 ��� ��� %� ��� ���� �� �	�5 8�� ������� �������*�5	� ����� ?�������"	
5�� �� ���� ����	 ����	+��; ��� �� d, d̂ �� 8*��	; ��� ��� ���&���	� ������ +�
Si ���� �� ��� 1������ ����	; ��� ����� ��� ����� 7� �� ���������� ����5�����	
8���; ��� d̂ < dTx

i
opt < d̂ + 1� ��� ��	 ��� ������ xi

opt 5���� +��*����� ������ +� ���
%� ��� �����; 8� ��� 
����� �����	; ��� ��� B��&�������� ��� %� ��� ���� �����'
���8��	���; ��	���� �������� � ��; ��� ��� ���� �� 1���� 2 1���� 3��"���� ��
��� 1�	���	��� �������	 8����� 5������

��� ��5	����� -�8�������"*��� 8��� �"	 "�� ��� ?�����	 xi
opt,j ��� ��	����� ������

xi
opt ��	 xi

opt,j /∈ Z d̂ = �xi
opt,j ����	+	 ��� dj = 1; di = 0 "�� i �= j� ���� ��	������	

��� ?��"����� ����� ����� � ����  +8� ��	���� %����5� "�� xj � ���� ��	 L� ��� =����'
���	������ ��	 ��� %�����& ���"���� ��� �; � %����5�� �" ����� ����� %	��5	��
�����  ������	 8����� 5����� �� 7� �� ���������� ��� ����	 ����	 +� ����� 3��'
���E����� ��� 1��� "������ >��	����� ��	 xopt,j 5���� +��*����� ������ "�� ��� ���&���	��
%� ��� ����� ��� xj ∈ B  ����	�	 ���� ��� ���	��	+�� ,�� xj �" ��� >��	 (  +8� ��

#���+������ ��	 �� 8��������8��	; ��� �� 8���� -�"���	����� 8�� ������� %�  *�'
�� �� ��� 1�	���	��� ����������� +� 5�����; �� ��� %������ ��������	 ���� +�
,��5�������� ����  �����+	 ��� -�+�� ��� ���� ���������; 8��	���� -�"���	����� ���
���	 ��� <�� ��� =	��	������ - �� �� 5�� �	������ 5���� ���	�� �"�� �� ��;
��� +�� 1������� ��� ��"���������� �"*�������� ?���������� ,�� %� ��� ����� ���
��	���� ������ ������� ��"����� 8����� 5���

��� )��,�����+�����8�����5��	 ��� 1���� 2 1���� 3��"����� �*��	 8����	����
�,��  ; 8�� ��� N���	*	 ��� ���&���	�� �������� ,��������� ��	 ���  ��	��;  ��'
��� ��"������� ��++������ ������ ��	� <8�� �5	���� ��� 3��"�����  ����9����� ���
?�	8��5���� ��� %����5�� ��� ��� �������5��	��; %� ��� ���� +� ��	"�����.

• ��� >�� ��� "�� ��� ��,����� ���� ��+������ 3�� ��� ���

• ��� >�� ��� �� �*���	�� +� ��	����������� %� ��� ���� �� ��� ����� P�
1�� ��� >�� ��� +� �&�������� 3�� ��� 5�� �� ,�� 3��	��� ����; ���L����� 3�� ��

+� �&�����; ��� ����� ����� )��D+���	�� �� ��� <���"��5	��� �	� ���� 5�� +�� �����
�+� "�����; ��� ������� %�  *��� ��������	 8�����; ��� ����� � ����; �� ��� ���
+� ��	���������� ���������� ���� ,��5������	 8���� <�� ������  ��	��	 ���� ��	�

����; +��*�����; ��++����� �������� ��	 ����� ����� <���"��5	����8��	 +� ����'
������; 8� ���� ���� ��	��� %����5� "�� ��� ��	����� ���5	����8��	 ���� 	� >��	���
%	�	����� � ��	�� ��	 ����� ,�� 1���	+�� ,������ ���� B�����"���� ��� 3�� ���;
��� ����� ����� 1����	��� "�� �� ��	������������ ��� ��� - �*����5��	�� ��	�����'
���� ���� �� ���� P7>$$; %�!/$Q� � ���� %	�	���� ��"�������� ��	; ��	  �*���� ,��
5��5��	�� ��	������������ ����

1�� ��� >�� ��� �� �*���	�� +� ��	����������� %� ��� ����  ��	�	 �� ���� �; ��
+���	+	 ��	������	� #�� ��� 8��	�� +� ��	��	�����; ��"��� ������ ����	 �� ��� 8��	����
1�	���	��� �������	 8���� F���"�������; ���	�'���	 ����� ���� ��	'��'���	'��	 F�='
��HH� � ���� ��� #�� ��� ,�� ������ %� ��� ��� ��� ����� ���� +��*	+����� %����5�



��

����� 3�� ��� ��	���������	; 5�� ��� 1��������� ��� ���&���	�� ������ ��� %� ���'
 ���� �" ��� ������ ��� ,������ #�� ����  ������� ?� ��	 ��� 5���� 5�����		 ����
1��������� ��		��� ������� #������������ ��	8�����; �			 ������ �� 	 �� B���	����'
�����	�����5��;  ������� �" ��� ����� %�����&; ��� - 8�������� ����� #�� ����
������ >��	����� ������	 ��� ?�"����� +�  ��	*	����; ��� ��	���� �������� ���� 	��"
�� #�� ��� �� ��"����� 8����� �� �� � >��+��5��	���

?��� �	���	�,� B�����"���� ��	 ��� 1���	������� F ���	�'���	 �����H;  �� ��� #��'
 ���� +����	  �	���	�	 8�����; ��� ����� �������� - �	�� ,�� >��+����� ��� � ���
����� %	�	���� 8��� ��������� ���	�� +������ ��	 ������� #������������ ���'
8��	; ��� �����	 ���� ���� "�� ��� ?���	+ ������; ������	������ 3��"�����

�"� #���$� % '�� &��������

��� 1����C 1���� 2 
�	 8���� +����	 �� P#B$�Q �����"���	� 1���� 2 
�	 3��"�'
��� 5�� ������� 1���� 2 1���� ��	 ��� 3��8������ +��*	+������ ������	 �����; ���
%����		� ����� %����		� ���� ������ +�� 3��5��������� ��� ����������� ��� 8�����
����� +��*	+�����; ������ 7� �� ���������� �������	� %����		� ����,��"���� ���� ��'
����	*����� 3��"���� +�� ������ ,�� ��	������������ ������ =� ��� ����������; ��'
����� ��	������������ ���� ��	 ��������� ��� )��,�����+ ,�� %����		� ����,��"����
+� �����; � ��	� %����		� ���� �	�5 ,�� #�� ���  �*���� ��� ����	 ��� ������'
+����� �������	 8������ ���� 8��� ��� )�� ��	��� ��	 1���� 2 1���� ,��8����	�

��4������ 	5% ��	���� ��� ��� (��1���
 S = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}� ��
 h ∈ Rn� h0 ∈ R
 �
� ��� 5�	�������	 hTx ≤ h0 ����	�� �����	
���� )���� ���6����1+ 	������  ���
��� !�
 ��� (����� �� S 	����

?��� %����		� ��� 8��� ��� ����� ���� 6���������� ����*���	���	; ���  �+������ ����
��++������ #��5	� �� ����� #��A���� S ���	�� ��	;  �� ��� ���������� ��� +���'
�������; ���&���	�� ������ ,��5������	; ��� +8� ������8���� 8������� ��; ��� ���
6���������� "�� ��� 5	�����; ����	 ��++����� ������ ��� ���&���	�� #�� ���� �����'
	�� ��	; �� ��� ��� ����� ��� %����		� ��� I��� ,�� ���	������ ����������  ��	����	
8���� -�" ����� >���� 8��� ��� ���������� ,��5������	 ��� ��� �������5��	 �����C��;
����� �����	� ������ ��� �����; ���&���	�� #�� ���� ���� �����; ��	���� ������ +�
 �5������ G��� �� 8���  �� ��� ���������� ����	 �� ������� %� ��� ���� ��	���	;
������� ,��5������	�

��� ��������� 1���� 2 
�	 -�����	����  ��	��	 �� ��� �� -�����	���� ! ����'
�	���	�� %����		�� F����� P#B(�Q ��� P7>$$QH; 8� �� ��� 7�		��� �� - �����		 ��0��
��,��*����	 -�8������ ����	� ��� ?��"������ ,�� %����		� ���� ��������	 �� %����		
/ ��� -�����	����� %����		 : �������	 8��	����� ���� +�� 1���� 2 1���� 3��"����
��� -�"	������ ���  �	���	�	�� #�� ���� �� %� ��� �����

#� ��� ��� B����� P#B$�Q �	����� �� 3��"���� ���� ��� G����������������'
��� ���� ,��� G��� ��  ��	��	 �� #�� ���; ��� 8���� ��� )�����&�	*	 ��� #�� ����
�� ���	��� #�� ��� ����	 ��� ����� ���� 7� �� ���������� ��	�*�	� <� 1����� ���
3��"����� 8����� ��� �������� ��������	; ���; ��� 8��� ��� ��++���� ����; ����
5���� +��*������ �������� ��� �������������� #�� ���� ���	������ =� ������ ��� 8��'
��� %����		� ���� +�� G��"� ��������; �� 8��� ��� "��	���	���	; �� 8������ -�	 ���
��"������ ������ ���� 7� �� �������� ��� #�� ���� ,����	+	 ��� ��� ��	����������
7� �� �������� 8��� ��� #�� ��� ���+���"��	� ����� ��� G��+����� ��������� ���



��

$���������� � ��� 1���� 2 
�	 -�����	����
?��� �. ��� #�� ��� S = {max cTx : Ax ≤ b,x ∈ Zn

+}�
�� F=��	����������H %�	+� ��� ����� ��� +� ��	����������� #�� ���� P = {S}� %�	+�

��� 5	����� � ��� %����5� "�� ��� ��	����� <���"��5	����8��	 copt = ∞ ��� ���
5	�����; ��	��� %����5� copt = −∞ ��	 ��� 5	������;  ��	�� ������ xopt = NULL
����	  ����	�

�� F���	 �" 1����������H ���� P = ∅; ��� �� 	 �� 5���� 8��	���� #�� ���� +� ��	��'
������ ��� �� ��	 copt ��� ��	���� ���5	����8��	 ��� ��� ������ xopt; ��� ������ ��'
�����	 �	; ��	 ��� ��	���� ������� ���� �� 5���� ������ ������ �� 	; ���� copt = −∞;
��	 �� #�� ��� ����� ��

!� F>�� ��� �*���	�� #�� ����H >*��� ��� ������ ��� #�� ��� Si �� P�
0� FB��&������H ���� ��� B��&������ ,�� Si ��		��� ������� #������������� ���

�����	������� <���"��5	����8��	 ��� ci
opt ��� ��� ������; "��� ,�������; ��� xi

opt�

/� FG��+����� ,�� %����		� ����H ���� ��8�����	 ��� ������� ��� "��� xi
opt /∈ Zn

"��� ��� #�� ��� %����		� ���� ���+�; ��� "�� xi
opt ����	 +��*���� ����� ���� +�

%����		 0�

�� F���	 �" -�����	������H R �����"� �� ?��� ��� ��� ���&���	�� #�� ���� �" "��'
����� ?�������"	��.

• =�	 ci
opt ≤ copt; ��� 5�� ������ ���������� 5����  ������ �� ���  ��	�;  ����	�

��"������ ��++����� ������ ��	��	��� �� %� ��� ��� ���� ����	 8��	��
��	������	 8������ ���� +� %����		 ��

• =�	 xi
opt ��++����; ��� xi

opt ∈ Zn ��� ci
opt > copt; �� ��	+� copt = ci

opt� ?� 8����
���� ����; +��*�����; ��++����� ������ ��"�����; ��� ���� ��	��� %����5� "��
��� ��	����; ��++����� ������  ����	�

������ 8��	����� �� P ��� #�� ���� Sj ��	 cj
opt ≤ copt� -���  ����	�  �	���	�'

	�� #�� ���� ��	 ����� �����������; ���&���	�� ������ �� ��� �����; ��	����
%����5� ������ ����	 8��	��  �	���	�	 8������

�� %� ��� ��� ���� ����	 8��	��  �	���	�	 8�����; � 5����  ������� �� ���
��"������ ������ �������	 8����� 5������ ���� +� %����		 ��

• =�	 �� ���&���	� %� ��� ��� ����	 ��� �; �� ���� �� ����	 8��	�� ��	������	
8������ ���� +� %����		 ��

• =� ���� ������ �*���� "��� ��	 ��� �*���	�� %����		 "��	�

:� F-�"	������ ��� #�� ���� �� %� ��� ����H ��������� %� ��� ���� Sij; j = 1, . . . , k;
+� Si; �� ���

⋃k
j=1 Sij = Si ���

⋂k
j=1 Sij = ∅� ���� ����� ��� ����� ��� +� ��	��'

��������� #�� ���� ���+�. P = P ∪ {Sij}k
j=1 ��� ��	+� ��� � ��� %����5� "�� ���

��	����� <���"��5	����8��	 "�� ��� %� ��� ���� �" ��� ��� #�� ���� Si. cj
opt = ci

opt

"�� j = 1, . . . , k� ���� +� %����		 ��



�!

konvexe
Mengen

nicht
konvexe
Mengen

-  ������ ��0. 1�������� "�� 5��,�&� ��� ����	 5��,�&� ������

-  ������ ��/. #��A���� ��� ����� ��++����� G���� F�����5	�	H

 ���	��	�� 7� �� ���������� +�� #�� ��� 8��� ��� ������ ��� ���&���	�� #�� ����
�	�5 ,�����"��	� G��� �� ��	�	���� L����� ��� ,��8����	�� %����		� ���� ����5	 ��
��� �������������� #�� ����	�������

��! ���  �����"�� 	�� ������������

6� -������ � �� ��� ?�������"	�� ��++������ ��������*��� ����� +� 5�����;
������ �� 3��"��� ������ 1����C� �����"���	 8������

��4������ 	5& /���� x1, . . . ,xk ∈ Rn �����
�� ��� λ1, . . . , λk ≥ 0 ���
∑k

i=1 λi = 1�

-�� ���
∑k

i=1 λixi ���� �����������	���	�� ��� x1, . . . ,xk�
���� ���	� X ⊂ Rn ��� �������  ��� λx1+(1−λ)x2 ∈ X !�
 �������	� x1,x2 ∈ X, λ ∈
[0, 1]�
-�� ������� ����� conv(X) ����
 ���	� X ��� ��� ���	� ���
 �����0�� �������
������ ��� ��������� �� X�
��� ����������� ����
 �����0�� ���	� X ��� ��� ������� x ∈ X� !�
 �� 	���
x /∈ conv(X\{x})�

)��,�&� ������ 5����� 5���� ������ ���� �*��� ��	��	��� -  � ��0 +���	 1��������
"�� 5��,�&� ��� ����	 5��,�&� ������ �� +8�������������� B��� ���	 ������ �'
�� )��,�&')�� ��	����� +8������ +8�� 3�5	���� �" ��� ����� +8������ ���  �����
3�5	����� ���� 3�� ������������ +8������ +8�� #��5	�� ��� 5��,�&�� ����� ���� ���
5�����		 ������� ��� 5��,�&�� ����� ������� ?�� ?&	������5	 ��	 ��� ?�5���5	; ���
����	 �� )��,�&')�� ��	��� ������ #��5	� �����	���	 8����� 5�� P

#%$4Q�

>�� �� - �����		 ���  ����	� �����"���	; ��	 P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} ��� #��A�����
PI  �+������ ��� 5��,�&� G���� ���� �� P ��	��	���� ��++������ 3�5	����� PI 8���
��� ��� ��++����� G���� +� P �����	� �C������	���� ��	 PI �� P ��	��	��� -  � ��/
+���	 ��� 1������� "�� ����� #��A���� P ��� ��� ���� ��	��	��� ��++����� G�����



�0

��4������ 	5�9 ��� (��1���
 P ��� 	������	�  ��� P = PI 	����

��� "��������; *I��,���	�� -������ +����� ��� 1����	��� ��++������ #��A����
"�� ��� ������ ��++������ ��	������������ �����

.������ 	5� /�� P ��� 
������
 (��1���
� -�� ���� !��	���� .���	�� $6�������"

• P ��� 	������	�

• max{cTx : x ∈ P}  �
� ��� ����� 	������	�� �����
 x �

������ ��!�
� ��
�0���� ������� ����

�� ������� �����	�	 ����		�� � ����; � ��� ?&	������5	� ����� ��++������
#��A����� ��++���� ���� ������ ��� 8������� �� �&���� � �� ��� 3�5	���� �� P
,�� ����� ?&	������5	 �������	 8���; "��� �� ������� ��	� ��� ��� ������ 1�8��� �����
P)3(�; %� $4Q ���� P

#%$4; %� ��$Q�

?� �	���	 ���� ��� ��� ����; �" 8������ >�� �� +� ����� ��	������������ ���
��	�������� 5��; � ������ #��A���� ��++���� ��	� )�� �� +�����; ��� ��� �����
��� 7� �� ���������� ����� ��	������������ ���� �������	� #��A���� ��++���� ��	;
8��E �� "�������; ��� �� #�� ��� ��	 -�����	���� "�� ������ #������������ ��+'
+���� �����	 8����� 5��� ?� �����	 ���� ��� �� ��� �� ���A��������� <��	 ��� ���
��++������ #�� ���� G���"�� �����	 ��� ?�������"	 ��� 	�	��� 6���������	*	 ���
7� �� ����������	��& ���� ��	���������� B�����

�(�� )����� *����
�������� ��� ��������

��� 	�	�� 6���������	*	 ,�� ��++������ �	��+�� 8��� � �� ��� ��	������	�� ,��
I���	������ %� �	��+�� �������	� <� L���� I���	������ �	��& �*��	 ���� ��� ��'
	������	�  ��������� >��  ������ +��*���	 ��� �����	��� ����� %� ��	������	�.

��4������ 	5�� /�� A ���� 	������	� ��
�0� ����  ��!�����	����� ��� A ���
det B !�
 ���� 6��
������ /����
�0 B ��� A�  ���� B 	�������  �
� ��
�� �������	�
/������ ��� ��������������

��4������ 	5�	 ���� 	������	� ��
�0 A ��� ����� ��	��!�����  ��� 7��� /�����
��
������ ��� A −1� 0 ���
 +1 ����

-�� ������ �����	��� "���	 ��"��	; ��� ���� 	�	� ���������� �	��& 5���� ?��	�*��
�E�� −1; 0 ��� 1 � �� 5��; � ��� ��� ���+����� ?��	�� ���� %� �	��&  ����	;
����� %� ��	������	� ������ ������ ?��	�� ��	�

�� 8����	����� �������; �� ��� <��������� +8������ ��� 	�	��� 6�������'
��	*	 ��� 7� �� ����������	��& ��� ��� ��++����5��	 ��� #��A�����  ������� 	; ��	
�� "�������.

.������ 	5	 FG�C��� ��� )���5� PG)/�QH ���� 	������	� ��
�0 . ��� ����
��������
 	��� ����  ��� �� (��1���
 {x : Ax ≤ b,x ≥ 0} 	������	 ��� !�

7���� 	������	�� �����
 b�



�/

�� �������  ���	 ���; ��� ��� 	�	�� 6���������	*	 ��� 7� �� ����������'
	��& ��8��� ��	8������ �� ��� ������������ 1�������� �"�� ��	; ��� �� #��A����;
�� ����� ��� 7� �� ���������� �� ����	 8���; ��++���� ��	; ��"��� ��� ��� 3�5	��
b ��� ����	�� %��	� ��� ��+� <���� ��	�*�	� 6� +� ��	��������; � ��� ���� ����;
������� #������ ��++����� ��������  ���	+	; �����	 ��� ��� 6�	��������� ��� 7�'
 �� ����������	��& �" 	�	�� 6���������	*	 P

#%$4Q�

>���	�� ��	; ��� ��� ⇒'B���	��� ��� �������� ��� ��� "�� #��A���� {x : Ax =
b,x ≥ 0} ���	; L����� ����	 ��� ⇐'B���	��� P7>$$QM -�� ��� ��++����5��	 �����
#��A����� ����� ������� #������� ��	 ='7� �� ���������� "���	 ��� ����	 �����
��� 	�	�� 6���������	*	 ��� 7� �� ����������	��&� ��� ������ 1�	���	����� ��	 ��
��������� 8���	��; �� ��� 	�	��� 6���������	*	 �" ��� ��++����5��	 ��� #��A�����
������E�� +� 5�����; 8� ���  �� ='7� �� ���������� ������� ��	�

-��������� ��	 ��� ?�������"	 ��� 	�	��� 6���������	*	 ����� �	��& 5����; ��� ��
�� � �� ��	  ��E�� -��� "��	�	����� 5��� <� ����� m × n �	��& ��	 m ≤ n �� 	 ��∑m

i=1

(
m
i

)(
n
i

)
I���	����� %� �	��+��� 1�� ����� 3 × 4 �	��& ���� ����  ��������8����

 ����	� 12+18+4 = 34 �	��+��� ?� �� 	  �� ����� -�����	���� ���A��������� ��"+��	
+�� ?�5������ ��� 	�	��� 6���������	*	 ,�� �	��+�� P%�A4(Q�

>��	����� �� 	 ��  �� ���� B���� ������ ������������� 1���������� "�� ��� 	�	��
6���������	*	 ����� �	��&�

.������ 	5� 8� ���� ��
�0 A ∈ {−1, 0, 1}m×n �� 7���
 /���� ����� ���
 �� � ��
��� 9��� ��
��������� ����
$	�� ��� ���

∑m
i=1 aij = 0 !��� /���� j � �� ��� 9��� ��
�

��������� ����
$	� ��� �� ��� A ���� ��������
�

������ ������� F����� P7>$$; %� /0�QH ��	 ,�� 1����	��� "�� 7�	+8��59������ ����
F����� - �����		 ���H; � ��� =���+��+�	��+�� ��� )��	�� ��� )�	�� ����� ������	�	��
������ ���  ������� ��� ���	�	 � �� F�����	��� ���0 �� - �����		 ����0H� ��������
5����� 7�	+8��59������ ���� ��	 ������� #������������ ��++���� �����	 8�����;
8� ���� 8���	��� ���	�	������ ��	; � ���� ��	 ������� �� 7�	+8��5�� ,���� #�� ����	��'
������ ����������� ������ ����� ��������� ��	 +��*����; � ��� ��	���������� B���	���
��� �������� ��� ��� "�� ������ #������� ��	 ='7� �� ���������� ���	� ��� ���'
��������� ,�� 7�	+8��59������ ����� �� ������� #������ ��	 �� ��������� ���!
�����	���	�

�� "������� ������� ,�� ������ ��� G���� ��	 ���������� �� �� ������� ��!;
8������ ���� ����5	 �� ������  ���	�� �*��	.

.������ 	5� FP�G��QH ���� m × n ��
�0 A = (aij) ∈ Zm×n ��� 	��� ��� ����
��������
�  ��� �� !�
 7��� #������	� R ⊂ {1, . . . , m} ��� ������ ��
 ��
�0 ����
(
������ R = R1 ∪ R2� R1 ∩ R2 = ∅� 	���� �� ��� 	���"

∑
i∈R1

aij −
∑
i∈R2

aij ∈ {−1, 0, 1} ∀j ∈ {1, . . . , n}

� 8��	����� L��� �	��& ��� ���� ��� 	�	� ��������� ��	; 8��� ����� 	�����'
����	� 	�	� ��������� ��	 P7>$$Q; 5�� ������� ��0 � ���� ��	 G��"� ,�� #�	�	�����
,�� %��	�� "��������	 8�����.



��

.������ 	5� ���� m × n ��
�0 A = (aij) ∈ Zm×n ��� 	��� ��� ���� ��������
�
 ��� �� !�
 7��� #������	� R ⊂ {1, . . . , n} ��� /����� ��
 ��
�0 ���� (
������ R =
R1 ∪ R2� R1 ∩ R2 = ∅� 	���� �� ��� 	���"

∑
j∈R1

aij −
∑
j∈R2

aij ∈ {−1, 0, 1} ∀i ∈ {1, . . . , m}

��� ��� =�+����+�	��& A = (aij)
m×n ��� )��	�� ��� )�	�� ����� ������	�	��

������ (G, E) ��	+� R1 = {1, . . . , m} ��� R2 = ∅� ��� %���� � �� ��� %��	�� L����
 ���� ���� -��8�� ,�� <����� ��� �	��& ��	 ����� ∈ {−1, 0, 1}�

7� �� ��� =�+����+�	��+�� ������	�	�� ������ ���� =�	��,���	��+�� ���� 8��	���
)���� ,�� �	��+��; ��� 	�	� ��������� �����

��4������ 	5�� ���� "������������	� ��� ���� ��
�0 A ∈ {0, 1}m×n� ��� ��
 �� 7���

/���� ��� :�����
$	� ������
 ��
��� !��	��� ��� !�
 ��� aij = akj = 1 ��� k > i + 1
��������� alj = 1 !�
 ��� i < l < k�

� �� ������� ,�� <����� ����� =�	��,���	��& 8����� ���� =�	��,���	��& ���� 	;
�����	 ��; ���*E ������� ��0 ���� -�"	������ "�� ��� ����	� ����� R = {1, . . . , m}
,�� <����� �+��� ��� %�	+	 �� R1 = {i : i ��	 �������} ��� R2 = {i : i ��	 �����};
�� 8��� ��� ��"�����	� ?�������"	 ��	 ������� ��0 �������	���

=� ������ - �����		 8���� ��	 ��� 	�	��� 6���������	*	 ,�� �	��+�� ���� ?����'
���"	 ,�����	���	; �� +� ����� ���� ���� ������� #������ ��	�������� +� 5�����;
� ��� #��A���� ��++���� ��	 ��� ���� ��	 3��"���� ��� ������� #������������
��++����� �������� ����		��	 8����� 5������ =� ���� ,�� ≤'7� �� ���������� ���	
���� ���� OI��,���+ �+������ ������  ����� ?�������"	��� >��	�����  ��	�	 �� ����'
��� ,�� ������'G���� ���� 8���	��� �������5��	; ��� 	�	�� 6���������	*	 ����� �'
	��& +� � �����"��; �� �� ��� -�����	���� ���A��������� ��"+��	  ������� �" ���
1�	���	����� ,�� %�A�����

��# $� %��"&�����	����

=� ������ - �����		 8��� ���� 5��+� ?��"������ �� 7�	+8��59���������� ���� ��;  '
������� �" P�14(Q ��� P-��$!Q� 7�	+8��59���������� ���� ��� 8��� 8���	���	� )����
������� ��	������������ ����; ����� ���������� ��++���� ��	� 7�	+8��59������'
 ���� ����� ���� "������� �D+���	 �� ���A��������� ��"+��	 ��	 %	����'-�����	����
"�� ������ #������������ �����; 8��	����� �&��	�����  �� � ��"��� ���+����� -�����	�'
���; ��� ��� %	��5	�� ������ #�� ���� ����	+�� ��� ���� ���� �D+���	��� 1���������
��� ��	����� ������ ���� �� P�14(; -��$!Q�

?�� 7�	+8��5  ��	��	 �� )��	�� ��� ������	�	�� )�	�� +8������ ��� )��	���
����� �� 7�	+8��5 ���� ��� ����� 	������	���	 8�����; ��� � ����� ���� ��8�����
N����5��	�� �� �� 7�	+8��5 ���	��		; ��	��� ��� )�	�� 	������	���	 8��� ��� ��
7�	+8��5 � ������ )��	��; ��� %��5��; 8����� ,���*��	� ��� �����; ��� ��	��� ���
)�	�� +��*���� ��	; 5�� ����� ������ 1���������� ���������*�5	 8�����.

• ���� ��	��� %����5�
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[externer Fluss]
(Minimum, Kapazität, Kosten)

optimaler Fluss

-  ������ ���. 1������� ����� 7�	+8��59���������� ��	 ������

• ���� � ��� %����5� ���� )�+�	*	�����+�

• )��	�� ��� �����������	

��� �&	���� ����� �� 	 "�� L���� )��	�� �; 8��,���� �����������	�� � ������ )��	�� ��
�� 7�	+8��5 ���	��	�� F����	�,�� �&	����� �����H  +8� �� 7�	+8��5 ,������� F���	�,��
�&	����� �����H� ?� ��" 5��� ����� � ����� )��	�� ,������� �����; �� ��� ��� �����
��� �������; ��� �� ����� )��	�� ���	��		; � �� ���� )�	� ���� ,�� �&	���; ������ ���
����� ��� ������� ���� ����; ��� ��� )��	�� 8����� ,���*��	 F9�8 ������,	���H�

��� )��	�� ��� �����������	 ��	��� ����� )�	� 5����� ����	�,� 8�� ��� ���	�,�
>��	� ��	��	��; ���	�,� )��	�� ���� ������ �� ��8��� +� ��	�����	������ �� ��'
	������������ ��� ����� 7�	+8��59����������  ��	��	 ����; "�� L��� )�	� ��� �����
+�  ��	�����; �� ��� ��� ���� ���� %����5�� ��� ��� 9�8 ������,	��� �������	��
8����� ��� ��� %���� ��� ����� ��� ������ ��	�	������� )��	�� ��������	 8���� ?��
1������� ��	 �� -  � ��� �����	���	; ��� �����	�������; ��	���� ����� ��	 �� -  � ���
��	���	������ ����� ���

�� �����	���	� 7�	+8��59��������� 8��� ��� �� �� 
����� �������������
����
9��� �
�;����
����� F����; ������� ���	 9�8 ��� ���H  �+������	� ?� �� 	 ������
%��+������������ ��� - 8�������� ������ ������������� #�� ����; ��� �� ���������
5��+ ,�����	���	 8������

�+�� ��� ������������� ,��-���

���� �� ��	 ��� 7�	+8��5 ��	 )��	�� ��� )�	��; 8� �� L���� )�	� ���� �*��� +�'
�������	 ��	� ?� �� 	 ����� N����5��	�� ��� ����� <���5��	��� <��� ��� #�� ���� ��	 ��;
��� 5��+��	�� #"� ,�� ��� N����� +�� <��� ����� �� 7�	+8��5 +� ������ ��� N����'
��� <���5��	�� � �� ����	 ����� �&	����� ����� ,�� 1  +8� −1; ��� ������ )��	��
� �� 5����� �&	����� ������ ��� )��	�� ��� )�	�� ��	�������� ��� �*���; ��	��� ���
� ��� %����5�� ��� ������� �� 	 �� ����	�

�� ����	��	'�	� #�� ��� ����	  ��������8���� -�8������  �� ��� 1��	������ ,��
5��	������ #"��� ,�� #��L�5	��*��� ���� - ��"��*��� ��	 G��"� ��� 7�	+���	�����5�
G��� ���	 �� ����; ��� ,����������� -5	�,�	*	�� ���� -� ��	��5�	� ����"���	 8��'
��� ������; 8� �� -5	�,�	*	�� ��8��� ������ ������ �� ��� �" ������  ������
5�����; ��� "�������  ����������� ���� ������; ���	 �����5	�,�	*	�� �	�	�� 5������



�4

��� 5��	����� #"�  ��	���	 ���L������ -5	�,�	*	��; ����� 3��+������� ���� ����		��'
 � �� 3��+������� �" ��� ����	���L�5	���� ��8��5	� >��	����� ��	 �� #�� ���
�8��� �  �� ��� B��	������� �� 3��5����' ���� ����"����	+�� P-��$!Q�

�+� ��� )�����������-��� ��
 
��  ���	����� ,��-���

1��� �������	��� ��� ����� ���� ��� )��	�� ��� 7�	+8��5� �� +8�� ������ N1 ���
N2 �"	�����; �� ��� ��� )��	�� �� N1 ��� ��������� )�	�� ��� ��� �� N2 ���
������5������� )�	�� � ��� ����� )��	�� �	 ����� �&	����� ����� �������� 7���;
8� �� ��� )��	�� �� N1 ��� N����5��	�� ���� ��� ����� ����	�,��; �&	����� ����� � ��
��� ��� )��	�� �� N2 ��� %��5�� ��	 ���	�,��; �&	����� ����� ����� ��� %���� � ��
��� �&	����� ������ ��	 7���� ��� )�	�� � �� �� �����*�5	� )�+�	*	 ��� 5�����
�������� ������ �� <��� ��� #�� ���� ��	 ��� 1��	������ ��� �������	� ��� �������
��	��� ��� )�	�� ��	 �������� )��	���

�� <������������ ��� F��������	 ��� ���H ��	 ���� 8��	��� %��+���������� ���
�������	��� ����;  �� ��� |N1| = |N2|� ��� 1�	�� ��� �&	����� ������� ��� )��	��
��	 8��	����� ����� 1� �� -��������	 #�� ��� ����	 ��� ��� ����� <�������� "��
L���� )��	�� �� N1 +� ���� ����� )��	�� �� N2; �� ��� ��� %���� ��� )��	��
��������	 8���� ?���  �5��	� -�8������ ��� -��������	 #�� ���� ��	 ��� <��������
,�� ���	�� +� �� �; �� ��� L��� #����� ���� ����� +� ������������ �� +���8�����
 �5���	� ��� )��	�� ��	��������  ��������8���� ��� ��	�	������� ����	�5��	��; �����
%���� �� +� ���������� ���	�

�+�� ��� ������� .���� ,��-���

1��� �&���� ����� #�� ��� F�&���� 9�8 ��� ���H ��	 ��� )�+�	*	 ��� )�'
	�� ��� ���+���; ����,�	� #���	��; ����� )��	�� ������� ���� 5���� B����� <��� ��	 ��;
���� %	���5� ,�� ����� N����5��	�� +� ����� <���5��	�� +� �����; ��� ��� ���E	�����'
���� ����� ���� 	� ����� #�� ����	������ ����	 ��	�� ������ �� ��� 7�	+8��5	�����5
-�8������; 8��� �� ���� ���	; ����� 7�	+8��5�"� ,�� ����� N����' +� ����� <���'
������� +� �����; �� ��� ��� ���E	�������� 1�� ���	� +�� 3��"����� �	��	�

�+�" �, .����������	 
�� ������/ 0���������������
�� 1����

2��03������-����

��� ��� ���	������ ��� ������ 5��	��������������� 7�	+8��59������ ����  ���	��	
�� ��� =�+����+�	��& ��� )��	�� ��� )�	�� ��� 7�	+8��5�� �� 7�	+8��5 ��	������	
����� ������	�	�� ������ (G, E) ��	 ����� )��	������� G ��� ����� )�	�������
E ⊂ G ×G ,�� �������	�� #���; 8� �� (g1, g2) ∈ E ⇔ �� ���	 ���� ������	�	� )�	�
,�� g1 ��� g2�

��4������ 	5�� ��
 ��� 9��� �
� ��� ����
 ���������	� G = {g1, . . . , gm} ��� ���
��
 ��������	� E = {e1, . . . , en} ��� ��� m × n "��	!�������	� !�� ������ ��!

������ )�����
� ��������� ��
�0+ A ��<���
� ��
aij = 1 ⇔ ej = (gi, gx) ���
aij = −1 ⇔ ej = (gx, gi)�



�$

��� �	��& ��	�*�	 ��� �� L���� %��	� ���� ���� � ��� ���� '�; �*����� � %	�	' ���
<���5��	�� ���  �	��C����� )�	�� >��	����� �� 	 ��� -�+�� ��� ?��	�*�� �������� 7���
�� L���� <���� ��� ��� ��� )��	��� �; ��� ��� -�+�� ��� )�	��; ��� �� ��� )��	��
�	�	�� ���� ������

��� =�+����+�	��& ��� )��	�� ��� )�	�� +� ��� ������ ��� �� -  � ��� ����'
�	���	�� 7�	+8��59���������� ��	 �� F����H ��+���	.⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0 0 0 0
−1 0 −1 1 1 0 0
0 −1 1 0 0 1 1
0 0 0 −1 0 −1 0
0 0 0 0 −1 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ F����H

��� ������������ ��� ������ 5��	��������������� 7�	+8��59���������� ���� ���
"�������� 1���������� ��"����.

• 1���	��� ��� � ���� %����5�� F)�+�	*	H ��� )�	��

• 1���	��� ��� ��	���� %����5�� ��� )�	��

• 1���	��� ��� �����5�����,������ F������,	��� �" 9�8H � L���� )��	��

• 1���	��� ��� �&	����� ������� ��� )��	��

�� �����; 5��	�������������� 7�	+8��59��������� ��� 8�� "���	 �"�� �	� %����
G = {g1, . . . , gm} ��� )��	�� ��� 7�	+8��5�;
E = {e1, . . . , en} ��� )�	�� ��� 7�	+8��5�;
c ∈ Rn ��� )��	��,�5	��; ci ���� ��� )��	�� ��� �����������	 ��� )�	� ei;
b ∈ Zm ��� 3�5	�� ��� �&	����� ������; bi ��	 ��� �&	���� ����� ,�� )��	�� gi;
s ∈ Zn

+ ��� 3�5	�� ��� � ���� %����5�� ��� )�	�� F)�+�	*	��H;
s ∈ Zn

+ ��� 3�5	�� ��� ��	���� %����5�� ��� )�	��;
A ∈ {−1, 0, 1}m×n ��� =�+����+�	��& ��� )��	�� ��� )�	�� ���
x ∈ Zn ��� +�  ��	������� ����� �� L���� )�	��
��� ��	 �� 5��	�������������� 7�	+8��59������ ��� �� ������� ��	���������'

��� ��� ���� �� ��
��������� cTx
��	�� ��� 7� �� ����������

Ax = b
x ≤ s
x ≥ s
x ∈ Zn

F���!H

7	������ ���� �� ����	 ��	8�������8���� "������; ��� ��� �&	����� ������ ��� ���
%����5�� ��++����� >��	�  �����	��� �� #�� ��� 5�� ���� ������ ���"�� ��'
���������	 8������ � �� L����� ��� �������� �� #�� ���� ���	;  �� ����� ��� ��+'
+������ ����� ��"����� 8����� ����; ������ ���������8���� ��� ��� %����5�� ��� ���
�&	����� ������ ��++���� ����� %��� ��� �� ����	; �� 8*�� �� +�� ����� ���� ����������
#�� ����	������ ��� +�� ������ ����	 ���� ���8��� � ��++���� ��	��� ��� �
F����� ��� - �����		 ��/��H�

��� �	��& ��� 7� �� ����������  ��	��	 ��� ��� �� ��� =�+����+�	��& ��� )��'
	�� ��� )�	�� ��� 7�	+8��5�� ����� ��	; 8�� +� ������� ��!  ����	� ���*�	��	; ���"��



!(

���8��� � 	�	� ���������; � �� L���� %��	� �����	��� ���� 1 ��� ���� −1 ��	��'
	�� ��	� �������� ��	 ��� �������	� ���������� F��"��� ��  �����*�5	 ��	H ��++���� ���
���	 ��� ���  �������	�; ��	���� ������

��' ���������������

=� ������ )��	�� 8����� ��� ��������� ������� ��	������������ ���� �����	���	�
�� %�����&'3��"���� +�� ����� ������� ��	������������ ���� 8���� ������ ,����'
�	���	 ��� ���� 5��+� ?��"������ �� ��� ��	�����'����	 -��	+ ���� ��� ������ ��	����'
�������� ���� ���� ��	 ������ 3��"���� �� ���A��������� <��	 ��� �; 8��	����� +���	
��� ��5	����� -�8������ ���� �������� ��� �5��	 ��� #�� ���� ��� �������� ��	 ���
%�����&'3��"����� ?� �� 	 ��	��������� �*��	��� %�"	8����������	�������� ������
-�����	�����

>��	�����  ����*"	��	 ���� �� )��	�� ��	 ��� %��+��5���� ��� ��++������ ����'
��� ��	������������ ����; � ����� "�� �� �� ������ -� ��	  ������	� >��5����+�	��'
�������� ��� ,�� 1����	��� ����� <�� ����� 8���� �����	���	; ��	�� 8������ 1����'
������  ����	� ��� ���������� ��� ���&���	�� #�� ���� ��++���� ��	; �� ��� ����
��� 3��"���� "�� ���������; ������ ��	������������ ���� �8����� ������ ���� 	��C	
��� �������� ��� �" ��� )���� ��� 7�	+8��59������ ���� +�; ��� ���� ������������
����� ���E�� 1�� ���	� ,�� ��5	������ #�� ����� ���� ��� <�� ������ 8�����
+��*	+����� 3��"���� ,�����	���	; ��	 ����� G��"� ��  ������� �" ����� ���&���	��;
�����8��	���� ������ +� ����� ��++������; ��	����� ������ 5���	�

-�" ���� �" ������ ��������� 8��� �� )�� 0 �� >��5����+�	���������� ���
,�����	���	 ��� ��	������	; ��8��"��� ���� ������ ��++�����; ������ ��	������������'
 ��� ����� �*��	� <��*���	 �� 	 L����� )�� ! ���� ����� R �� ���5 � �� ��	 ��� >��5'
����+�	���������� ��� ,��8��	�� #�� ���5����� ���� '�	���������



������ �

��	������ �	������������

=� ������ )��	�� 8����� )����� ,�� ��	������������ ����� �� ��� ��	��	�� ,����'
�	���	; ��� ��	 ��� >��5����+�	���������� ��� �� ,��8��	 �������� 8����� 5������
?� 8��� ��� R �� ���5 � �� ��� L�8������ #�� ����	������; ��� )�����&�	*	 ��� #�� ����
��� �������	+	� ���������	����� ���� ���

��� (��	��������������

%	����������� ���� F	���	 ���� ��� ����H ��� ����� �	��	�����	� ������ 8�����
+����	 ����� P-17��; ��	�!Q ��8*��	 ��� ���	��� ���� ��	����, ����� ��� ���������
 ������	� <��� ����� %	����������� ���� ��	 +�� ����� ��� <�������� ,�� %	����	��
���� %������� ��� ������� +� )����� ���� )����� ��� +�� ������ ��� <��������
,�� )����� +� B*���� ��� <��	��� � �� ���� ���� B���� ,�� 7� �� ���������� +�
 ���	��; +�� 1������� ��" �� L���� B�� +� �����  ��	���	�� <��	 �����	��� ��� )���
�			�����; �� ���"�� ����	 ���� %	����	�� �� ��� )��� ����; �� #�*	+� +�� 3��"�����
�	���� ��� ������ 5����� ��� ����� )��� +�� <��	 ��	��� �� <��� ��� ��	���������'
��� ���� ��	 ��; ���� <�������� +� �����; ��� +�� ����� ���	�� �������	���� ��� 1����'
������; +�� ������  �� ��	���  �+������ 8��	���� )��	����� ��	; 8�� +�1� -�+�� ����
�*��� ,�� #���� "�� )����� ���� ������ ���� ���E	�������� R �������������"������	
��� )���� ,�� %	����	���

1�� %	����������� ����� �� 	 �� +8�� -�	�� ,�� 7� �� ����������� G�	� 7�'
 �� ���������� F��� ����	���	�H ������ ,�� ����� ���	���� ������ �� L���� ���
�������	�� 8������ >����� 7� �� ���������� F��"	 ����	���	�H ���� 8��������8��	�
?�������"	�� ����� ������; ��� � �� L����� 5����� ?��9��� �" ��� ���	��5��	 �����
������; ������� ���� ,������� ��	���������5��	������

?� �� 	 ���� 8���	��� )����� ,�� %	����������� ����� P%��$$Q; ����� 7� �� �'
��������� ��� ��	���������"��5	����� ���� �����	 ��	����������� ����� ����.

*+����������������� F������ 	���	 ����H� ?� ���� ��� >�������� "�� ��� )�����
��� ������ ����� %����� ���	���	 8������ ���� )���� ���� ����  ��	���	� -�'
+�� � %	�����  ���,�����; � �� ��	 L��� )���� ���� "��	� ?�����	; ��� ����	
��	���	 8����� 5��� ������ ��� )����� 5����� +� L���� <��	���5	 �����	���
����� %�����	���� +���	���	 ����; �� ������ � ��"��� ��� ��	���� %�����	����� ��
��� <�	������  ����5����	��	 8������ -��� ��� <�	������ ,�� B*���� +� )�����
5�� �� �� #�� ��� ��	������	 ����; ��������� ���; 8��� )����� ��	��������������

!�



!�

���E�� +���	���	 8������

��� N���	*	 ����� ���	���� %�����	��������� 8���  ��������8����  ��	���	 �����
��� -�+�� ��� ��� ��� #���� "�� )����� ��� ������� #����; ��� +������
�*���� ���� � -�"��T?��� ��� %����	��� ������; ���� ����	���� �� #����
 +8� ������ ��		�� �� ���

1�� ��� %�����	����������� ��	 �"	 �� ������ ����� ���	���� ������ ��� ���E��
#�� ���; � ��� 7� �� ���������� �� #�� ��� �	�5 �������+��� =� ��� #�&��
5�� ���� ���	��� ������  �� ��� ����� +�"�������	������ ����; ��� 8��� ��
����	 ��� ��	���� ������ ��	; � ��� ��	����	*	�5��	����� ����	 �� ���*������
�����

:���������� �� ����� ;��!�����7� F������ 	���	 ����H� ?�� )��� 8��� ,�� �����
-�+�� %	����	��  �����	; 8� �� L���� %	����	 ����� ����,������� )��������  �'
����	� ?� �� 	 ���� ��� 5����� "��	�� )�����,�� ��; ��� )���� ���� ��	��������'
���� ���E� ��� )���� ������ +� <��	 ���5�� +��������	 8������ � �� ��" 5���
)������	�� ���� �� ����� )��� +�� <��	 �� �� ��� �� ���� ��� ��	��������� ���E��
B�� ,��"�� � �����

<� ���������� ��	 ��� -�+�� ��� R �������������� "�� ��� %	����	��� >��	�����
�� 	 �� ���� B���� 8��	����; ��������� ��	�� ���� 8������ 7� �� ����������; +�1�
��� ������� 1���5� ����� )����� ����� +�� ��� �� <��	 �			����� ���� ����	 �
��� �� ��� ? ��"��� 5�� �� #���� +8������ ��� )����� �� ��; ��� �������	��
8����� �������

��)#����������� F�&���	��� 	���	 ����H� >��  �� ��� )��������� �	 L���� %	�'
���	 ���� ����,������� ����� � #��"�����  +������� #��"����� ������ B*����
��� <��	�� +���8����� 8�����; 8� �� ��� 1������� ����� B��� ��	 ��������; +��
�������� <��	 �			 �������� #��"����� ���� 	 ��	� R �������������� ,�� #��'
"����� +� )�����; ��� ,�� ������ �� %	����	��  �����	 8�����; ������ ,��������
 +8� ��������	 8������ ��	���������5��	����� ��	 �E����� ��� ��������	 ������'
�*E��� 3��	������ ��� #��"����� ����� %	����	�� � �� ��� <��	�

��	 ��� 3���	��  +8� =��	�+�� ��� %	����������� ���� ���� 7#',����	*����
P%��$$Q ��� 5����� ���� ����	 ��� ��	 ������	������ ��	����� �����	  +8� ����*���	
8������ ?� �� 	  �� #�� ������	�+��; ��� ���A������� ��� � ����; +�1� ��	 G��"� ,��
7�	+8��59����������� P�>:�Q�

=� ��� "�������� - �����		�� 8����� ��� ,������������ %	����������� ���� "����
,�����	���	� � �� �����	 �� ����  �� ���� 3���	�� �� ������������ %������ ����;
"�� ��� ��� +��*���	 � �����	 ���� ���	��� ������ ��"����� 8����� ����; ���� ��� ����
<���"��5	��� � �� ��� ���������� ��	�����	 8����� ����� ?� 8�����  �� � ��"���
-��*	+� "�� 3���	��  ������� ��; ��� �� ������������ %������ ��� ��� �� ���� <���'
"��5	��� ��8��	��� ��� �� ��� %������ ��� ��� ��	������������ ��� �� �����	������
%��� ������

����� �$�������
��������	

<��*���	 8��� �� %�����	��������������� ��� ��	 -�8�������	� ���������� "�� ���'
��� ��� )����� ,�����	���	 P�>4/; %��$$Q� %���� c1, . . . , cm m )�����; t1, . . . , tn n ������



!!

��� 1, . . . , p p <��	��������� %�� R ∈ Zm×n
+ ��� 1���"��	��&; ��	 rij ��� -�+�� %	��'

���; ��� ������ tj ��� )���� ci �� �� ����� 6� ��� -�8�������	 ,�� �������  +8�
)����� +� ��� <��	�������� �+��� ��; ����� "����� ��� �	��+�� T ∈ Bn×p "�� ���
������ ��� C ∈ Bm×p "�� ��� )����� ���� ��; 8� �� tjk = 1; 8��� ��� ������ tj +��
<��	������� k �8����� ��	; ��� 0 ����	; ���� "�� ��� )������

�� <��� ��� #�� ���� ��	 ��; ���� <�������� ��� )����� +� <��	�������� +� �����;
�� ��� 5���� )���� ��� 5��� ������ +�� ��� �� <��	������� ���� �� ����� %	���� +���'
�����	 ��	� ��� <�������� 8��� �����  ��*�� 3�� ��� xijk ∈ B 5�����	; "�� i = 1, . . . , m;
j = 1, . . . , n; k = 1, . . . , p� ��� "�������� 7� �� ���������� ������ �������	�� 8�����.

p∑
k=1

xijk = rij i = 1, . . . , m j = 1, . . . , n F!��H

n∑
j=1

xijk ≤ cik i = 1, . . . , m k = 1, . . . , p F!��H

m∑
i=1

xijk ≤ tjk j = 1, . . . , n k = 1, . . . , p F!�!H

1�������� F!��H �	���	 ������; ��� L���� ������ L���� )���� ��� ��"�����	� �����'
�	�+�� %�����	����� �� 	� ��� 1�������� F!��H ���	 "��	; ��� L��� )���� �	�	� ��
�����	��� ����� %�����	���� ��,��,���	 ��	; ���� �� �� 5����� +� ��� <��	��; +� �����
��� )���� ����	 ,��"�� � ��	� 1�������� F!�!H �	���	 ��� ?�	��������� "�� ��� ������
�������

�� ,�����"��	� %�����	��������������� ��� ��	������	 ������ #�� ��� ��	 ,���'
�	*������ -�8�������	; ���� ������ ��� )����� 5����� +� L���� <��	���5	 � �����
%�����	���� 	���������� ��� �	��+�� T ��� C ���� ��� ����	��; ��� ?�����	� ��
��� 7� �� ���������� 8����� ����� 1 ����	+	� �� ,�����"��	� #�� ��� ��	 ��		���
����� 7�	+8��59���,��"����� �� ���A��������� <��	 ��� � P%��$$; ?=%:�Q� P?=%:�Q +�����
� ��"���; ��� �� #�� ��� ��	 -�8�������	 7#',����	*���� ��	�

?� �� 	 ��,���� 3���	�� ������ #�� ����; ��� ���� ����� ��5	����� -�"����������
���� ���

• =� ��� B���	*	 ��	 ��� 3��� � ��� -�+�� %	����� ��� )���� ����� ����� ������
����	 ,�������; ,������� �� 	 �� ���� B���� 6�	������	�"*���� ��� "�� L��� )����
8��� ��� -�+�� 6�	������	��	����� �� L���� ��� ,������ ��� ����� ��� 5��
8������� ,�� ����� -�+�� ,������������ ������ ��	������	�	 8������ G��� �� 8���
��������� ��"�����	; ��� ���� )���� �� ����� ��� ����� ,�� ��� �� ������
��	������	�	 8����

• ��� ��� ��� ��	������	�"����� %	����� ��	 �"	  �����*�5	 +�1� �" ��� ���	��  +8�
��	+	�� %	����� ��� %����	��; � -�"����	��9���	�� �������	�� 8����� �������

• ���  ��	���	� �*���� �� 	 �� �"	 ���+����� B*��� F��������; ����5+�����; �'
 ��H; ��� ��� ,�� ����� )���� +�� <��	  ����	 ���� 5������ ��� ��	�����������
�*���� ���"�� ��� ��� � �� ������� )����� ���8�� ����	 ������ �������



!0

���� ����������	����-���

���� �� ���� )���� c1, . . . , cm; "�� ��� )��� ci �� 	 ĉi ∈ N �; �� 8�� ,����� 3����	�'
	����� ��� )���  ��	��	; ��� 8�� �"	 +�1� ���� 3�������� ��� >���� ����	�� 8�����
����� >��	����� �� 	 �� %	�������*�� S1, . . . , Sn ��	 Sj ⊂ {1, . . . , m}� ��� ����������
��� )���� ����� %	��������� � ����������� ����; �� ��� ��� )���� ����� %	���������
� �������������"��� ��������	 8����� ������� ?� �� 	 8������� <��	�������� 1, . . . , p
��� "�� 1 ≤ k ≤ p �� 	 lk ∈ N ��� �&���� -�+�� )���� �; ��� �� ��� #������ k
�			����� 5������ lk ��	������	 ��� ��� -�+�� +�� 3��"����� �	������� B*��� ��
#������ k�

��� <�������� 8��� �����  ��*�� 3�� ��� xik ∈ B 5�����	; 8� �� xik = 1  ����	�	;
��� ��� )��� ci �� #������ k �			 ����	� ��� 7� �� ���������� ���� 8�� "���	.

p∑
k=1

xik = ĉi i = 1, . . . , m F!�0H

m∑
i=1

xik ≤ lk k = 1, . . . , p F!�/H

∑
i∈Sj

xik ≤ 1 j = 1, . . . , n k = 1, . . . , p F!��H

7� �� �������� F!�0H �	���	 ������; ��� L���� )��� �� ��� ��"�����	�� -�+�� 3��'
��	�	�����  ��	��	; F!�/H ����	���	 ��� -�+�� ��� ��� <��	������� �			 ��������
3����	�	����� �" ��� -�+�� ��� +�� 3��"����� �	������� B*��� ��� F!��H ����	
�"��; ��� )���� �� ������ �� %	�������� ����	 �� ������ �� <��	������� �			 �����
5������

��� �� ,�����	���	� ������ 5�� ����� ���� B���5	��� �" �� ����'
�������'
#�� ��� ��� 7#'3����	*����5��	 ��+���	 8����� P%��$$Q�

-��� +� ������ ������������� #�� ����	������ �� 	 �� ������ 3���	���

• �� ������ 5�� ��8��	��	 8����� �� ��� �������5��	; ,�� ,��������� ,��������
+��	����� B��	��5	����� ��� )���� +�  ���	��; �� ��� �� "�� L���� )��� "��	��'
��� 5��; +� 8������ <��	�������� �� �����	 8����� ��" ��� +� 8������ ������
����	;  ��������8����; 8��� ��� )������	�� ���	�� +� G��� � ��	�	 ��� ����
����	 ,��"�� � ��	 ���� 8��� ��� ?&5������ ����� )����� � ��		8��� �			 �����
�����

• �� ������������ ������ ���	 �,�� ��; ��� L���� )��� ���� ���� <��	�������
�� -������� ����	� =� ��� #�&�� ���� ��������� �*��� ��	������������� )����*�'
��� �+�	��C��� ?�8��	������� ��� #�� ���� ����� �� +�; ��� )���� � �� ����
��++����� -�+�� ,�� #������� �����; ����� ��� "���� >�� ��� #�����������'
���	*	 ���� 	 ����  ����	� ���� ���� 9�&� �� ������������� ��� L���� )��� ������
��� %	�	+��	���5	 ��� ���� �� ��� #�� ���"����������� ��	������	 8������

• ��� R �������������"������	 ��� )���� 5�� �� 8����� 1�������� �� ��� #�� ���'
�	������ ?����� ������ =� ��� #�&�� ��	 �� �"	 ����	 ,������ �; ��� )����; ���
,�� ������ �� %	����	��  �����	 8�����; ���� � ������������ G��� ���	 �� ����;
���� ������ +� ����� ��	 �������� -�+�� � R ��������������� ��� R ��'
�����������"������	 8��� ��� ����	 ���� �� 7� �� �������� "��������	; �������
���	 �� ��� +� ��	��������� <���"��5	��� ����
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�� #��"�������������� ��� ��	 ��� )������������� ��� ����	 *������� ?� ���	 ��
��� <�	������ ,�� #��"����� +� ����� -�+�� ���� ���� <��	��������; 8� �� �� ���
)��� ���� #��"��� �� 	� G��� �� ���"�� ���� ��������� #��"�����; ��� ,�� ������ ��
%	����	��  �����	 8�����; �� 5����� ��� � ������������ ?� �� 	 8��	����� ���� �����
7� �� ����������; ���  �������� "�� ��� #��"����+�	������ ����,�	 ����� �"	��� ������
%	����	�� ��� �� ����	 ���� �� ���� #��"���  +������ � ��; ���� ���  +���������
#��"����� ������ ��	��� � �� ��� ,��"�� �� <��	������� ,��	���	 8������

���� �� ���� 8��  ��� )������������� ��� )���� c1, . . . , cm; ��	 ����� #��"���
"�� L���� )��� ci� >��	����� �� 	 �� ���� +� ��� %	�������*��� ������� ,�� #��'
"����� S1, . . . , Sn ��	 Sj ⊂ {1, . . . , m}; 8� �� �� "�� L��� ������ Sj %	����	�� �� 	;
��� ��� #��"����� +� )����� �� Sj  �������� ����� #��"����� ������ ��� 8�������
� �������������"��� ��������	 8������ ?� �� 	 � ���� <��	�������� 1, . . . , p ��� lk ∈ N
�� 	 ��� �&���� -�+�� #��"����� �; ��� ������+��	�� �			 ����� 5������ ���� ����
����	 �� �����	 ��� -�+�� ,��"�� ��� B*��� ��	��������; � ������� ��� �������
#��"����� �� ��� �� B�� �			 ����� 5������

��� <�������� 8��� �����  ��*�� 3�� ��� xik ∈ B 5�����	; 8� �� xik = 1  ����	�	;
��� ��� #��"��� +�� )��� ci �� #������ k �			 ����	� ��� 7� �� ���������� ���� 8��
"���	.

p∑
k=1

xik = 1 i = 1, . . . , m F!�:H

m∑
i=1

xik ≤ lk k = 1, . . . , p F!�4H

∑
i∈Sj

xik ≤ 1 j = 1, . . . , n k = 1, . . . , p F!�$H

1�������� F!�:H ���	 "��	; ��� +� L���� )��� ���� #��"���  ����	�� 8���; 1����'
���� F!�4H �	���	 ������; ��� �� L���� <��	������� ����	 ���� �� ��� �&��� ��������
-�+�� #��"����� �			 ����� ��� 1�������� F!�$H ������E���� ����	 "�� ��� R ��������'
�����"������	 ��� #��"����� ��	 ���������� %	����	���

��� �� #��"�������������� ��� 5�� ���� +�� )������������� ��� ��� 7#'
3����	*����5��	 ��+���	 8����� P%��$$Q� ?� �� 	 8��	����� "������� ?�8��	�������������'
5��	��.

• ? ���� 8��  �� ��� ������ #�� ����� 5����� 3��"�� �5��	�� ���+���"��	 8��'
���; �� ��� "�� L��� #��"��� ��� L��� <��	������� ����� �� 8����� 5��; � ���
#��"��� +� ��� <��	 �			 ����� ��" ���� ����	�

• -�� 8����� 7� �� �������� 5�� ���� <���"��5	��� ����� �� 8�����; ��� ��	���
8���; 8��� ��������	 8����� %	����	�� #��"����� � ����	 �"������� "��������
#�������  ������ %� 8��� ���� ��������	  ���	� %	������ ��� #��"����� �������	;
8� ��� #��9����� ���� ���������� 3�� ����	����+��	 "�� L��� #��"��� ���� 	�

• #��"����� ������ B*���� +���	���	 8�����;  ������� �" ��� -�+�� %	����	��
��� #��"���� -�" ����� >���� 5����� ������� #��"����� ������ �� B�� +���'
	���	 8�����; ��"��� ���� ��������� -�+�� #�*	+� ,������� ��	� ? ���� ��	 ���
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-�"	������ ����� #��"��� �" ������� B*��� ���5 � ����  �� ,����������� �A'
��� ,�� B*����; �� ��� ������ #��"����� ��� ��  ��	���	�� B*����  ����	��
8����� 5������ 1��������8����  ����	 �� +�� ���	�� ��� 3���	*�������� �����
����������� ��� %����� �� ��	 ��	����������� -���			��� +�� 3���������
������������ ��&	��

����" �5���	������
��

<�� ����� ,�� %	����������� ����� 8����� ��� ,�����������	�� ��	����� ���'
8��	; ��� >�� ��� ��	���� ��	 L�8����  �*���� ,�� ��� 5��5��	�� #�� ����	��'
���� ��� ��� ,��8����	�� �	��� %�8��� ��++����� #������������ ��� 7�	+8��5'
9���������� P�>4/Q �� ��� ������	����� 3��"���� 8�� ����	����� -�����	����; � �'
�����; %����	�� -������� �	�� 8����� �������	+	 +�� ����� ������ #�� ����� 3����
��"�������� �����	� =��	�+�� 8����� �� ��� ��	��	��  ������� ��� -��������� �*��	 ���
���E� 3��	��� ���  ������� ���� 3������� 8���� � �� ��� 3�������� �5��	 ��� -���'
��	���� ���� � �� ��� ��������� ��� �5��	 ���+����� #�� ���5����� -������ +�� ����
��	 ,�� ����  �����	 ����� ��� ?�������"	 ��� 7���	��	���������� ��� �"	 �������	+	��;
������	������ 3��"����� P%��$$Q  �����	�	  �� �������; ��� ��	����� 8�� ����	�����
-�����	���� ��� � ������  ������ ?��� ����� ��+����� �� ��� 5��������� 3��"����
��� ����	���� B������ 8�� ������ #�������������

��� ����	�������������

�� <������������ ��� ���� ��������	 ��� ��� 8����  ����	� �� - �����		 ����� 5��+
,�����	���	 ��� ���� ���� ����� �� ��	�� �����	���	 8����� P-��$!Q�

���� �� ��� ���  ���	�	��; ��8���	�	�� ���� G = (V1, V2, E, w) ��	 |V1| = |V2| = n�
��� ��� ������������ ��� <������������ ���� 8��� "�� L��� )�	� (v1

i , v
2
j ) ∈ E ����

 ��*�� 3�� �� xij ∈ B �����"���	; 8� �� xij = 1  ����	�	; ��� )��	�� v1
i ∈ V1 ���

)��	�� v2
j ∈ V2 +��������	 8���� wij ��	 �� ��8���	 ��� )�	�; ��� v1

i ��� v2
j ,�� ����	�

��� ������������ �� ������� #������ ��	 ��� 8�� "���	.

��� xijwij F!��(H

����7�
n∑

j=1

xij = 1 i = 1, . . . , n F!���H

n∑
i=1

xij = 1 j = 1, . . . , n F!���H

�� <��� ��	 ��� ����������� ��� %���� ��� ��8���	� ��� )�	�� +8������ +���'
�����	�� ?�����	��� ����� ?�����	 �� V1 8��� ���� ��� ?�����	 �� V2 +��������	;
���� 8��� ����� ���  ����� 7� �� ���������� F!���H ��� F!���H ��������5	�

�� <������������ ��� ��	 ���  �5��	 ��	�� ��� 7��� 8��
���
�����;  ��
��� ���� -�+�� ����� ��� ��� ������� -�+�� �*���� ���� �� ����; ��� L�8���� +�
G���+��	����� +� ,��������� ���� P�14(Q� ?��� ��������� ���	������ ��� <���������'
��� ���� � ������ 1������� ��	 �� -  � !�� ���� ��� �� <������������ ��� ��	������	
����� 7�	+8��59������ ���; 8� �� ��� �&	���� ����� ��� ����� ����� )��	�� �����
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(Kosten)
optimale Zuordnung
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(5)

(6) (3)

(2)
(3)

-  ������ !��. <������������ ��� � 1������� ��� G���	���� ����

1 ��� ��� +8��	�� ����� )��	�� ����� −1 ��	� �������� ����� ��� )�+�	*	 ����
����	 ���� ��; � 8���� ��� �������� ����� ���E�� �� 7��� ���� ���� )�+�	*	 5������
�� ?��� %��� ���� ��� �� ������ ��	�*�	 ��� ��������� ��� )��	�� ��� )�	��� ��
<������������ ��� ��	 �� =��	�+ ����� 7�	+8��59������ ���� ���A������� ��� �; ���
�"������	� ���������� ��	 ��++����� ��� ?�������"	 ��� 	�	��� 6���������	*	
��� 7� �� ����������	��& ��	 �����	 ��5��� �. "�� L��� ��������� ,�� <����� ��� �'
	��& ����� ��� <����� ��� �������� 7� �� �������� �� ��� ������� #�	�	���� ���� ���� 	
��� ���� +8�� ��� ������� ��0 ���	��� #�	�	������

�� <������������ ��� �*��	 ���� �����	 �" �*��� ��8��	���;  �� ����� ��� -�+��
?�����	� ���  ����� )��	�������� ��	������������ ��	� ��  �	���	�  ��������8����
��� %�	�	���; ��� �( ���� ��"�� L�8���� ���� "�� )�	�� ����� 8���	���� ���� ��'
������  ��	��; 8� ��  �� ��� �� #�*	+� ��	�������������� N���	*	 ,������� ����� ���
3����	�	�� ����	� ��� �� )�	�� �� ,��5�"��; ��� �� ������ ��8��� �&�����	; ���
���� ��"��  ��	�� ��	������������� %����� "�� ��� ,������������ #�	+5	�������� 6�
����� #�� ����	������ �� <������������ ��� +� "����������; "���	 �� 4 +��*	+�����
����A'#�*	+� ��� ��� "��	 ��� ��� ����� ��� �� #�*	+� ���+�� ����� ����A'#�	+
8��� ��	 L���� ���� ��"� ����� ���� +��*	+����� )�	� ��	 ��� 7�	+�� ( ,�� ������
7�� ��	������	 ��� #�� ����	������ ��� <������������ ���� ���L������ 4 ���; ���
�� ��� ��	����� <�������� ����� ����A'#�	+ +��������	 8�����;  �5����� 5����
)�	� +������������

��� ��� $������ 
���� )�*���� �������

<� 1����� ��� �(� ���������	� 8����� �� ��� 3�������	�� %		�� ,�� -����5 #�5	�'
5 "�� - ���,��	�� ����� ����+���	������ �����"���	; ��� �� )��5���*�����  +�����	��
8��� F����� PB�	40Q; PB�	$(Q; PB�	$�Q ��� PB%$$QH� ����� #�5	�5 8��� ��8��� ,��
3��	��� "�� ��� %	����	��; � ��� 8��	,���� ?�� ���5� �� ��� ��5	����� -� ��	 ��8*��'
	��; �� ��� "�� ��� )��5���*����; ��� ������  ������ -� ��	�5�*"	�  �5���� ?� � 
�������8���� ��� R ����� �	 � #�5	�5�����*	+��; �� ��� +�� ����� ��� )��5��'
�*���� �� ��� - ���,��	�� 5��5������	��;  �� ��� ��� %	����	�� �		�� #�*"����+��
 �+������ ��� )��5���*����� %�� �	������	��� ������ ��5	�� ������ ��������� "����

<��*���	 ,������	�� ��� )��5���*����; ����� "���� )��	5	�"���� ���  �����	�'
�	�� %	������8*�	�� "�� ���� ,���9���	�� +� 5�����;  �,�� ��� )��5�����+ ���� � ��"���
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�����	�� ���� "���	� L����� +� ����� �	�	���� 3�����E����� ��� - �	���� +8������ ���
3��	��� ��������� ��� ��� 		�*�������� 1����� ��� #�5	�5���� -��� "�� )��5��'
�*���� 8� ���� ��,��	����"	; � +8�� ���� ,�� ��� - ������� ��� %	������ ���� 5����
���� ��	������	�� -�� �� � �� ��� �*���5��	�� ��� %	���������� ,�����

3�� +��	���� %	���� 8���� ������E���� ,�������	; ��� ��� �	�� � �� ��� %	��������'
�	����� ��� %	���������� ����	 ,�� �����  ��	���	�� �	�� ��������� �� 8������
���� ���	� �� ��� �	 �� #�� ��� ��� "����� 3��	��� ��������; "���	�  �� +� ��'
��� ����� #�� ���� ��� ��� 1�8�� ��� ��8*��	� <��	"���	 ��� 6�	�� ���	��� �����
%	�������� �	�; �� ����� %	���� +� 5+��	�����; 8���� ����� 8��	�� ���������*�5	  ��
������E���� �" 8����� %	������ ���� "���	� 8������� �+�; ��� ,���� <����� �� 7��'
������ ���5�*���� �����	 8�����; 8��� %	��������� �� 7�������� ��� %	�������� �	
,�� ����� ��*"�����	�� )��5�����  �5���� � ��� ��� +��*���	 +�����	� #�	+
"��� 8����; �9�+	� ���� ��� ���	�*������ %	�����*������� ��	��������� "��	�

6� ����� #�� ���	�5 +�  ����	����; 8���� ��� +��	���� ���� ��� �� �� ����"��;
�� ��� #�*"����+�� ,�� %	����	�� 8�� )��5���*����� ��������� ��� ���� ��������	
��	���� <�������� ���	����� ����	�� =� ��� �$/� "�� ��� ���	� <�	������ ��� �����
��	8��5��	�� -�����	���� �			� ��� �������� � <�	�������������� 8� � �� "���'
8�����; 8� �� �� $/U ��� ����+���	����	�� � ������ 3��"���� 	�������� ��� ���
+���	���	�� #�	+ 5+��	���	��� ��� -�����	���� 8� ��� ��� ���	� ��"��������� ��	����;
�� ���  �� ���� ,��������� #�� ���� ������	�� ��� +�� <�"���������	 ���� 1�	�����'
	�� +�  ����	����; ���� +���	 ��� ���� ��������I��	��

��� 7	���� =�	��� �	����� #����� F7=�#H -�����	���� 	���	 L���� %	�������'
��� �&��� ����� #�5	�5�����	+ +� ��� L���� )��5����� �&��� ��� -�+��
)����	��; "�� ��� �� "���� #�*	+� �� 	� ��� ��������	� <�	������ ��	 � �� ��8��� �D'
+���	 �� ��� �	 ��; ��	��������� ��� "�������� �����	������ � �� ��	 ��� #�	+ "��
����� %	���������� ��5+��	 ��; 8��� �� ��� �� 5����� #�	+ �����	 �� ������;  +8�
"�� ��� )��5����� ��	 ��� %	���������� ��5+��	 ��; 8��� ��� #���	��� ���� �� ���	+	
������� �� ��	 ������ %	����������  ���	+	 8����
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��� ?�������"	 ��� %	 ���	*	 ��	 ���� �	*�5��� ?�������"	 �� ��� ?D+���+� ��� ?D+�'
��+ ���	���	 ��� ��	����	*	  �+������ ��� ����	��� ����; ��� %	 ���	*	 ���	���	
��� �� �����; ��� ���  �+���� �" 5������� ����������� 5���� 3�� ��������� ���
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<�	������ ������� ��	; ��� 8��� �� ��� 3���������	����� "�� ����� ���������� ��
)�" ������ 8����� ��� %	 ���	*	 ��� <�	������ ��	 ��� �������� ���� 8���	��� 3����'
��	+��� �"��; ��� �� 5���� ���	�*������� 3��	���*��������� �� 	; � L���� %	����	
������ ���� 5��; ��� ��� ,�� ��� �	*�5�� �� �� +���8������ ��*"�����	�� )��5��'
�*���� ����� #�*"����+ ����	 ��8����� ��� ����	 ��� ���	�*����� 5��� #�	+��� �	
��	�� ���	�� 8������ B�	� ����	 ����� ?�������"	 ��� -�����	���� �� �E�� ���� "��
��� ��������� ?�"��� ��� <�	������������	���� �; 8� �� L ��8��� ��� ��������
�� ��� ��� -5+��	�+ ��� <�	������ L�8���� "���8����� �����

����� %	 ���	*	 ���	 �	������ ���  �+������ ��� ����� ���� #�*"����+��� ���� ��
������ "�� ������ ��� 1�	�����	�� �� 	; ����� �� ��� 8���� #�*"����+�� �� ?��� �
"�� ��� -�����	���� +� ���"���; �� 5�� �� ����; ��� ��� %	 ���	*	  �+������ ��� 8����
#�*"����+�� ����	 ���� �� ��	� =� ��� �	 8���� �$/� ��� -�����	���� ,�����������; ���
-����+� "�� ��� %	����������  �	; ����	 ��� 8���� #�*"����+�� +� ������� �� ?��� ���
8� �����	��������� ����	 �	 ��  �+������ ��� 8���� #�*"����+���

B�	� F����� PB�	$(; B%$$QH ���5�	���	 ��� ����; � =���,�����; ��� ��8��� %	����'
	�� �� ��� )��5���*����; � �� �������� =�"���	�����  �+������ ��� #�*"����+�� ���
������ =���,����� ,��"����; �� B�����	�� +� ���	�����; ��� +� �����  �������� ",���'
����	�� <�������� "�����; 8� �� ���� ����� B�����	� ,�� ��� 8���� B�����������
��� #�*"����+�� ���	���� ��	���������	� B�	� �� 	 1�������� "�� %�	�	�����; �� ����� ���
-�� � ����� ����������� B��������� ����	 �� ���� 5�� ��� ��	 � ��"���; ��� �'
	�� � �� ,�������� <�	�������� ���������� =�"���	����� � �� ��� #�*"����+�	��5	��
������ ���������� ��	������� �� ���� ��� +�1� �,�� �������; ��� �� %	����	��
�� �� 8���; ��� ��8��� B����������� ��� ��� ?� +���	  �� +�� ������; ��� ��
5����� <�	������������	���� �� 	; ��� ���� �	 ��� <�	������ ��+���	 ��� ������+��	��
��� �������� -�� � ��� #�*"����+�� ���� ���������� +�� ������	�� %	�	���� ���	�
G������� �� 	 �� ����� -�����	����; ��� ���� �	 ��� <�	������ ��+���	 ��� ��� -�� �
8���� #�*"����+�� ����� ��� %	����	�� +�� ������	�� %	�	���� ���	; ��� ��� ��
G�� ���5 �" ��� %	����	�� ����+5���	� �� ��	� ��� ��� )��5���*���� ���	 ���� ����'
����� ����	� =������� ��	  �� �� L���� ��� ��� 8�����	����*E� -�� � ��� ���	��
>�� ���� ������	� %	�	����; ��8��� "�� %	����	�� �� ��� "�� ��� )��5���*�����

��� ��� ,�����	���	�� -�����	���� 8��� ��+���	; ��� �� ���� �	 ��� <�	������ ��'
+���	� ��� -�����	���� "��5	������	 ��� ����� �����A'3��"����; ����� �� ,������	;
��������	 ,��	����"	� <���������� +����	 ,��+������� ��� 8������ ,��	����"	� ��*'
	��� =� ����� 8��	���� #��� 5�����  ����	� ,����������� <�	�������� ���� 8��	��
,�� �����	 8�����;  ������� �" ��*	�� �� -�����	����  �� ��	�	��; 8��	���� #�*"�'
���+�� ��� #�	++�	��������� ��� -�����	���� ���	 ��� ���� ��� ������+����� ,��� =�
PB%$$Q ����	 ���� ���� 1���������; 8���� ��� -�����	���� 	��������	� <�� )�����&�	*	
8����� �� ��� 3���C��	��������� 5���� �������� -�� �� �����	� ��� 1�����	� ���
��5	������ ?�"������� � �� ��� ���� �����  �� ,����	��; ��� ��� )�����&�	*	
5��� ���E���� #�� ��� ���	���	�

��� ��� ������	��� +��	�������	�� �*�5	� ����	 B�	� ��� %	 ���	*	 �� ��� 8���	���	�
?�������"	 �� ?��������� ?��� ����� +�����; ��� ��� ����	�� ���	 ���� �*�5	� ����
�� ������"��� ������	���	�� ��� ������	���	 8�����; 8*����� ��� �	 ���� �*�5	�  �� ��
��� �����8�	  ��	���� ��� ����	+	 8������ ���� ����	�� ��� ��� ������ O������'
��� +�� 1����5����	�����  ��������� �*��� � ��� <�	������������	���� ,����������
8�����; ��� ��� %	 ���	*	 ����	 ��"*������ -��������� �	 ���� ��		� ��� %�� +���� ����
��������	���	; ��� ��� %	 ���	*	 "��  ��	���	� ����������; �*����� ,������	�	� #��;
����	 ���� ���� �� 8�� 3������	�	� #�� 8�����	�� ���� #�5	�5 �  ���� �	��
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)��5���*������ ?� 8����� ,����������� ��	����� ��� ���	; �� ������ >������  ��
��� <�	������ +�  ����5����	����� ?��� 8���	��� %��8�����5��	 �	���	 � ��  ����	� ���
-�� � ��� #�*"����+�� ,�� #��� ��� B�	� +���	; ��� �� ����� ��5	 ��	 #���
����	 �� �����	 ���� �	 ��� <�������� �&��	����� ���� ��� ���*�	��	 ���� ���� �����
1�������� PB�	40Q� -�"����� ������ ��������� %	 ���	*	 ��������� ���� ���� ,������'
	�	� %	����	�� +�������� ,�� ��5	 �� ��� ��������� 3��	�*�� "�� #�5	�5�����*	+�
�E���� ��� <�	�����������������  �

��� ���������������

������ )��	�� �� 	 ����� R �� ���5 � �� ����8*��	� ��	������������ ����; ��� ��
��� ����� ���� ������ >���� ��	 ��� >��5����+�	���������� ��� +� 	�� � ��� ���
������ <�������*��� 8����� �� "�������� )��	�� ���5�	���	�

������ )��	��  ������	 +��*���	 ,����������� -�	�� ,�� %	����������� �����;
 �� ����� �� �� #���+�� �� ��� +��	����� ?��	������ ,�� %�����	�����; )����� ����
#��"����� ���	; ��	�� 1���	��� ,������������ 7� �� ����������� ��� <�������� ,��
%�������  +8� %	����	�� +� )����� ���� #��"����� ��	 ����  ����	� �� B���� ����'
���� ,������ ��� %	����������� ���� ���� ��� �� ���� ���"���� ������������ ���A'
������� ��� �; �� ���������� ���� �� 7#',����	*����� #�� ����; +�� ������ 8�����
,����������� G�����	�5�� ���8��	�

�� <�	���������� ��� ��	 ���A������� ��� �; � �� �� 7�	+8��59������ ��� �����'
���� � ��	� �� <�	���������� ���  �����	�	  �� 5�������� 7� �� ����������  �+������
���� 	�� )�� ��	����� ,�� <�	�������� ���� *�������� -�"�����������

�� 7	���� =�	��� �	����� #�����  ������	 ��� <�������� ,�� %	����	�� +�
#�5	�5�����*	+��  ������� �" �������	�� #�*"����+���	�� ��8��� ,�� %��	�� ��� %	�'
���	�� �� ��� ,�� %��	�� ��� -� ��	��� �� ,�������� <��� ��� -�����	���� ��	 ��
?��	����� ����� �	 ���� <�	������� 1�� ����� �	 ���� <�	������ �� 	 �� 5���� ���������
,�� �����������; ��� +������ ����� 3��*����� ��� <�	������ ��� "�� ���� ,��	����"'
	��� <�	������ ��������� 5�����; ��� ����	 �" )��	�� 8��	���� ���������� �E���� 
������ ������� %	 ���	*	 8��� �� +��	��� ?�������"	 "�� ��� ?�"��� ��� #�������;
�� �" "���8������� �������� ��� "���8������� -5+��	�+ ��� <�	������  ����	; �����	�
-��������� +���	 ����; ��� �� 5����� -�����	���� �� �� 5��; ��� ��8��� ���� �	 ��� <�'
	������ ��+���	 �� ��� ��� 8�����	����*E� -�� � ��� #�*"����+�� +�� ������	��
%	�	���� "�� ��� 1�	�����	�� ���	� ?� �� 	 ��� ��	�� ������ <�	������ ����� ����'
������; ��� ����� ���� �������*���		��� ����� #�*"����+�� ���� "�� ���� ,��	����"	�'
�� <�	������ ��������� 5�����; ��� �"����� ,�� ���	�������� �	�� ���� ����������
=�"���	����� � �� ��� #�*"����+�	��5	�� ������ ���������� ,�������; ��� �,��
��+������ ��	; ��� ���� ��� 8��5���� ������	�
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�� >��5����+�	���������� ���  ����*"	��	 ���� ��	 ��� <�	������ �����  �����+	��
-�+�� #�*	+� ,������������ +�� -��8�� �	������� >��5����� +� �����������; 8�'
 �� #�*"����+�� ��� ���������� "�� ��� ���+����� >��5�����  ����5����	��	 8������ ?�
8��� ���� <�	������ ,�� ����������� +� >��5����� ������	; ��� +�� ����� ���	�� ��	
 �+������ ������� 7� �� ���������� ��� ��� +�� ������ ��� %���� ��� #�*"����'
+�� � �� ��� +���	���	�� >��5����� �&�����	� ��� 7� �� ���������� ��"���� +��
����� ��������������+�� �" ��� ���+����� >��5�����; +�� +8��	�� ��� %��+��5	���
,�� ����	��������� >��5�����; ,�� ����� ���������� �����	��� �����  �������; ���
+�� ���		�� +��	����� B��	��5	�����; ��� "��	�����; 8�� >��5����� �			����� ��� +�
8������ <��	���5	�� ���������� >��5�����  ������� 5������

�� >��5����+�	���������� ��� ��	 ,�� ����� ��5	������ B���,�+� 3����	�	��'
��� ��	 >��5����� 8�� )��"����+��; %������; )�������� ��8� �� �� ,�� ����� +�����	
"���8������� �������� ��� 1������� � ��� >��5����� ���� ��� ��� ����	�� 3���'
�	�	���� ?� ��	 ���� ���  �������� 8���	��; ��� ��� ���������� �� ����� �E +�"������
���� ��	 ��� 1����� ��� 3����	�	��� ��� ���	 ��� ��	 ��� +���	���	�� >��5�����;
���	 -����+� "�� ����� ������ ���� �� ���� ��� ��� ��8�����	�; ����	�,� ?C�5	 ���
3����	�	��� ����	 ��"*����	 8���� ��� 1������� �� )*�"�� ���� "�� ������ �"	 "��	��;
 �+��	�� 1��	��; +�1� ?��	��		������ ���� ��� ��,��	���	� <��	; >��5����� �� �	��
 �5�����; ��� ��� =�,��	�	��� 8��	 �����

�� >��5����+�	���������� ��� 8��� �� ������ )��	�� ,�����	���	 ��� �� 8��� ���
��� �5��	 ��� #�� ���� ��	������	� ?��  ��������� -�������5 ����	 � �� �" ���
��� �5��	 ��� #�� ���� ��	 ��� %�����&'3��"����; � ���� ����  ��	���	� )�����'
&�	*	 ���	���	 ��� �� %�"	8���5�	�� ���"����	 ��������	���	 ��	� ?� 8��� ����
���� ��	������	; ��	�� 8������ 1���������� ���� ��� ��� �5��	 ��� >��5����+�	��'
�������� ���� ��	 ��� %�����& ���	����� �*��	; ��� 8�� ���� ��� #��"����+ ������
��	����� ���	�	�	� ���� +���	 ��� ��� �������5��	�� "�� ����� ��5	������ ?���	+ ���
��	������������ ���� +�� 6�	���	�	+��� ��� ������	��� ,�� ��	����������� 3���'
�	�	������

��� �������� 	�� +��"���� ����������������

�� ��������� >��5����+�	���������� ��� ��	 �� "��������	; ��� �� "�� ��� ��������	
 ���	�� %��5	��� � ��5	������ 3����	�	����� �������	 ��	� ���� ��	 �� 8���	��; ���
�� ������ ���� ���� ���&� ���	*	 +�� ���	������ ���+������� 3����	�	�������� ��'
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���	�� ��	 ��	�������������� %	��5	����  ��	�	� �� �" ���� 5��5��	� 3����	�	���
+��������		��� #�� ��� ��	 �"	 ���"���� �� ��� ��������� ���; 8��� ������ ��� �����
��� 7� �� ����������  ��"������ 3������	+����� �� L���� ��� ��"���	 �����

<��*���	 �� 	 �� ���� ����� ,�� >��5�����; ��� 8*����� ��� 3����	�	��� L�8����
����� �			������ <�� <�������� ��� >��5����� +� ��� ,������������ ��������� <��'
	�� 8����� ���� -�+�� <��	���	� �������	� ��� �*��� ����� <��	���	� ��	������	 ��� "��
��� 3����	�	��� 5�����	��; ����	 ���� +� 	�������� <��	������	� >��� ���  �� �����
3����	�	��� ��� >��5����� +�� ,����� %	����  ������� ��� �����; �� ��	 �� ����,���;
���� %	���� �� ����� <��	���	 +� ���������� ������ ��� 3����	�	�����  ��������8����
�� ,��� ,������������; "��	�����	�� <��	 ���5�� �			; ��� 8�� ����� 1����� ��� ?���
��	; �� ��	 L���� <��	 ���5 �� ��� <��	���	 ��+��	������ ����� >��5���� ��" � �� �� ��'
���  ���� ���� <��	���	 �"���� ��� ����  ���� ��� ����� ,�� "�������� <��	���	� ���
������ ?� ��	 L����� ����	 ���			�	 ��� ��� "�� ��� #�&�� ����	������	; ���5�� +�'
+������� ?�� >��5���� "���	 ��� ���� �"������� "�������; +�������*������ B����
,�� <��	���	� ���� ���5���

����� >��5���� ����	 ��������� �&5	 ����� 8*����� ��� 3����	�	��� �			� ?�
��	 L����� �*��� ��� ���; ��� >��5����� ������ �� =���	� ����"�� �			 �����; ��
+�� ����� ���� �����������; �� � ����� ���+����� >��5���� 	��������� 5�����; ���
�������� � ������ >��5���� +� ����������� ��� �� +�� ������ ��������	 ,�����
����������� ��	 ��	�������������� +��	������ �������5��	�� ��� �������� � >��5'
���� +� ���� ��� 6� ������ %��,����	 +� �����������; 8��� ���� OI��,���+"��5	���
�������	 F����� ��������� F0��HH; ����� ��� OI��,���+5����� ,�� >��5����� ��������
=���	� �� ����	 8������ 3�� ��� <�	������ 8��� ��8�	�	; ��� 5��� ���������� ����
�� ����� >��5���� ����� OI��,���+5����  �����	; ��� ����	 ����"�� +� >��5�����
������ �� =���	� ���	�

?� �� 	 8��	����� ���� -�+�� ,�� ����������� � ��� 3����	�	���� ���� #�����
8��� �� ��� ���������� ���������	� 7���	 L���� ���������� ���� � �� ��� ����	� ����
��� 3����	�	��� �8����� ����; ,������� 8��� "�� L���� ���������� ���+��� ���+��+���	;
� 8������ ��� <��	���	� �� �8����� ��	 ��� � 8������ ����	� ����� <��	���	� ���"�� ��
������	+ +� ����� ��� >��5����� ���5�� ��	��	��; � �� ���� 8��� ���� 5��; ��� ���
���������� 8*����� ��� 3����	�	��� "�� ����  ��	���	� ����  8����� ��	 ��� 5����
>��5�����  ������� 5��; ,����� ��� ������  �� �8����� ��	� ��� ������������ ���
<��	���	� ���� ��� � ��"��� ��� %��+��5	��� ��� -�8�������	 ��� ���������� +������;
��� <��	���	� ������ ��� �� "��� ��8*��	 8�����; ��� "�� L���� ���������� ��� L����
<��	���	 ����� �� 8����� 5��; � ��� ���������� �� ��� <��	���	 �8����� ��	 ����
����	� G��� �� �� 	 �� ��� ���  ����� �������5��	�� J�8�����K ���� J����	 �8�����K;
�� �� 	 ��� 5���� 8��	��� - �	�"��� �� %���� ����� J	���8�����K ���� J���������*�5	��K
-�8�������	 ����� ����������� �� ����� <��	���	� ?�	���������� - �	�"����� 5�����
����� ��� "���� >�� ��� �������	*	 ��� <��	���	� �������	 8������

?�� ���������� 5�� ��� >��5�����  �������; ��� �� <��	���	� �			�����; �� �����
��� ���������� ��� �8����� ��	� ���� ���� "�� ��� ����	� ���� ��� >��5�����
���	��� �� 	 �� ��� ����� <��	���	; 8*����� ��� ��� >��5���� �			 ����	 ��� +� ���
��� ���������� ����	 �8����� ��	; �� ��" 5���� <�	������ ��"������ ���������� ������
��� L���� +���	���	�� >��5���� ,����	*����  ������� 5������

����� >��5���� 5�� ����  �����+	� -�+�� � ��������� ����������� � ��� >��5'
����� ���� ��������������+�� 5����� � ��"��� ���������	 8�����; "�� ��� 8��� ��	8����
��� -�+�� ���� ���������� �� � ������+� ��8*��	 ����  �� �� 8��� 5���� ��	��������'
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�� 7� �� �������� "�� ����� >��5����� �� �� ��	������������ ��� � ��������� ���
��������������+�� 5����� ��� ����	�,�; ��+� <���� ����; 8� "�� ��� ��5	������ ?��'
�	+ ��� �	��������8���� ���� �� ��	�

>��5����� �� ������ �� OI��,���+5���� ���"�� ��	������������� ��������������+��
� ��� ?�� >��5���� 5�� ��� ������� �			����� ��� L�8���� ��	������������� ����'
����������+�� � ��� ���� ��	 8���	��; 8��� +�� 1������� ��	������������� B*��� ��	
,������������ )�+�	*	�� +�� 3��"����� �	����; ��� ���� ��	������������� ���������'
��+�� ��	�� ������

����� ���������� 5�� "�� ��� >��5����� #�*"����+�� *�E���� ��� -�+�� ��� �����'
���� #�*"����+�� ��8�� ����� >��	� ���� "�� ��� 3����	�	�� "��� 8*�� �� ��� #�*"����'
+�� ���"�� � ��  ���� ���; ������ <����8��	� �������� ?� 8��� ��������� ,��������	+	;
��� ���� ������ #�*"����+ ����� ����������� "�� ����� >��5���� ���� 1�,��+����� ���'
��� >��5����� ������ �� ����� +8��	�� ��	 ����� ����������� #�*"����+ ������5	� ���'
�� 1�������� 8��� �� ��������� ��	 (
$!�
���
�����!��	�  �+������	� ?�� ����������
��"  ���� �� ,���� ������� #�*"����+8��	� "�� ,����������� >��5����� ��� ��� �����
>��5����� ���� ��� �� ������ %��� ������8��	��; �� ���E	; ��� <�	������ +� ����� ���
>��5����� 8��� ,�� ��� ���������� �� � ���� ���	�� ���8��	 8�� ��� <�	������ +�
����� ������ ��	 ��� �������� #�*"����+8��	 ���������

��� #�*"����+��; ��� ���������� �&���+�	 ,���� ��; ������ ����	 ��	 ��� #�*"����'
+�� � ������	�����; ��� �� <����8��	� �� �� ��	������������ ��� ��������� ?� 5��
����  ��������8���� �� ����,��� ��8�����; ��� ���������� <����8��	� ,�� (  �� 0 F���
>��	� ∈ {0, 1, 2, 3, 4}H "�� >��5����� ,���� �� +� ������ ��� �����	� #�*"����+ 8��'
�� ����� ��� 0 ��������5	� ��� �� ��	��������������� 5����� ����� >��	� �����
��� L�8������� N���	 ����	+	 8�����; �� ����� ��� ��� #�*"����+�� {0, 1, 4, 9, 16} ��
�� ��	��������������� ���� ��� 3��	��� "�� ��� ���������� ����	 � �� �� ���"������
3���	*����� ��� ��������� <����8��	�� ��� �� ��	��������������� �������� ,���'
���	 ���� ��� ��8���	��� ��� #�*"����+��� ?��� )�� ��	��� �� +8�� >��5����� ��	
��� ������������*"����+�� � ��� 0 �	 �� ������ ���� >��	��5��	 ,�� �: F�			 /  ��
����5	�� R ��	����� ��� #�*"����+�� ��� ������H ��� ��	 ���	 �����8��	�� �� ����
)�� ��	��� +8���� >��5����� ��	 #�*"����+�� � ��� !; � ����� ���� ����	8��	��'
5��	 ,�� ��� �! � �� F�			 � ��"��� /  �� ����5	�� R ������ ��� #�*"����+8��	�H�
��� >�� ��� ��� ������ ����������� #�*"����+8��	�  ����9���	 ����	 ���� ���� ��
?��� ��� ��� ��	�������� ��� 5�� ,�� 3����	�	�� L� ��� ��� -�"���������� ���
>������� ��� L�8������� 3����	�	��� ������ ���	�	�	 8����� F"�� ���� ���5������
��� #�*"����+8��	� ����� - �����		 �����H�

��� =�	�����		��� ,�� #�*"����+�� "�� >��5����� ���� ����	 �� L���� ��� ����	�,
����� =� �����	���; �� ��	 ����,���; ��� 3��� � ,�� ���	�,�� #�*"����+�� +�+������;
8���	 ��� >��5�����  �+������	 8�����; ��� ��� ���������� �����  ������� ����	��
�����	 ,���	*������ "�� ��� ���������� ���� ���� ����	�,� ��� ���	�,� #�*"����+8��	�;
8� �� ����	�,� #�*"����+�� ������5��; ��� ��� ���������� +� ������ >��5���� ����
���� ����� 8����; 8*����� ���� ���	�,� #�*"����+ >��5����� ��5���	; ��� ��� ����'
������ ��� �� ������ ����	�� G��� �� 8���� ���� #�*"����+ ,�� −4 ������ �� �����
#�*"����+ ,�� −2 ��� ������5��; ��� ��� - ������� ��� ����������� "�� ��� >��5'
���� ��	 #�*"����+ −4 ����� ��	 �� ��� - ������� "�� ��� >��5���� ��	 #�*"����+
−2�

1�� ��� #�*"����+�� ��	 �� "�� ,���� ��5	����� �*��� ����,���; ��� -�+�� ��� +� ,����'
 ����� #�*"����+�� ��� ���������� +�  �����+��; ��� "�� ��� ��	�������� ��� ���� ��'



00

	����� #�*"����+"��5	��� +� ������ +� ������ 1��������8���� 5�� ��  �� ����� -�+��
,�� �( ,������������ >��5����� L���� ���������� ��� 3��� � ,�� 4 #�*"����+8��	��
���� ��;  ��������8���� {−2,−2,−1,−1, 1, 1, 2, 2}; 8� �� ���� ���	�,� <��8��	� ����
- ������� ��� ����	�,� ���� <�������� ������5��� ��� ���	������ >��5����� 8�����
��	 ����� %	������*"����+  ����	; ���  ����	�	; ��� ������ ���������� 8���� ����
�&���+�	 ����	�,� ���� ���� �&���+�	 ���	�,� #�*"����+ ������ �� ������ >��5���� ��'
����5�� ����	�� ?� ��	 ��� �� ������ %��� ��� J���K; � �� ����� ������� >��5����
��	 ����� %	������*"����+  �����	� ����� %	������*"����+ ���� ��� ��� ��� � ��
�����	�� 1�������� ��� #�*"����+������"���� ���E�� ���� �� ��� ���	�,�� #�*"����+'
8��	� ��� 5������ �� ��� ����	�,��� =� ������ ��� 8���� ���� ��� ��� #�*"����+8��	
0 �� %	����8��	 � ��	��; ��� �	��	���� "�� ��� >��5����� ����	+	 8���; �����
5���� ��� �����	�� 8 #�*"����+�� +��������	 8����

?��� ������ %	������*"����+ �	 ��� 3��	��� �����	�� R ������	����5��	� ����	 ����
���������� ����� �"����� ��� "�������� =�"���	��� � �� ��� ������ >��5������'
��	 ����	 �� ��� ���; ���� ,����	*����� %��	������ ��� >��5����� ����� #�*"����+��
�+��� ��� �� ?��	����� ����� ������� %��	������ ��	 ����	 � ��"��� ��	 ���� ������
<��	�"8�� ,�� �����; ��� ��� 8����� ���������� +�� 3��"����� � ��� �� ?��� '
��� 8*�� ���; ��� ��� #�*"����+�� �� � ?��� ����	 ��� 		�*��������; �� L�5	�,��
#�*"����+�� "�� ��� >��5����� 8������� ��; 8� ��� 6�+�"���������	 ��	 ��� <�	������
��� ��� ����	�� 3����	�	��� �	������ 5���	�� ?��"���� ��	 �� �� ��� ����	�� �*����;
��� ����  �����+	� -�+�� ,�� ����	�,�� ��� ���	�,�� #�*"����+�� +�� 3��� � �+�'
 ��	��� ���� �������	��	 ��� #�*"����+,��� � ��� ����� R ������	����5��	� 7	������ ��	
����  �*���� ,�� ��� ����	+�� ��� ��� �	���� >��5����� ��8�� ��� <��������� ���
3����	�	��� ��� -�+�� ��� +�� 3��"����� �	������� #�*"����+�� ,�� 3����	�	��
 +�8*���� <� 8����� 8����� ���� +� 5���� ��C����+������ +8������ ��8�����	��
��� ����8�����	�� >��5����� ���� ��;  �� +� ,����� 8������� �����	 ��� R ������	'
����5��	 ��� ��� 3������� �	���	 8�������� ����� �� 3��"��� ��� 3����	�	��� ����� ���
+� ����� <��	�"8�� "�� ��� #�*"����+,��� �� ���� ���� L����� ��5	����� 1�	���'
	�����; ��� 5����� ?��9��� �" ��� ������������ ��� ��	������������ ���� � ��� ���
�� ��	������������ ��� ��	 ��������� ��� ?&��	��+ ��� #�*"����+�� ��� ��� ���	��5��	
��� #�*"����+������"���� 8���	���

��� #�*"����+�� "�� *I��,���	� >��5����� 5�����; ������  �� ����	 ������ �����
?� ��	 �"	 ����,���; "�� >��5����� ������ �� =���	� ��� ������ �� #�*"����+�� �+����'
���� =� ������ ��� 8��� ��� ���������� ��� ���� #�*"����+��8�� "�� ��� >��5�����
����� OI��,���+5���� ��� �	�� ��� �����	��������� ��� ��� ���� ���+��� #�*"����+
,���� �� F8���	��  ��  �����*�5	�� #�*"����+�+��H� ����� #�*"����+ 8��� ��� "�� ���
������������ "�� ��� >��5����� ����� OI��,���+5���� 5�����	� -���������	� 5�� ����
6�	����������� ,�� *I��,���	�� >��5����� � ��"��� ����,��� ����; 8��� +�� 1�������
��� >��5���� ,�� ,������������ ���	��� ����	�� 8��� ��� ���� "�� ��� ���������� �����
?��9��� �" ��� �� L�5	�,� #�*"����+ "�� ����� >��5���� �	� ��� ?�	��������� ����
,�� 3����	�	�� ��	��C�� 8����� ���  ���	���	 ���� �" ��� -�	 ��� >��5����� ���
��� >������ ��� <��������� ��� �����������

��� L���� ���������� 5�� �� ���� ������	�+�� � >��5����� �� ��; ��� ��� ����'
������  ������� ����� ����� ������	�+�� 5�� ������� "�� ,����������� ����������
��	������������ ����; � �� ���� 5��; ��� ���������� ���� 3����	�	��� ��� ��	����  �'
������ 5����� ��� �����	��������� � 8������ >��5����� 	��������� �� ������ ���
-�� � ����� ������	�+�� ,�� +�  ���������� >��5����� ������	 �� ���	�� �����	
,��������	 ����	�� "�� �� ��	������������ ��� +� ����; � �� ��� #�� ����	������ ��	
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����  ����	; ��� ��	���� >��	� ���  �� ��������	 ,����� <�	�������� �������	 8�����
5������ ���� ���� ����  �� ����	 �	��	���� �������*E�� �" ��� ���������� ,��	�����;
�� 5���	� ��������; ��� ��� ���������� +� ���� >��5����� �������5	 8���; �� ��  ���'
���� ����; 8*����� ��� ������ +� 8���� >��5�����  �����	; 8��� ����� ������ 8����
��� %	��5	�� ��� #�*"����+�� ���� �����8��	��� #�� ��������� ���� 	� 1��������8����
5�� �� ,��5�����; ��� ��� ���������� ���� #�*"����+8��	� "�� >��5����� ,���� 	;
��� �����	�� ���� �� ���� 	 ���� ��� �� ����� ���� #�*	+� "��� ����; 8*����� ��� �'
����� ���  ���� 	�� ��� ���	 8������������ ����� ���� ���	�� >��5����� ��*"�����	�
1�� ����� 8��	���� <�	������ ��� ���	�� ����������� 5�� ���� ��� %���� ��� #�*"����'
+�� ���� ���� ������� ��  �� ����� <�	������ ��� ��	+	���� +� ����� >��5���� ��	
���� "����� #�*	+��;  �� ��	 �������� #�*"����+ �8��	����

>��  �+������� ��	 W = {1, . . . , wmax} ��� ����� ��� >��5����� ����� >��5����'
��� ���� ��� w ∈ W  �+������ ����� ���+����� >��5����� ?�	��������� ��� P =
{1, . . . , pmax} ��� ����� ���� ���������� ��� p ∈ P  �+������ ����� ����������� ���
#�*"����+ ����� ����������� p "�� ����� >��5���� w ��� ����� ��� B��	��� pref (p, w) ∈
R ���� ��� G��� �� ����� 8�� �,�� ��; ��� �� ���� %	������*"����+ �� 	; ��� "��
L���� ���������� ��� >��5���� ��� #�*"����+ ��� 	; "�� ��� 5���� �&���+�	� -�� �
����� ��� ���������� ��"���	�� %���	 ��	 ��� B��	��� pref "�� ��� p ∈ P ��� w ∈ W
������	�� �������	 ��� ���	 ���� ���5	����

��� ���� OI��,���+���	��� ∼ �" ����� ����� M ��� a, b ∈ M  �+������ a ∼ b ���
OI��,���+ ,�� a ��� b� [a]∼ = {b : b ∈ M ��� a ∼ b}  �+������ ��� ����� ?�����	 a
�� ����	� OI��,���+5����� ��� ����� ���� OI��,���+5����� ,�� M  �+������ ∼ ���
 �+������	 ��	 M/ ∼= {[a]∼ : a ∈ M}�

��� ���5	��� pref �������	 ��� +��*���	 "�� L���� ���������� p ���� OI��,���+��'
�	��� ∼p � �� ��� >��5������ ��� +8�� >��5����� w1, w2 ∈ W ��	 ∼p "�� ����� "��	��
���������� p ∈ P �������	 ��

w1 ∼p w2 ⇔ pref (p, w1) = pref (p, w2) F0��H

∼p ��	

��9�&�,. ∀w ∈ W : pref (p, w) = pref (p, w) ⇒ w ∼p w

�A���	�����. w1, w2 ∈ W, w1 ∼p w2 ⇒ pref (p, w1) = pref (p, w2) ⇒ w2 ∼p w1

	����	�,. w1, w2, w3 ∈ W, w1 ∼p w2 ��� w2 ∼p w3

⇒ pref (p, w1) = pref (p, w2) = pref (p, w3) ⇒ w1 ∼p w3

��� ���	 ���� OI��,���+���	��� � �� ��� ����� W ��� >��5������ ��� OI��,'
���+5���� [w1]∼p ��	 ��� ����� ���� >��5����� ��	 ������ �� 1�8��	��� ����� ���
���������� p 8�� "�� w1.

[w1]∼p = {w2 ∈ W : pref (p, w1) = pref (p, w2)} F0��H

��� #�*"����+"��5	��� pref �������	 ��� 8��	����� "�� L���� ���������� p ���� ���'
���� ≤p � �� ��� OI��,���+5����� ��� >��5������ %���� w1, w2 ∈ W ; ��� ��	

[w1]∼p ≤p [w2]∼p ⇔ pref (p, w1) ≤ pref (p, w2) F0�!H
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≤p ��	

��9�&�,. ∀w ∈ W : pref (p, w1) ≤ pref (p, w1) ⇒ [w]∼p ≤p [w]∼p

�	��A���	�����. w1, w2 ∈ W, [w1]∼p ≤p [w2]∼p ��� [w2]∼p ≤p [w1]∼p

⇒ pref (p, w1) = pref (p, w2) ⇒ [w1]∼p = [w2]∼p

	����	�,. w1, w2, w3 ∈ W, [w1]∼p ≤p [w2]∼p ��� [w2]∼p ≤p [w3]∼p

⇒ pref (p, w1) ≤ pref (p, w2) ≤ pref (p, w3) ⇒ [w1]∼p ≤p [w3]∼p

��� ����	 ���� ��������

?��� 8��	��� OI��,���+���	��� � �� ��� ����� W ��� >��5�����  �+������	 ���
����	����� ���������	 ,�� >��5����� ��� ��� ��	 ∼Q  �+������	� w1 ∼Q w2  ����	�	
���; ��� ��� >��5����� w1 ��� w2 ,�� ��� �� =���	 ��� ���	 *I��,���	 �����
)��� ���������� ���� ���� �� ����� >��5���� ������ �� OI��,���+5���� � �� ∼Q

+���8����� 8������ ��� OI��,���+5����� 5�����  ���� ��� ���E�� � ���

���  ������� ���� 1��	��	���� ��� >��5������� ���� 8����� ��� 8�� "���	 �	��'
�	���� �����	���	.

<��	���	�.
t ∈ T = {1, . . . , tmax} <��	���	�

>��5�����.
w ∈ W = {1, . . . , wmax} >��5�����
F wmax × tmax =�	��,���	��&; fij ∈ {0, 1}; ��	

fwt = 1 ⇔ >��5���� w ����	 �� <��	���	 t �			
Q wmax × wmax �	��&; qij ∈ {0, 1}; ��	

qwiwj
= 1 ⇔ >��5���� wi ��� wj ���� *I��,���	 Fwi ∼Q wjH

c wmax 3�5	��; ci ∈ N0; ��	
cw = x ⇔ >��5���� w �	 ��������������+� x

����������.
p ∈ P = {1, . . . , pmax} ����������
B pmax × tmax �	��&; bij ∈ {0, 1}; ��	

bpt = 1 ⇔ ���������� p  �����	 <��	���	 t
m pmax 3�5	��; mi ∈ N0; ��	

mp = x ⇔ ���������� p  �����	 ������	��� x >��5�����
#�*"����+��.

S pmax × wmax �	��&; sij ∈ R; ��	
spw = pref (p, w) #�*"����+ ��� ����������� p "�� ��� >��5���� w

������	 ��	 ��� ���� <�	������ ��� ���������� +� ��� >��5�����.

X pmax × wmax �	��&; xij ∈ {0, 1}; ��	
xpw = 1 ⇔ ���������� p 8��� +� >��5���� w +��������	

��� ��� �	��& F ��� <�	������ ��� >��5����� +� <��	���	� ���� ���	��; ��� 5����
���5�� ,������� ����� ��� w ∈ W ��� t ∈ T ��	 fwt = 1 ��� fwt+1 = 0 ���� ���
���	��; ��� fwt′ = 0 "�� ��� t′ ∈ {t+1, . . . , tmax}� F ��	 ���	 ���� =�	��,���	��& ���
�����	��� ���!�

��� �	��& S ��� #�*"����+��  �����	�	 ��� ��� �� �� ������ ����������� #�*"�'
���+8��	�� ?��� �,��	����� R ����	+��� ,�� ��� >��	��; ��� ��� ���������� ,���� ��; +�
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�����; ��� �� �� ��	��������������� ��������; �	 �� 3��"��� +� ��"����� F+� ���������
R ����	+����"��5	����� ��� ����� -��8��5����� �" �� ?��� ��� ��� ��	��������
����� - �����		 �����H�

�� ��	������������ ��� 8��� �� ��������� ,�����	���	� ?� ��	 ��� �&���������'
��� ���; � ������ #�*"����+8��	� ��� ���� ���E���; �� L�5	�,� #�*"����+ ��� ����'
�������  ����	��� �� <��� ��	 �� ���; ���� <�	������ ,�� ����������� +� >��5�����
+� �����; �� ��� ��� %���� ���� "�� ��� +���	���	�� >��5����� ��������5	�� #�*'
"����+�� �&��� 8���� 1������� �" ��� ���� ���� �	���	������ ���	������ ���
���� �����	�� ����� >��5����'3����	�	��� �*��	 ���� �� ��	������������ ��� ���
8�� �� F0�0H �����	���	 "�����������

�&������
∑

p∈P,w∈W

spw · xpw

��	�� ��� 7� �� ���������� F71H
H ��������������+�� "�� >��5����� ����	 � �������		��∑

p∈P

xpw ≤ cw ∀w ∈ W

 H ���������� ��	 �� ��� <��	���	� ��� +���	���	�� >��5����� �
xpw = 0 ∀p∀w(p ∈ P ∧ w ∈ W ∧ ∃t(t ∈ T ∧ fwt = 1 ∧ bpt = 0))

�H )��� ����������  �����	 ���� �� ����� ,�� *I��,���	�� >��5�����∑
w′∈[w]∼Q

xpw′ ≤ 1 ∀p ∈ P, ∀w(w ∈ W ∧ [w]∼Q
∈ W/ ∼Q ∧|[w]∼Q

| > 1)

�H ����� ����������  �����	 ����� ������	�+�� >��5�����∑
w∈W

xpw ≥ mp ∀p ∈ P

�H )��� ����������  �����	 ���� �� ����� >��5���� ��� �������	∑
w∈W :fwt=1

xpw ≤ 1 ∀p ∈ P, ∀t ∈ T

"H xpw ∈ {0, 1} ∀p ∈ P, ∀w ∈ W
F0�0H

��� 7� �� �������� H �	���	 ������; ��� �� 5����� >��5���� ���� ���������� ���'
��	���	 8�����; �� ������ �&��� "���� 5��� 1�� >��5����� ���� ��������������+��
5�� ��� ��	���������� 7� �� ���������+���� �������	 8������

��� 7� �� ��������  H  �����	; ��� ���������� ��� +� >��5����� +���	���	 8�����
5�����; 8*����� ����� ���� ��� �8����� ����� R ����������� ���� ��� <��	���	� �����
>��5����� ��	 ���L������; 8*����� ����� ��� ����������  8����� ��	; �� 8��� ��� <�'
	������ �������������; ����� ��� ��	���������� <�	�������,�� �� �" 0 ����	+	 8����
���	 5����� ���  �	��C���� <�	�������,�� ��� �� ��� ��	������������ ��� �����'
����	 8�����; �� ��� "�� ��� 7� �� ��������  H 5���� �&���+�	�� 7� �� ���������+�����
��	�	�����

��� 7� �� �������� �H ��	 ��; ��� �� L���� OI��,���+5����  �+������ ∼Q ,��
>��5����� ,�� L���� ���������� �����	��� ��� >��5����  �����	 8����� ��"; � 5���
���������� ���� �� ����� >��5���� ������ �� =���	�  ������� ����� ��� OI��,���+'
5����� ��	 ��������� ����� ?�����	 ���� � �� 5���� 7� �� ���������+���� ���	���	
8�����; � ������ >��5���� ��� +� 5����� ������ �� )��9�5	 �	��	� <� L���� OI��'
,���+5���� ��	 ������	��� +8�� >��5����� ��	�	��	 ��� ���� 7� �� ���������+����
"�� L���� �����������

��� 7� �� �������� �H �	���	 ������; ��� L���� ���������� ����� ������	�+�� �
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>��5�����  �����	� �� 6����������	�+������ ≤ �� ������ 7� �� �������� 5��  �� 1�'
��" ����� ��� ���������	�+������ = ����	+	 8�����; 8��� L���� ���������� 	��� �����
������	�+�� � >��5�����  ������� ���� ��� ����	 �,��	���� ���� 8��	���; ��"��� ��
��� %	��5	�� ��� <��	���	� ��� >��5����� � �����	 +��*��	� ?�� ���"���� 1�������;  ��
��� ��� %	��5	�� ��� #�� ���� ��� R ���	����� ��� ������	�+�� � >��5����� ,��'
������	; ��	 ���� 3����	�	��� ��	 ��� ����� <��	���	; �� ��� ��� >��5����� ������
+��������  ��"��� =� ������ ��� 5�� ��� ���������� �&��� ����� ���+���� >��5'
����  ������� F����� 7� �� �������� �HH� ?��� ������	�+�� ,�� �  ����	�	 ��� ���
<�������� ,�� ���� ����� >��5���� +� L���� �����������

��� 7� �� �������� �H  �����	; ��� 5��� ���������� +��	���� � ��������� >��5'
�����  ������� 5��� >*����� L���� <��	���	� ��" L���� ���������� ��� �&��� �����
>��5����  �������; ��� �� ������ <��	���	 �			 ����	� ���� 8��� ���������	���	 �����
���� 7� �� �������� "�� L���� <��	���	 t ∈ T ��� L���� ���������� p ∈ P ; "�� ���
��� %���� ���� <���������� ��� ����������� p +� >��5�����; ��� �� t �			 �����
Ffwt = 1H; �����	��� �  �	�*�	� -��� ���� 5����� ����	����� 7� �� ���������� ��	'
�	����; "��� ������� >��5����� � �� ������� <��	���	� ������ ������� =� ������ ���
5�� �� ��� 7� �� ����������; ����� >��5�����  ����	� �� ����� 8��	���� 7� �� �'
������� ��	��	�� ����; �������� >��� ��� �� ����� <��	���	 ��� >��5����� w1 ��� w2

������ ������ ��� �� ����� 8��	���� w1; w2 ��� w3; �� �����	 ��� 7� �� �������� "��
��� ��	+	���� <��	���	; � ��� ��� �� ��� ���	�� ��	�	������ 1�������� ���������E	�

�� ��	������������ ���  ��	��	 �� �&��� pmax ·wmax  ��*��� 3�� ��� FxpwH�
��� -�+�� ��� 7� �� ���������+����� �� ��� ���+����� 7� �� ���������� �*��	 ����
8�� "���	 ��� � ��  �����*�5��.

H ?� �� 	 ��� >��5���� ���� <����; ���� ��	�	���� �&��� wmax <������

 H ����� 7� �� �������� 8��� ����� �������� ��� ��	�����������  ��*��� 3�� ���
�������	��; �� ��	�	���� ��� 5���� <������

�H ?� �� 	 ���� <���� ��� )�� ��	��� �� ���������� ��� OI��,���+5���� ��� >��5'
����� ��	 ���� �� ����� >��5���� �� ��� )����� ?� ��	�	���� 5���� 7� �� �'
��������+����� "�� OI��,���+5����� ��	 ��� ����� ?�����	� ��� �&���� -�+��
� OI��,���+5����� ��	 ����� )������	*	 ,�� ������	��� +8�� ��	  �� wmax >��5'
����� wmax/2� ����� %����5� 8��� ���� �������	; 8��� L��� OI��,���+5���� ����
+8�� >��5����� ��	�*�	; �� ���� ������ �*���� ��	�	���� 8������ 7� �� ���������'
+������ ��� 7� �� �������� �H ��	�	���� ��� �&��� pmax · wmax/2 <������

�H ?� ��	�	��	 �&��� ���� <���� ��� ����������; ��� ��	 pmax ��� � ��� %����5��

�H ?��� � ��� %����5� "�� ��� -�+�� � <����� ��	 pmax·tmax� ����� � ��� %����5� 5��
		�*������ �������	 8�����; 8��� L���� >��5���� ��� � �� ����� <��	���	 ����	; ��
 �� �� L���� <��	���	 ���� �� ����� >��5���� �� 	� ��� %����5� 5�� ��� ����	
8��	�� ����+���	 8������

��� � ��� %����5� "�� ��� <�� ��� 7� �� ���������� ��	 ��� wmax + pmax ·wmax/2 +
pmax + pmax · tmax = wmax + pmax(wmax/2 + 1 + tmax)� ����� <�� ,�����	����	; ��� ���
-�+�� ��� 7� �� ���������� �	�5 ,�� ��� -�+�� pmax ��� ���������� ����� 3���'
�	�	���  �*��	; ��� ���	 �� +8��	�� ����� ,�� ��� -�+�� ��� ��� �	���� >��5�����;
��� "�� ��5	����� �*��� ��8���� ���	���� 5������ ��	 �� ��� -�+�� ��� �����������



0$

��� ,������*� �� ��"����� ���������

=� ��������� ���� ��� ��� �5��	 ��� >��5����+�	���������� ���� ��	������	 8������
G��� �	���	 ���� +��*���	 ��� ����; 8����� *�������� ��	������������ ���� �� ��� ��'
	��	��  ����	�  ������	 ��� �����	 8����� ��� 8����� ��	����� � �� +�� ?���	+
5���� =� )��	�� ! 8����� ���L������  �5��	�� #�� ���5����� ,�����	���	; ��� ���� ��
��� ����� ���� ������ >���� ��	 ��� >��5����+�	���������� ��� ,���������� ������
=� ��������� ����  �	���	�	 8�����; 8� ��� O������5��	�� ��� 6�	��������� ������ ���
� ���� ����� ���������	����� �" �� >��5����+�	���������� ��� � ��	���� ������

-�"����� ��� 	���	������ 7*�� "*��	 �� %	����������� ��� �� <���������
��	 ��� >��5����+�	��������� ��� �"	 ������� ��� -���� 1�� ����� �������� 1���5 ��	
L����� ��� #�� ����	������ ����	 �� �����	 ,�������� �� �� >��5����+�	����������'
 ��� ��	 ���� �� ��8����� G������	 ��� J6�5������K +�� %	����������� ���; 8���
�� ���� �����	; 8����� 1���������� ���� �� ���� ��� 8����� <���������� ��������	
8����� ������� 1��� >��5����+�	���������� ��� ��	 ��� +��	����� %	��5	�� ��� >��5'
����� 8�� ��� ��� ���������� "��	 ,������ ��� ������	 8��� ���� <�	������ ��� �������'
��� +� ��� >��5������ 1��� %	����������� ��� ������ 8��� ��� +��	����� <��������
������	; ���� �� ��	 ������ ��� <�������� ��� ������  +8� %������ +� ��� )����� ����
)������ ���� ���� �� ���� 8���	��� 6�	��������� �� G�� ���5 ��8��� �" ��� <���"��5'
	��� �� ��� �" ��� 7� �� ����������� ?� �� 	 +8� O������5��	��; 8��  ��������8����
+8������ ��� 7� �� ���������� +�� R �������������"������	 ��� %�����	����� F�����
F!��HH ��� ���L������ +�� R �������������"������	 ��� *I��,���	�� >��5������ -���
��� ��������� ��� ��� ������	�+�� ������	�	�� %�����	����� F����� F!��HH ��	 ���
��������� ��� ����� ������	�+�� �  �����	�� >��5����� ���� *������� -������'
���	� � �� ��� %	����������� ���� 5���� 1�������� ��� B������������	��5	��� ����
+�� 1�����*�5��� ��� ,��"�� ��� >��5������*	+�� -��� 8��� ��� <���"��5	��� ����	
����� #�*"����+�� �� � �� ��� ��������� 1��������� �� ����	� �� >��5����+�	��'
�������� ��� �*��	 ���� ��� ����	 ��	 G��"� ,�� %	����������� �����   �����; ����
5����� ��� ��� ���������	����� ��� %	����������� ���� ����	 ����5	 � ��	����
8������ �� %	����������� ��� ��	  �� �E����� 7#',����	*���� ��� �����	�
���� 5���� ���A��������� -�����	���� +�� ������  �5��	; �� ��� ��� R ��	�����
��� ,���"�� ������	������ ���������	����� ����	 ���� ���	�� ���8��	 ��������	�

�� ��������� <�	���������� ��� *����	 +��*���	 ����� ��� >��5����+�	�������'
��� ���� ?��� ����� ,�� ����������� ���� ����� ����� ,�� >��5������*	+�� +���'
�����	 8�����; 8� �� ��� #�*"����+�� ��� ��8���	� �" ��� )�	�� ���	������ ��	 G��"�
��� <�	���������� ���� �*��	 ���� ��� ���� ��	���� <�	������  �+���� �" ��� %����
��� #�*"����+�� ����������; 8� �� ��8��� ��� #�	+ �����*�5�����  �� ����	 8�����
5����� �� ��� ��� ��������� ��� ����� ������+��  �����	�� >��5������ -����'
����� ���� 	 �� <�	���������� ��� ����	 ��� -  ������ ��� B��	��5	����� ,�� >��5'
����5�� ��	����� �"����� ,�� R ���������� ���� *I��,���	�� =���	� �����	 ��
L����� ��� 7� �� ���������� �H ��� �H �� ��� #�� ����	������; �� �*��	 ���� ����� B�'
��5	��� ��	 G��"� ��� <�	���������� ���� ���	����� ��� "������� �D+���	 �����; +�1�
��	 7�	+8��59��������	����� ?��� ������ B���5	��� �� "�� ��8���� ��5	����� �*���
�8��� � �����

�� 7	���� =�	��� �	����� #����� F7=�#H ��	 ,�� ��� #�� ����	������ ���
>��5����+������������ ��� � *�������	��� 1��� 7=�# ��	 �� <��� ���� <�	������
,�� %	����	�� +� #�5	�5�����*	+��;  ������� �" #�*"����+��� %	����	�� �� �� #�*'
"����+�� "�� )��5���*����  ; �� L���� )��5����� ��	 ����  �����+	� -�+�� �



/(

#�*	+�� ,��"�� �� =� 6�	�������� +�� >��5����+�	���������� ��� �� �� L����� ���
��� )��5���*���� #�*"����+�� "�� ��� %	����	��  ; �� ��� �� ��	����	*	�5��	�����
����� "��������	 ��	� B�	�  �+������	 ����� -�	 ,�� <������������ ��� �� J	8�'�����
�	�����K; � #�*"����+�� ,�� =���,�����  ����� � ��� <��������  �	�����	�� ������
 ���� �� 8����� PB%$$Q� >��	����� 8��� L���� %	����	�� ��� ��� #�	+ +���8�����
��� �� �� 	 ���	 5�������� B��	��5	�����  �+������ )�� ��	����� ,�� #�*	+��� 1�� �"
��� )�+�	*	� �����*�5����� "���� ��� 7� �� ���������� ��� >��5����+�	�������'
��� ����  ��� 7=�# ��� ����	 �� 3�� ���� ��	 "�� ��� ����������� ��� <��������
��� ,�� 7=�# ,��8����	� -�����	���� ����	 �" �� >��5����+�	���������� ��� � ��'
	�� �; �� ��	 +���� ���� �" ��� ���+������� -�"���������� ��� 7=�# +��������		���

��� ������"�� 	�� +��"���� ����������������

�� >��5����+�	���������� ��� ��	 ��� �������;  ��*��� ��	������������ ���; � ���
+� ��	���������� 3�� ��� ��� >��	� �� {0, 1} ������� ���"��� ?� ��	 ����	 8��	��
���8�����; �� 1���������� "�� ��� ��	������������ ��� ��	��� ��� � ��� %����5��
"�� ��� 3�� ��� �+��� ��; �� ������ ��� ��� ( �� ��	��� ��� � �� � ��� %����5��
���� ,��������	 ��������� ���� ����	 3�� ��� ��������� ��	 >��	�� +8������ ( ���
�� �� #�� ��� ��	 ��� ��� %��+��"�� ����� ��++������ ��	������������ ����; ����
8��� �� +��*	+���� +� ��� � ���� ��� ��	���� %����5�� ���� ��++����� ������
"�� �� #�� ��� ��� �� 5��; ��	 �	��	���� ����  ��*�� ��� ���� ���	��� ������
��"������

������ - �����		  ����*"	��	 ���� ��	 ��� 6�	��������� ��� ��++������ ��� �'
5��	 ��� >��5����+�	���������� ����� ��� ��++����� ��� �5��	 ��� #�� ���� 8��'
��  ����	��; ��� ���� #�� ��������� ������� ����� 5��+�� ��� ���	�, ���������
<��	 ��"����� 8����� 5���	�� ���� ��	 "�� ��� �������5��	 ��� 3��8������ ��� �� )��
� ,�����	���	�� �������5	� �� B���� ����� >� �8������ 8���	��� ��������'
 �	� 8����� ,�� ����������� ������ ������� �� ��� ��� L���� ?��� � ����	� ��
��	������������ ��� �����	 8�����; �� �������� #�	+,��	���������  �������	� ��
��	������������ ��� ����	� ���� ��� ������� ��� <��	 +8������ ��� ?��	��C�� ��'
��� G��#'-�"��� ��� ��� %����� ��� G��#'-�	8��	 ����� ������ ����� <��	�����
��	 ����	  �����+	; ��� ����+� ����	 � ������8����  �� !( ' �( %�5������ ��� 1�����'
���� ����� ������ ������� ������ <��	����� 8*�� ��� 8��������8��	� G���"�� ��	 ���
��++����� ��� �5��	 ��		��� ��� %�����&'-�����	���� ,��	����"	; � "�� ������ -���'
��	���� ��� )�����&�	*	  �5��	 ��	 ��� 8��	����� -�8��������5�	� �&��	�����; ���
���� ���E� #�� ���� �� 5��+�� B�����+��	 ����� 5������

?� �� 	 ��� #�� ����	��������; ��� ���� ����	 ������� ��	 G��"� ����� �����A'3��"�'
���� ����� ������ ����� 3��"���� ��	+�� ��� #�� ����	��5	�� ��; �� ��������	 �������
���� ��������	 ��	� ������ +� ����������� -��������� ��	 ����	 ����� ���	���	; ���
����� ������ ��� ��	��� ��	� ��� ���� ,�����"��	� 3������ ��� >��5����+�	�������'
��� ���� 8���� ��� �����A'3��"���� �������	+	; �� ���� ���	��� -������������ "��
��� ?���	+ ����� ����	������ -�����	���� +� ���������� P�%�(0Q� ?� �	 ���� L�����
��+���	; ��� �� ?��� ��� ��� �����A'3��"����� �� %����		 ��������� :/U ��� <���"��5'
	����8��	� ��� ��	����� ������ �������	�� ��� ����	����� -�����	���� ,�� �����	� ��
?��� ��� �" 4/U ��� ��	������ ����� ?��� ����� ���� ���� +� 8��	 ,�� ��� ��	�����
������ ��	"���	�
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x11 x12 x13 x14 . . . x21 x22 x23 x24 . . . x31 x32 x33 x34 . . . xpmaxwmax

1 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0
0 1 0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0 0 0 1 . . . 0 0 0 1 . . . 0

���
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 1
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"���� )����� *����
�������� 
�� ������

>�� �� - �����		 ��/��  ������� ��; � �� ������ ��	������������ ���� ��� ����
max{x : Ax = b} ��++����� ?�5���5	��������; 8��� ��� �	��& A 	�	� ���������
��	 F��� 6�5�������	��� ���	 ��� "�� ��	������������ ���� ��� ���� max{x : Ax ≤ b};
��� ��������� 8���� ��� ≥'1���������� "�� �� >��5������� ��� ����	 +�	��C��� ��	H�
?� ��	 ��� +� ��	��������; � ���� ��	�� 8������ 1���������� ��� �	��& A ��� >��5'
����+�	���������� ���� 	�	� ��������� ��	; �� ���� -����� � �� ��� ��++�����
��� �5��	 ��		��� ��� %�����&'3��"����� +� ������

��� 	�	�� 6���������	*	 ,�� �	��+�� ��	 � �� ��� ��	������	� ��� ��� ��	����'
��	�� ��� %� �	��+�� �������	 F����� �����	��� ����H� � ��� 	�	�� 6���������	*	
����	 "�� ����  ��	���	� =��	�+ ��� >��5������� ����; ������� "�� ��� ���������
#�� ����	������ ��	������	 8����� ����; 5�� ��� ��	������	� ����	 ���� >��	����
 �������	 8�����; � ���� �� -������� ��� �	��& A ,�� ����� #�� ������	�+ +��
�*���	�� *����	� ��� 	�	�� 6���������	*	 ���� ��� �" ������ >�� ��+���	 8������

����� ?��	�� ����� 	�	� ����������� �	��& ���� ∈ {−1, 0, 1} ����� ���� ��	 ����
��	8������;  �� ����	 ������������ 1�������� "�� 	�	�� 6���������	*	; ��� �����	 +�
� �����"�� ��	� ��� 7� �� ����������	��& A ��	+	 ���� +������ �� ���� �5	����
,�� ��� 3�� ��� xpw ���� 7� �� ���������� H V �H�

��� ��� "�������� 1�	���	����� ����� 8�� �,�� ��; ��� ��� 7� �� ��������
 H ����� �������� ���� 3�� ���; ����� 1������� ( ���� ����; �������	�� 8���� ���
7� �� ����������	��& ��	�*�	 ��� 5���� 8��	���� <����� "�� ��� 7� �� ��������  H;
�� ���� ������ ��� ��� <�����; ��� ����� ��� 7� �� ���������� H; �H; �H ��� �H
��	�	����; +�  �	���	���

��� �*���	� %����		  ��	��	 ��� ��� ����; ��� �	��& ��� 7� �� ���������� +� ��'
	��������; �� -������ � �� ��� 	�	�� 6���������	*	 ��� �	��& ����� +� 5������
��� �	��&  ��	��	 �� ����� %��	� "�� L��� 3�� �� xpw ��� ����� <���� "�� L��� 7� ��'
 ��������� >��	����� ��	�	���� %��	�� "�� ��� %�����",�� ���; ��� +�� 6�"������
��� 6������������ �� ����������� ������� ����� %��	�� ���� L�����; 8�� ��*	�� ��+���	
8���; "�� ��� 	�	�� 6���������	*	 ����� ���	���� ��� 8����� ��� R ������	����5��	
�� �� ���	�� 8����������

=� ��������� 8��� ��� -�" � ��� �	��& ��� 7� �� ���������� ��	����	 ��� ���
7� �� ���������� �����	���	; �� 8��� ��� L�8���� ��� ���L����� -�������		 ��� �	��&'
+����� ��+���	; ��� ����� ��� ��	���������� 7� �� �������� ��+���	 8���� ��� %��	��
"�� ��� %�����",�� ��� 8����� 8��������� ��� �� -�������� ��	����	  �	���	�	�
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x11 x12 x13 x14 . . . x21 x22 x23 x24 . . . x31 x32 x33 x34 . . . xpmaxwmax

1 0 0 1 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 1 1 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 1 0 0 1 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0 1 1 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 1 0 0 1 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 1 1 0 . . . 0
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���
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 1

-  ������ 0�!. 1������� "�� %� �	��& "�� 71 �H

x11 x12 x13 x14 . . . x21 x22 x23 x24 . . . x31 x32 x33 x34 . . . xpmaxwmax

1 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 1 1 1 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 1 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0 1 1 1 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 1 1 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 1 1 1 . . . 0

���
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0

-  ������ 0�0. 1������� "�� %� �	��& "�� 71 �H
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��� ��� 7� �� �������� H �	 ��� �	��& ��� �� -  � 0�� ��+���	� ����� ?� �� 	 ���
"�� L���� >��5���� w ���� <����; ��� �� L���� <���� �	��	  �� ��� +� ������ >��5����
��������� 3�� ��� xpw ���� 1� -��� ���	������ ?��	�*�� ���� 0�

��� ��� 7� �� �������� �H ��	 ��� �	��& ,�� ��� �� -  � 0�� �����	���	�� �����
����� �	��& ��	 ��� 1������� "�� ��� >��5������� ��� ��	 +8�� OI��,���+5������
>��5���� � ��� 0 ���� �� ����� OI��,���+5���� ��� >��5���� � ��� ! �� ����� +8��	���
>��5���� wmax ��	 ��	 5����� 8��	���� >��5���� *I��,���	� ?� 8��� ��� ��� �������'
��� ��� OI��,���+5���� ���� <���� ��+���	; 8� ��  �� 5���� %��	� ��	 ���� �� �����
� ��	�	��	� ���� 8���� ���� R ������������ ,�� +8�� ,������������ OI��,���+5�����
 ����	��; 8� ��� ��� �����	��� ����� OI��,���+���	��� ����	 ���� 5���

��� ��� 7� �� �������� �H ����� ��� �	��&+����� 8�� �� -  � 0�! ��+���	 ���
?� ��	�	��	 ���� <���� ��� ���������� p; �� 8������ �� L���� %��	� xpw ,�� ������
���������� ���� � �	��	�

��� ��� 7� �� �������� �H ��	�	���� <����� ��� �� -  � 0�0 �����	���	�� �����
������ 1������� �	���	 ��� %�	�	��� ��; ��� �� ����� <��	���	 �� 	; �� ��� >��5����
� ��� � ������ �			 ����� ��� ����� 8��	���� <��	���	; �� ��� >��5���� �; ! ��� 0
������ �			������ >��5���� � ���	 ��� ������	��� � �� � <��	���	�� ��� >��5����
wmax ���� 5���� �� �������� <��	���	� �����	�������� B��	��5	����� +� ��5������ -���
���� 5����� ���; 8��  �� 7� �� �������� �H; ������� <����� ��� ���������� ��	�	�'
���� =� 6�	�������� +� 7� �� �������� �H  �� 5����� ���� �� ����� %��	� ������� 1
�"	�����; 8�� �� ������ 1������� ,�����	����	� �� ����	 ���; ��� ��� ��	����� #��'
����	*	 ��� >��5����� 5���� -�"	������ �� OI��,���+5�����  �8��5	; ������� ���������
�� ������; ����� %����		������ ����	���� ���� 5������

��� �����	���	�� %� �	��+�� ���� ��� ���� ���� ��� +��*	+������ %��	�� "�� ���
%�����",�� ��� ����� ��� ?� ��	�	��	 "�� L��� ≤'1�������� ���� %�����",�� �� ��	
��� �5	�� 1 ��� "�� L��� ≥'1�������� ���� %�����",�� �� ��	 ��� �5	�� −1� ���
���������	� ���������� ���� 5���� +��*	+����� %�����",�� �� �����"���	 8������ ?�
��	�	���� ��� +��*	+����� %��	�� �� ��� �	��& ��	 ����� ���+���� ,�� 7��� ,�������'
����� ?��	��; ��� ��	8���� 1 ���� −1 ��	�

?� �*��	 ���� ��� +��*���	 "��	�	�����; ��� ��� �	��& A ��5����,� ��� <����� "�� ���
� ��� %����5� ��� ��� %��	�� "�� ��� %�����",�� ��� ��� ��	8������ 1�������� "��
	�	�� 6���������	*	 ��"���	; � ��� ��� �� ?�����	�� ∈ {−1, 0, 1}  ��	��	�

<������ ��� ������� ;�����������7�

?� 8��� ��� +��*���	 ����� -�� � ����� ����� �������� ��+���	; ��� ��� �	��& +�
��� ���� ���� 3������ ��� >��5����+�	���������� ���� ����� 	�	� ��������� ��	 ���
��� �� ���� =��	�+�� ��� >��5������� ���� �� 	; ��� 5���� ��++������ ?�5���5	'
�������� � ���

.������ �5� -� �� )?�?+ �
	�������� %�
�������������	��
����� ��<���
� ����� ���
��
 ����� 	������	�� &'���	�
���

/�����5 ?� �����	 ��� -�� � ����� ����� ��������� 1�	���	�� 8�� �� >��5����'
��� ��� �� F0�/H�
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xpw p 1 2 3 4 5 6
w
1 0.5 0.5 0.5 0 0 0.5
2 0.5 0.5 0.5 1 0 0.5
3 0.5 0.5 0.5 0 1 0.5
4 0.5 0.5 0.5 1 1 0.5

� ���� 0��. ������ ��� >��5����+�	���������� ���� �� 0�/

W = {1, 2, 3, 4} c = (3, 4, 4, 4)T Q = I
P = {1, 2, 3, 4, 5, 6} m = (2, 2, 2, 2, 2, 2)T B = 14×6

T = {1, 2, 3, 4}

F =

⎛
⎝

1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎠ S =

⎛
⎜⎜⎜⎝

3 1 0 2
3 0 1 2
3 0 1 2
3 1 0 2
3 0 1 2
3 0 1 2

⎞
⎟⎟⎟⎠

F0�/H

�� #�� ���  ��	��	 �� ,��� ����	 *I��,���	�� >��5����� ��	 ��� ��������������+��
!; 0; 0 ��� 0� ?� �� 	 � ����������; L���� ���� ������	��� � >��5�����  �������� ?� �� 	
8��	����� 0 <��	���	�; L���� ���������� ��	 �� L���� <��	���	 �8������ ��� >��5�����
� ������� ���� 	���8����. ��� ���	� >��5���� ���	 � �� ��� ,��� <��	���	�; 8*����� ���
������ ���� L�8���� ��� ����� <��	���	  ������ ��� ���� ��������	�� ����	 � ��������
?� ���� #�*"����+�� �� ��� ����� {0, 1, 2, 3} ����� ���

a) x11 + x21 + x31 + x41 + x51 + x61 ≤ 3
x12 + x22 + x32 + x42 + x52 + x62 ≤ 4
x13 + x23 + x33 + x43 + x53 + x63 ≤ 4
x14 + x24 + x34 + x44 + x54 + x64 ≤ 4

d) x11 + x12 + x13 + x14 ≥ 2
x21 + x22 + x23 + x24 ≥ 2
x31 + x32 + x33 + x34 ≥ 2
x41 + x42 + x43 + x44 ≥ 2
x51 + x52 + x53 + x54 ≥ 2
x61 + x62 + x63 + x64 ≥ 2

e) x11 + x12 ≤ 1
x11 + x13 ≤ 1
x11 + x14 ≤ 1
x21 + x22 ≤ 1
���
x61 + x63 ≤ 1
x61 + x64 ≤ 1

F0��H

��� "�� �� #�� ��� ��	�	������� 7� �� ���������� ���� �� F0��H �����	���	� ��
����	 �����	; ��� ��� )��D+���	�� ��� 7� �� ����������	��& ������ 0 ���� 1 ����;
����� ��	8������ 1�������� "�� 	�	�� 6���������	*	 ��	 ��� ��"���	� ��� ������ ���
B��&������ ������ ��	������������ ���� ��	 ��� %�����&'3��"���� ��	 
#�?@ ��	
�� � � 0�� 8��������� ���



//

��� ������ ��	 ���� ���	��� ��	���� ������ ��� ���� ���� >��5����+�	����������'
 ����� ����� ����������  �����	 ������	��� � >��5����� F%��	�������� �� � � 0��H;
��� ��� %���� �� ��� <�	������ +� >��5���� � ��� ���L������ +� ����� ��� ���	������
���� >��5����� ��	 ����� 5������ ���� ������ 1� ��� ��������������+�� 8����� � ��"���
�������	��� ��� ���+��� ���	��� ��++����� <�	������ 8*�� ��; ��� ���������� �" >��5'
����� �; ! ��� 0 +� ,��	�����; � L����; ��� >��5���� �  �����	; 8���� ��� +��	������
B��	��5	����� 5����� 8��	���� >��5����  ������� 5��� ��� )�+�	*	�� ��� ���	������
>��5����� ����  �� ����������; �� ��� ���������� ��	 #�*	+�� +� ,��������� ?� �� 	
��� ���� ���	���; ��++����� <�	������; ��������� �������	 ����� ��� ����� <���"��5	�'
���8��	 ,�� 14 ������ �� ����� ?��� ��� ,�� 18 ��� ���� �����	���	��; �����8��	����
������� �

������ >��5����+�	���������� ��� +���	 ��� +��*���	; ��� ��� 	�	�� 6�������'
��	*	 "�� ��� ��������� 7� �� ����������	��& ��� >��5����+�	���������� ���� ����	
���	� ?�  ��� 	  �� ���� +� ��	��������; � �� +��*	+����� 1���������� � ��� >��5����'
+�	���������� ���� �� 	; ��� ��� 	�	�� 6���������	*	 ����	����� ��� ��� "�� ��5	�����
#�� ����	�������� ���"�� ���+���	�� ����; �� ��� ���  ���	� -�8��� �5��	 8��	��
��8*������	�	 ���� 5���

.����� ;�����������7�

� ��� 	�	�� 6���������	*	 ��� 7� �� ����������	��& ,�� ��� ���+������ %	��5	��
��� �	��&  �*���� ��	; ������ "�� ���� 6�	��������� �������� ���� ��+���� 8�����;
��� �� ���+����� -������� ��� �	��&  �	��C��� ?�� ������� ������� ��	 �� ������� ��0
,�� ������'G���� F����� %� �/H� �� �������  ���	; ��� ���� ��++����� �	��&
���� ��� 	�	� ��������� ��	; 8��� "�� L��� ��������� R ⊆ {1, . . . , m} ,�� <����� ���
�	��& ���� #�	�	��� �� +8�� <����������� R = R1 ∪R2 ��"����� 8����� 5��; �� ���
∀j ∈ {1, . . . , n} :

∑
i∈R1

aij−
∑

i∈R2
aij ∈ {−1, 0, 1}� �� �������  ���	 ���; ��� ��

L��� ����� R ,�� <����� ����� 	�	� ����������� �	��& �� +8�� #�	�	����� �"	�����
5��; �� ��� ��� 1�	�� ��� ��C����+ ��� %��	�������� "�� L��� %��	� �����	���
1 ��	� ��� L��� ��++����� �	��&; "�� ��� �� �	�	� ������ #�	�	����� ����� �����
,�� <����� ��� �� 5��; ���	; ��� ��� 	�	� ��������� ��	� <�� 7��8��� ��� 	�	���
6���������	*	 ����� �	��& �����	 �� ���; "�� L��� �������� ��������� � <����� ����
������ #�	�	��������� �+��� ��� ��� ��� "�������� 1�	���	�����  �+������� 8�� ���
��C����+,�5	�� �� ��� %��	��������

∑
i∈R1

aij −
∑

i∈R2
aij ��	 ∆; ∆j  �+������ ���

-������5 "�� ����  ��	���	� %��	� j�

=� ��������� 8��� ��� �	��& ��� 7� �� ���������� ��� >��5����+�	����������'
 ���� �" ��� ?&��	��+ ��� �����	�� <�������	�	��� "�� L��� ����� ,�� <����� ��'
	������	� � �� 8����� ,����������� �*���  �	���	�	; ��� ��� ������	����� %	��5	�� ���
B�����*E��5��	 ��� -�" �� ��� �	��& ����	+���

<��*���	 ��	 ��� "������� #������	��� ���"����� P7>$$; %� /0(Q� %�� �+� I ��� ?��'
���	��	��&�

����������� �5� ��	���� ��� ���� ��
�0 A� -�� !��	����� .���	�� ���� $6�������"

• A ��� ���� ��������
�

• -�� #
�������
�� �� A ��� ���� ��������
�

• (A, I) ��� ���� ��������
�



/�

%�� "����� I = {X ∈ {0, 1,−1}n×n : xii ∈ {−1, 1}, xij = 0 "�� i, j ∈ {1, . . . , n}, i �= j}
��� ����� ���� I���	������ �	��+�� ��	>��	�� �� {−1, 1} �" ��� G��	��������
��� 0 ����	� 7�� �*��	 ���� #������	��� 0�� �� ��� "������� OI��,���+ ��8��	���; ���
�� �����	 ��	 G��"� ��� �������� ��0 ,�� ������'G���� +����� 5��.

����������� �5	 ��	���� ��� ���� ��
�0 A� 2�������� ±I ���� �������	� ��
�0 ��
I� -�� !��	����� .���	�� ���� $6�������"

• A ��� ���� ��������
�

• (A,±I) ��� ���� ��������
�

/�����5 %�� A 	�	� ���������� ��� ��	 ��� (A, I) 	�	� ���������� %�� R ����
����� ,�� <���������+�� ��� �	��& (A,±I)� ��� �� 	 �� ���� #�	�	��� �� R1 ��� R2;
��� "�� <����� �� R ��� �	��& (A, I) ���� ��� ������� ��0 ���	��� -�"	������ ���� 	�
��� -�"	������ ��	 � ��"��� ���	�� "�� (A,±I); � L��� %��	� ,�� ±I ��� ����� ?��	��
�������� 0 ��	�*�	; ��� −1 ���� 1� ���� ��	 ��� ��C����+ ��� %��	�������� "�� �����
%��	�� ∈ {−1, 0, 1}� ��� ���	������ %��	�� ���� ����	���� +� (A, I); "�� ����� ��	 ���
-�"	������ �� R1 ��� R2 ���� ���	��� %���	 ��	 (A,±I) 	�	� ����������
%�� (A,±I) 	�	� ���������� ��� ��	 L��� "�� (A,±I) ���	��� #�	�	��� ����� �����
R ,�� <���������+�� ��� "�� A ���	��; � A ���� 6�	������� ��� %��	�� ,�� (A,±I)
��	�*�	� �

<�� �����  ����� ����� %�����",�� ��� ��+���	�; +��*	+����� %��	�� ���� ����'
���	��& ��	 ?��	�*��� ,�� 1 ���� −1 �" ��� G��	��������� <�� ������  �����
��� ��� 7� �� ���������+����� "�� ��� � ���� %����5�� ��� 3�� ��� ���� ������'
�	��&� � ���� �	��& ��� ���� (A,±I) ���� ��� 	�	� ��������� ��	; 8��� ����
"�� A ���	; ��� ����� � "�� ��� 	���������	� ���	; 5����� ��� %��	�� ��� %�����",'
�� ��� ��8�� ��� <����� "�� ��� � ���� %����5�� ��� 3�� ��� �� ��� 1�	���	���
������������� 8�����; �� �����	; ��� ����� ��� 7� �� ���������� H  �� �H �� ����	�
�	��& ��� 7� �� ���������� +�  �	���	���

I I I
p1

p2

p3

���� ��� %� �	��& ��� 71 H ���� ��� %� �	��+�� ��� 71 �H; �H ��� �H

-  ������ 0�/. ������ ��� %� �	��+�� ��� ��	�������������� 7� �� ���������� "��
���� ����������

�� -������� ��� %� �	��+�� ��� ��	�������������� 7� �� ���������� �	���	 ����
�����	���� 8�� �� -  � 0�/ ��+���	 ��; �����	���	 "�� ���� ����������� 7� �� ����'
���� H ��+���	 "�� L���� ���������� ���� wmax×wmax �������	��&; ��� ��� 1 �" ���
�������� �	���� �	 ��� 0 ����	� ��� ��� 7� �� ���������� �H; �H ��� �H ��	�	����
%� �	��+��;  �� ����� ?��	�*�� �������� 0 ��������� �� ��� ��� ���	�����	�� �	��&��'
������ ,��5������ ��� ����	 ���	�����	�� ?��	�*�� ���� ����� 0� � �� ��	������	 L���
������ ��5���	�� %� �	��+�� ���� ����� ����������; ����  ��������"	 ����������
p1; p2 ��� p3� ?�  ��	��	 ��� +��*���	 ��� 8���	���� �	��5	������� 6�	�������� +8������
��� %� �	��& ��� 7� �� �������� H ��� ��� %� �	��+�� ��� ���	������ 7� �� ����'
������� ��� 1'?��	�*�� ��� %� �	��& ��� 7� �� �������� H ����� ���� ����	 �" +�
����� ���������� �������� 1���5�  �����*�5��; ,������� ��	�*�	 L��� <���� ���� �����



/:

1'?��	�� �� L���� ���+����� ��� �����	���	�� 1���5�� ���� <���� ��� 7� �� ��������
H � �����	 ���� ��� ��	 L���� ���������� ���5 �� ���� ����� %��	��

1�	���	�� 8�� ��� �� -������� ������ ���	�����	�� %� �	��& "�� ����� ���+�����
���������� ��	����	 ��� ��� 7� �� ���������� �H; �H ��� �H� �� -������� �	���	 ����
8�� �� -  � 0�� ��+���	 ��; +��  ������� R ������	 8������� ���	 ��� ���	�����	; 8�
�	��&���	�*�� �������� 0 ��	�	����� ��� 7� �� �������� �H 8��� ���� %� �	��& ��	

� ( ( ( �
( � � ( (

� � � � � � � ( ( (
� ( ( � (

71 �H 71 �H 71 �H

-  ������ 0��. %	��5	�� ��� %� �	��+�� ����� ����������� "�� 71 �H; �H ��� �H

�������� <����� ��� ���������� ��+���	; ��� +8� ��	������	 L��� <���� ����� OI��,'
���+5����  �+������ ∼Q ,�� >��5������ � OI��,���+5����� ���L��5	 ����; ��	�	����
�� ������ %� �	��+�� ��� ���� �� ���� 1 ��� %��	�� ��� 1'?��	�*�� ��� ,������������
<����� � ������� ���� ��� ����	� ��� 7� �� �������� �H ��	�	��	 ���� ���� <���� ���
���������� ��	 ����� 1 �� L���� %��	�� ��� 7� �� �������� �H 5����� 8������� ���'
���� <����� ��	�	����; ����� 5����� ���� L����� � �������; �� ��� �� %��	�� �� ��
5�� ��	 ���� �� ����� 1'?��	�� ��� %� �	��&�

��� �� -  � 0�/ ��+���	� 1���5�	��5	�� ��� 7� �� ���������� �H; �H ��� �H �	
+�� �����; ��� ���� 1���5� ��	�������������� ���������� �� 5����� %��	� � ��������
��� -�"	������ ,�� ��8*��	�� <����� ����� ���������� �" ���	��� #�	�	����� �	 ���
5����� ?��9��� �" ��� -�"	������ ,�� <����� ������ ����������� <�� )���	��5	��� �����
���	���� #�	�	��� ��8*��	�� <����� ���*E ��� ������� ��0 ,�� ������'G���� �����	 ��
���; ���� #�	�	��� "�� ����� ���+����� ���������� �+��� ��� ����� #�	�	��� 5�� ���
�" 8��	���; ��8*��	� <����� ������ ���������� ��� ������ � ��	���� 8������ ���� ���	
 ��; 8�� ����	; ��� "�� ��� 7� �� ���������� �H; �H ��� �H; ����	  �� G��+����� ,��
<����� �� ��� 7� �� �������� H� G��� ��	 ���� 1�	���	��� � �� ������� ����������
���8�� ��	���

��� ��� "�������� 1�	���	����� �	����� ���E�; ����	 "�		 ������5	� 1����	 ��
(A, B, C, . . .) >��5����� ��  +8� ���� �	���,��	��	��� "�� ��� 3�� �� xpw = 1 "��
��� "��	�� p ��� +�1� w = A� <�� 1�	���	��� ,�� 3�� ��� ,������������ >��5�����;
��� �� ������ �� <���� ���� � � ��; ������ �� 8�� ���  �	��C����� >��5����� ���	��'
������� �� <������5�		� ����  ��; +��  ������� R ������	; �� %��	�� ��	���������
��	���������� ��������� 1������� ����	 +�� 3�������������� ��� 7�		����

A B C D E
� � ( ( �
( � � ( (

�� <������5�		��.
-1?
1


�� %��	��.
-1 ?
1


R ����������� ���� ��� +8�� <������5�		�� �� ��8����� 1����	 ��; ���� �� >��5����
B; ��  ����	�	 ����; ��� ��� +���������� +8�� 7� �� ���������+����� �� ��� %��	� ���
>��5����� B  ���� ���� 1 � ��; 8� "�� ��� )���	��5	��� ����� ���	���� <�������	�	���
8���	�� ��	� 6�"��	 ��� ����� R ��� ��8*��	�� <����� ���  ��������8���� �����  �����
<����� ABE ��� BC; �� "���	 ��� #�	�	��� R1 = {ABE} ��� R2 = {BC} +�� ��C�'
���+,�5	�� ,�� (1, 0,−1, 0, 1) "�� A, B, C, D, E; �����5	�,�� ����� #�	�	��������� 8*��
��� ���	��; � ��� ��C����+,�5	�� ��� �� ?��	�*��� {−1, 0, 1}  ��	��	� =� ������	+
�+� 8*�� ���� #�	�	��������� ,�� R1 = {ABE, BC}; R2 = ∅ ����	 ���	��; � "�� ∆B

��� >��	 ,�� 2 ��	�	���� 8�����
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;������+���� ��� ������� ;�����������7� ���+� 0���������+�������

=� ��������� 8��� ��	������	; ����� 8����� )�� ��	����� ,�� 7� �� ���������� ���
>��5����+�	���������� ���� ���� ���8����� �*��	; ��� ��� 7� �� ����������	��& A
	�	� ��������� ��	; ��	�� <����"����� ��� �������� ,�� ������'G����.

.������ ���� m×n ��
�0 A = (aij) ∈ Zm×n ��� 	��� ��� ���� ��������
�  ���
�� !�
 7��� #������	� R ⊂ {1, . . . , m} ��� ������ ��
 ��
�0 ���� (
������ R = R1∪R2�
R1 ∩ R2 = ∅� 	���� �� ��� 	���"

∑
i∈R1

aij −
∑
i∈R2

aij ∈ {−1, 0, 1} ∀j ∈ {1, . . . , n}

<��*���	 +����� 8��; ��� ��� 	�	�� 6���������	*	 "��  ��	���	� 1�����*�5�����
��� >��5����+�	���������� ���� �� ��� �	 ���� �� ��	�

.������ �5	 2����
$��� �� �� %�
�������������	��
����� �! ��� 9���������	���
	�� +� �+� �+ ��� �+� �� ��� ��� 9���������	��	���
�0 A ���� ��������
�

/�����5 %�� ��� R ⊂ {1, . . . , m} ���� ��������� ,�� <����� ��� 7� �� ����������'
	��&� 7� �� ��������  H 8��� ����� >������� ��� ��	�����������  ��*��� 3�� ���
�������	��� ��� �	��& ��� 7� �� ���������� ��	�*�	 ��� ��� <����� �� ��� 7� ��'
 ���������� H; �H ��� �H� >�� ��	�������� +��*���	 ��� �*���; ��� R ��� <����� �����
������ 7� �� ���������� ��	�*�	; ��� ���� ��� �*��� ,�� )�� ��	����� ,���������'
��� 7� �� ���������+������

0��� �= R ����7�� ��� -����� ��� 2/ �3
>�� �� �� -  � 0�/ ����� 5��; ��	�*�	 "�� ��� <����� ��� 71 H L��� %��	� ����
���� 1� 1��	��	 R ��� �� <����� ��� 71 H; �� ��	�*�	 ��� L��� %��	� �&��� ���� 1
��� ����	 ��� 0� %�	+� ��� R1 = R ��� R2 = ∅� ��� ��	 ∆ ∈ {0, 1}n ��� ���	 ��
���	���� 1�������

0��� 	= R ����7�� ��� -����� ��� 2/ �3
1�� 71 �H ��	�	���� "�� L���� ���������� ���L��5	� 1���5� ,�� <����� F����� -  � 0�/H;
8� �� L���� 1���5 �� ���� ����� <����  ��	��	 F����� -  � 0��H� ��� ��� <����� ��� 71
�H ��	�*�	 L��� %��	� ��� ���� ���� 1� R ��	�*�	 ��� �� L���� %��	� �&��� ����
1� %�	+� ���; 8��  �� ��� �; R1 = R ��� R2 = ∅� ��� ��	 ∆ ∈ {0, 1}n ��� ���	 ��
���	���� 1�������

0��� �= R ����7�� ��� -����� ��� 2/ +3
1�� 71 �H ��	�	���� 8��  �� 71 �H "�� L���� ���������� ���L��5	� 1���5� ,�� <�����
F����� -  � 0�/H; 8� �� L���� 1���5 +8� �� �������� <�����  ��	���� 5��;  �� ���
�� �&��� ����� %��	� ���� 1 ��	�*�	; 8�� �� -  � 0�� �����	���	� %�	+� ��� 8�������
R1 = R ��� R2 = ∅� ��� ��	 ∆ ∈ {0, 1}n�

0��� �= R ����7�� -����� ��� 2/ �3 ��� �3
>�� ��	+�� R1 ������ ��� ����� ���� <����� �� 71 H ��� R2 ������ ��� ����� ����
<����� �� 71 �H� >�� �� ��� � ��� � ���*�	��	; ���� ��� L�8������� %��	��������
∈ {0, 1}� ��� ��C����+ �� +8�� <����; ��� ��� ��� >��	� 0 ���� 1 ������� 5�����;
��	 ∈ {−1, 0, 1} F1 − 1 = 0; 1 − 0 = 1; 0 − 1 = −1; 0 − 0 = 0H�

0��� �= R ����7�� -����� ��� 2/ �3 ��� +3
-���� +� ��� 0 ��	+�� 8�� R1 ������ ��� ����� ���� <����� �� 71 H ��� R2 ������



/$

��� ����� ���� <����� �� 71 �H� >�� �� ��� � ��� ! ���*�	��	; ���� ��� L�8�������
%��	�������� ∈ {0, 1}; ��� ��C����+ ��	 ���� 8������� ∈ {−1, 0, 1}�
0��� '= R ����7�� -����� ��� 2/ +3 ��� �3
-��� ���� 8*�� ��� )���	��5	��� ����� ���	���� #�	�	��� ���� +� ��� 0 ��� / ��������
����� "�������� 3������� ���*�	 ��  �� ���� ���� #�	�	��� ��	 ∆ ∈ {0, 1}n; ��
5�� ��� ∆'>��	� ,�� −1 ,��������. >�� ������ +��*���	 ��� <����� ��� 71 �H �� R1�
��� L���  ���� �� ���E� ����� ,�� <����� ��� 71 �H ����� ����������� ������ 8�� �����
� ��"��� �� R1; ��"��� ��� ��	���������� <���� ��� 71 �H "�� ������ ���������� ����	 ��
R ��	��	�� ��	� >�� �� -  � 0�� ������	����;  ��	��	 ��� 71 �H "�� L���� ���������� ���
�� ���� ����� <����� ?�	�*�	 R "�� ���  �	���	�	�� ���������� ��� <���� ��� 71 �H
� ��"���; �� ������ 8�� ��� <����� ��� 71 �H �� R2�

� ���� ��� 1���5� ,������������ ���������� "�� 71 �H ��� �H ����	 � ������� F�����
-  � 0�/H; 5�� L���� ���������� ��	����	  �	���	�	 8������ ��� L���� ����������; "��
��� R ��� <����� ��	8���� �� 71 �H ���� �� 71 �H ��	�*�	; ���� ����� <����� �� R1

����������	; ∆j ∈ {0, 1} ���	 ��� "�� ���  �	��C����� %��	�� j; ���� +� ��� � ��� !�
1�	���	�� 8�� ���L������ ����������; "�� ��� ��� <���� ��� 71 �H ��� ���� ���� �������
<����� ��� 71 �H �� R ��	��	�� ����� >�� �� -  � 0�� �����	���	; ��	�*�	 ��� <���� ���
71 �H �� 7���
 %��	� ���� 1; 8*����� "�� L��� ��� <����� ��� 71 �H �� L���� %��	�
�0��� ���� 1 ��	��	�� ��	; 8� �	������ ��� "�� L��� ��������� ,�� <����� ��� 71
�H ���	� ���� ��	�	���� "�� ����� ���������� ��������� ��C����+�� ,�� 1 − 0 = 1  +8�
1 − 1 = 0� �������� ���	 "�� ��� ����������; ��� ��	 ������ #�	�	��� ∆ ∈ {0, 1}n ��	�

0��� ,= R ����7�� -����� ��� 2/ �3> +3 ��� �3
>�� ������ +��*���	 ��� <����� ,�� 71 �H ��� �H 8�� �� ��� �  ������� �� �� R1 ���
R2 �� ∆ ��	 ��� ∈ {0, 1}n� 7�� 5����� 8�� ��� <����� �� 71 H +� R2 ���+�"�����
� ��� %��	�������� "�� ��� <����� ��� 71 H ∈ {0, 1} ���� F����� ��� �H; ��	 ∆ � ��
��� <����� ∈ {−1, 0, 1}n ��� ���	 �� ���	���� 1�������

?� 5�� ��� "�� L��� �������� ���� ��� ����� R ,�� <����� ���� #�	�	��� �� R1 ���
R2 ����� �� 8�����; �� ��� "�� L��� %��	� j ∆j ∈ {−1, 0, 1} ��	� �

?� �*��	 ���� ��� +�����; ��� ���� B���5	��� ��� >��5����+�	���������� ���� �"
��� 7� �� ���������� H  �� �H ���� 	�	� ���������� 7� �� ����������	��& ���
���	 ����� ��++������ ���������� �	� ����� B���5	��� ��	������	 #�� �����;  ��
����� ��� <�	������ +� ���� +��	���� � ���������� >��5����� +�������� 8���� ���
G��+����� ��� 7� �� �������� �H +���	��	 ��������� ������ ����� ?�������"	�

.������ �5� -�� 9���������	��	���
�0 ��� %�
�������������	��
������ ��� 9�����
�����	��	�� + ��� �+ ��� ����� ����
 ���� ��������
�

/�����5 >�� +����� ���� ����� -�� � ����� ����� �������� ���� ����� =��	�+
��� >��5����+�	���������� ����� R ��	��	� ��� �� -  � 0�: ��+���	�� <����� "�� +8��
����������� G��� �� ��	 +�  ���	��; ��� ��� +�� 7� �� �������� H ��������� <�����
?��	�*�� "�� L���� ���������� ��	��	��� ��� <����� ���� ��� R ������	 �� �� "�� L����
���������� ����� �����	���	;  �� ��� ���� ��	��������� ��	 ������ �� 7�����������
,�������; ��� ���	���� ���	; ��� �� ���� ���� �� �� ��� ��� ������ � <���� �����	� ���
%��	������+�� ����� ��� ?��"�����	 �� �� ��	 ��� )�� ��	��� �� ���������� ���
>��5����  �+������	 F+�1� ∆1A "�� ��� +��  ��*��� 3�� ��� x1A �������� %��	�H�

6� ���� ���	��� <�	������ +� �����; ������ 8�� �1�-� +��*���	 <���� ! �� R1 ����
� "�� ���������� � >��5���� 1 ��� ���� �� <���� 0 ,��5���	; ���� +8����*���



�(

<���� ���������� � <���� ���������� �
71 H 1 A R1 1 A R1

71 H 2 D R1 2 D R1

71 �H 3 A B C D R1 6 A B C D R2

71 �H 4 A B R2

71 �H 5 A C R2

-  ������ 0�:. )��9�5	  �� ���� �� ����� <���� �� 71 �H ��	 �������� >��5����

<���� 0 �� R2 ����������	 8������ >���� >��5���� 
 ���	 ���� � ���� "�� <���� /�
� ��� R2 "�� >��5���� - +8�� %��	�� ��	 ����� 1 ��	�*�	; R1 ������ ��� ����;
���� <���� � 8������� �� R1 ����������	 8�����; � ����	 ∆1A ����� �����	���� >��	
������� 8����� ����� ?��������� ���	 � ���� "�� ���������� � ���  �����	 ���� ����
?��������� ,�� <���� � �� R2; �� ����� �����	���� >��	 "�� ∆2A +� ,���������� ����
8������� "���	 ��� 7�	8�����5��	; ��� <���� � �� R1 ���+����	�����; �� ����� ���	����
>��	 "�� ∆2D +� ����	��� ���� ���	 8������� � ���� "�� ���������� �� �� ?��� ���
��	 ��� >��	 ,�� ∆1D = 2� -�� ��� ?��������� ����� <���� �� ����  ���� ��� #�	�	���
"���	 ��� +8����*��� ������	��� ��� �����	���� >��	 "�� ∆; ���� ���	��� <��������
��	 ����	 ����	 �������� �

�� ����� ������� �� -  � 0�: +���	 ���� ����	 ��	; "�� 8����� 5��5��	�� =��	�'
+�� ��� >��5����+�	���������� ���� ��� 	�	�� 6���������	*	 ,����	+	 8���� ���� 8���
���� ��� �������� 0�0 8��������� ���

.������ �5� ��	���� ��� ���� >����� ��� %�
�������������	��
������ ��� wmax ≥ 4
��� pmax ≥ 2� ��� 2����
$����	�� 	��$� 92 + ��� �+�  ������ ���� ����� ��
�� ���
=�������� ��
 (
������������	 �! ��� 9���������	��	�� +� �+� �+ ��� �+ ���
�����
�$���� -�� ��� ��� ��	��'
�	� 9���������	��	���
�0 ����� ���� ��������
�

/�����5 ?��� =��	�+ ��� >��5����+�	���������� ���� �*��	 ���� ��� ����	 ��	 ���
����+���	�� #�� ����	������ ������5��; 8��� �� )��9�5	� +8������ >��5����� �� 	;
��� ���� ����	 ����� ��� -�� � ����� OI��,���+���	��� ������5�� ������ ���� 5��
��� ��� ���������; 8��� ��� �����	�,�	*	� �������� ,����	+	 8���; � )��9�5	� +8�'
����� >��5����� ����� ��9�&�, ��� �A���	����� ���� F8��� ��� ���������� ����	 -
��� 1 ��������  ������� 5��; ���	 ���� � ���� "�� 1 ��� -H� ?� �� 	 ��� �����
)��9�5	 +8������ ����� >��5���� - ��� 1 ��� ����� 8��	���� +8������ - ��� 
;
�� ��� 1 ��� 
 ����	 ��	������� �� )��9�5	 �	����� 7�� 8��� �� ������	��� ����
>��5����� ������ ���� �� 	; ��	 ��� �����	�,�	*	 ,����	+	 ��� ��� -  ������ ����� ����
OI��,���+���	��� ��	 ����	 ��������

���  �� ��	�*�	 �� >��5����+�	���������� ��� "�� L���� ���������� <����� ���

���� - 1 � � �
- 
 � � � �

� �� ������	��� 0 >��5����� ��� ������	��� � ���������� �� 	 ��� ��� 7� ��'
 ���������+����� ��� 71 H ��� �H ,������� ����; 5�� ���� ��������� R � <�����
��� �� -  � 0�: �����	���	�� ���� ��8*��	 8������ >�� �� 1�8��� ,�� ������� 0�!
 ������� ��; ��	 ��� ��� 	�	�� 6���������	*	 ,����	+	� �

�� ������� 0�0 +���	 ���; ��� ��� 	�	�� 6���������	*	 ����� ��� G��+�����
��� 7� �� �������� �H +�� #�� ����	������ �� I��� ���� ��5	���� ����,�	�� �*����
��"��	 ,����	+	 8����



��

=� ������ - �����		 8���� ��� 7� �� ����������	��& ��� >��5����+�	�������'
��� ���� �" ��� ?�������"	 ��� 	�	��� 6���������	*	 ��	������	; 8����� 8���	���
?�������"	�� ��� ��++������ ��� �5��	 ��� #�� ���� ��	 ����  ����	� >�� � �� ��'
�����; ��� ���� 7� �� ����������	��&; ��� <����� ��� 7� �� ���������� H; �H ��� �H
��	�*�	; 	�	� ��������� ��	 ��� ����	 ��	 ��� %�����& ��++���� �����	 8����� 5���
-��������� 8��� ����� G��+����� ��� 7� �� �������� �H ����� ?�������"	 ��5	����
�� L���� ��� ,����	+	�

=� "�������� - �����		 8��� ��� �������5��	 ��	������	; �� >��5����+�	�������'
��� ��� �� 7�	+8��59������ ��� +� ������������ -��� 7�	+8��59������ ���� ����
��++���� ��� �; +���� �� 	 ��  �� "�� ����� ������� ��	�����	�; �������� �������'
�����	����� ���� ��	 �� ��	������	 +� 8�����; ��8��8��	 ���� ���+���� )����� ,��
>��5����+�	���������� ����� �" ����� -�	 ���	����� ������

"��� ��
��������	 ��� 1���2��03������-���

=� - �����		 0�!�� 8���� ��+���	; ��� �� >��5����+�	���������� ��� ��� ��� ����
	�	� ���������� 7� �� ����������	��& �	; 8��� �� �" ��� 7� �� ���������� H
 �� �H ����+���	 8��� ��� ���	 5���� +��	������ R ���������� ,�� >��5�����  ���	�	
8����� ������� ���� ����� )���� ,�� >��5����+�	���������� ����� �*��	 ���� ���
����� ��� 7�	+8��59������ ��� F����� - �����		 ���H   �����; 8�� �� ��������� ��+���	
8����� �����

�� 7�	+8��59��������� ��	  ��������"	 "�� ���� ���������� ��� ����� >��5�����
�� -  � 0�4 �����	���	� >��5���� � ��� � ���� *I��,���	; � ���� >��5���� ! ��� 0�
��� >��5����� / ��� � ���� ������ ��	 ���� ������ �����������*�5	 5�� ����� ��
)��	�� ���� ����� )����� �����	���	; ��� ��� 1�+������� ��� )��	�� ��	��	��� ��� #"����
��5����� ��� )�	�� ��	 ��� ���������	������ -� ��� )��	�� ����; ��8��	 ,�������;
�� ��5���� )������ ��� "��	� �&	���� ��� ��� �&���� ,�� �� ����� ����� ��� ���
"��	� �&	���� ����� ����	 �� L���� ��� �			; ��� ,�� �� �&	���� ����� �� 	 ��� ����+�
�;  �� +� ��� ��� �&	����� ����� �"	��	�� ��" F������� ��	 ����� 0H� -� ��� )�	��
���� �� ������ )������ ��� )�+�	*	; ��� ��� �&���� ���� 	� )�	��9���; ���
��� )��	�� ��� �����������	 ����� ���

-�������� 8��� �� 7�	+8��59��������� "�� �� ����+���	� >��5����+�	����������'
 ��� "���������E�� 5���	�����	.

• ��� L���� ���������� ��	�*�	 �� ������ ����� )��	��� ��� "��	� �&	���� �����
��	 ������ ��� ������	�+�� � +�  ���������� >��5������ ���� ��� 1����� ,��
8��	���� >��5����� ���� 	 ��	; 8��� +��*	+���� ��� �&����� ,�� ��� �&	�����
����� ����� ��; ��� ���E ����� ��	; ���  ���� �� ,���� 8��	��� >��5�����  �����	
8����� 5������ ?� 8��� ���� �" ��� -�+�� >��5����� ����� ��� ������	�+��
+�  ���������� >��5����� ����	+	� %��� ��� ������	�+�� >��5����� �&5	  �'
����	 8�����; �� ��	 ��� ,�� �� �&	���� ����� ������ 0� ���� �����������	 ��	������	
��� ��� 1����� ����� >��5�����; 7� �� �������� �H 8��� ����� ��� "��	�� �&'
	����� ����� �������	��; ��� ���� ������	�+��  �����	�� >��5����� ���	���	�
<��*	+������ 1����� 8��	���� >��5����� 8��� ����� ��� ,�� ��� ����� �����'
����	�

• ��� L��� OI��,���+5���� ��� L���� ���������� ��	�*�	 �� ������ ����� )��	��
F+�1� )��	�� [w1]1 �� -  � 0�4 "�� ��� OI��,���+5���� [w1]∼Q

��� ���������� �H�
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(Kapazität, Kosten)
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(1,0)
(1,-s   )

(1,-s   )

(c  ,0)
[0,-c  ]

1

3

w 1 w 1

w 2 w 2

w 3 w 3

w 4 w 4

w 5 w 5

w 6 w 6

11

12

13

(1,-s   )14

(1,-s   )15

(1,-s   )16

(1,0)

1
1

(c  ,0)2

(c  ,0)3

(c  ,0)4

(c  ,0)5

(c ,0)6

[0,-c  ]2

[0,-c  ]3

[0,-c  ]4

[0,-c  ]5

[0,-c  ]6
p3

[w ]

[w ]

1

3

[w ]

[w ]

1

3

(1,0)

(1,0)

(1,0)

(1,0)

(1,-s   )25

(1,-s   )35

(1,-s   )26

(1,-s   )36

(1,-s   )34

(1,-s   )24

(1,-s   )33

(1,-s   )23

(1,-s   )22

(1,-s   )32

(1,-s   )21

(1,-s   )31

1   max    1

[m  ,w     -m  ]2   max    2

[m  ,w     -m  ]3   max    3

1

1

2

2

3

3

’

’

’

’

’

’

-  ������ 0�4. 1������� ����� 7�	+8��59���������� "�� �� >��5����+�	���������� ���



�!

����� )��	�� ��	 ��	 ��� ��	����������� ����������5��	�� ,�� �����; ��� 3��'
 ������ �	 ���� )�+�	*	 ,�� � ��� 5���� )��	��� %���	 ��	 ���������	���	; ���
��� OI��,���+5���� �����	��� ���� �����������	 ������	; ���� �� 8��� �����	���
��� >��5���� �� ������ OI��,���+5����  �����	�

• ��� L���� >��5���� ��	�*�	 �� ������ ����� )��	��; �����	 >��5������'
���5��	�� F+�1� )��	�� w′

1 �� -  � 0�4H� =�	 ���  �	��C���� >��5���� �� �����
OI��,���+5���� F��	 ���� �� ����� >��5����H ��	��	��; �� �� 	 �� ��� OI��,'
���+5�����5��	�� ���� )�	� +�� >��5���������5��	��� =�	 ��� >��5���� ��	
���� ������ >��5����� 5�� ����� �; �� "����� ��� )�	�� ����5	 ,�� ��� )��'
	�� ��� ���������� +�� >��5���������5��	��� ����� >��5���������5��	��
�	 ��� "�� L���� ���������� ���� ���������� )�	�� ���� )�	� �	 ��� )�+�'
	*	 ,�� �; � L���� ���������� L���� >��5���� ��� �����  ������� 5��; ��� ���
)��	�� ���� ��� ���	�,� #�*"����+ ��� ��	����������� ����������� "�� ��� >��5'
����� �  �� ��� ��	�������� ��� ����� ������	 8���; ��� ��� )��	�� ��������	;
��	������	 ���� ��� �&�������� ��� %���� ��� #�*"����+���

• 3�� L���� >��5���������5��	�� "���	 ���� )�	� +� ����� 8��	���� >��5'
����5��	��;  �+������	 +�1� ��	 w1� ��� )�+�	*	 ������ )�	� ��	������	 ���
�&����� -�+�� � ����������� "�� ������ >��5���� FcwH� ��� >��5����5��'
	�� �	 ����� �&�� �&	����� ����� ,�� (; � �� 5���� +8������� ������	�+�� �
����������� "�� L���� >��5���� �� 	; ��� ����� �&����� ,�� ��� ����� ,��
���	�,�� ��� )�+�	*	 ��� >��5�����; ���� �� 5����� �&��� cw �����������	��
�� 7�	+8��5 � ������ >��5���� ,��������

=� -  � 0�$ ��	 ���� �	���	�,� ������������ ���� ,�� ��� �&	����� ����� ��+���	�
������ 8��� ����� ����� 8��	���� )��	�� S; ��� %�����"5��	��; ���������	� ��� %�����"'
5��	�� �	 ����� �&�� �&	����� ����� ,�� ��� -�+�� ��� "����� #�*	+�� ��� -�+�� ���
"����� #�*	+� ��������	 ���� �� ��� %���� ���� >��5������*	+� ����� ��� %���� ����
������	 ������ � �� ��� �����������

"���� #�*	+� =
∑
w∈W

cw −
∑
p∈P

mp F0�:H

�� ,�����	���	� 7�	+8��59��������� ��	������	 ��� 5��	��������������� 7�	+8��5'
9���������� ?� �&��	����� ���� �D+���	� -�����	���� +�� ������ ��� #�� ����; 8� ��
��� ����� ������ 7�	+8��5 ����� ��++���� ��	 F����� - �����		 ���H� ?� 5�� ��� ����
���	��� ������ "�� �� >��5����+�	���������� ��� ��������	 8������

��� ������������ ������ %��+��"��� ��� >��5����+�	���������� ���� ���� 	 ��� ��'
��� � ?��� ��� 8�� ��� 6�	����������� ��� 7� �� ����������	��& �" 	�	�� 6����'
�����	*	� 6�	�� -��������� ��� 7� �� �������� �H ��� +��	������ B��	��5	����� ��	 ��
>��5����+�	���������� ��� ��++���� �D+���	 ��� �� =� "�������� - �����		 8���
��� ��� ��� �5��	 ��� >��5����+�	���������� ���� ��	 ���� 7� �� ���������� ��'
	������	�

��� ���"��*�� -�%��	������������� ��	 ��������

=� ������ - �����		 8����� +��*���	 +8�� ,�����������; ���� >��5����+�	����������'
 ���� ,�����	���	� ��� 1�������� +����� ��� ��5	����� B���,�+ ��� ���������� >��5'
����+�	���������� ���� ��� ������ ���&� ���	*	� ��	 G��"� ,��  ��������� >��5�����
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-  ������ 0�$. 1������� ����� 7�	+8��59���������� ��	 %�����"5��	��



�/

5����� ��� %��,����	� 8�� ��		������� ����,��� �� ��� #�� ����	������ ��	������	
8������ 1������� �" ������ ��5	������ ?�"������� 8����� �� - �����		 0�/ 8��	�'
�� =��	�+�� ��� >��5����+�	���������� ���� ��������	; ���� ����� ��� ���������;
���������� ��� �5��	 ��	������	 8����� �����

���  ���� >��5������� ���� ��	 ��� �	��& ��� 7� �� ���������� ����	 	�	� ���'
������; ��������� +����� ���������� ?��� �����; ��8��"��� ����� #�� ���� "�� ,�������'
���� ��������	� =��	�+�� 	��	+��� ��++���� ��� � 8����

"�"�� ��� ��
$����)�$���0��	

��� �*�����'������5	� ����	 ��L*������ � ��� 6��,����	*	 )������� F�GH �� 7�'
,�� �� �			� ��� �*�����'������5	� ,��"���	 �� <���; %����������� ��� �A�������
��		��' ��� � ���	�"�� ?�� ���5 �� 	��������� %	������*��� +� �� ��; �� �� ��� =�	������
� 	���������� �*����� ��� %	������*���� +� 8��5��� ��� %����������� ������ ����	��	
8�����; ��� ��� - �	�� ��� 	���������� %	����� +� ������"��; ��� ���������8���� ���
 ����	� 8*����� ��� ��	+	�� %����L��� 	��������� �*���� +� 8*���� ���� ��	����������
1���"���5	�5 +�  ���,������ �� ,��������	 ���� ������ ���� ?������� ��� ����	
��������� ������	���� �� 	���������� %	������*�����

-� �*�����'������5	�  ��	�� =��	�	�	� ��� �����	���� 	���������� �5��	*	�� ���
6��,����	*	 ��,����; �� ?��������� ���������	� >��5����� �; ��� ,�� ��� %�����������
 �����	 8����� 5������ ��� �� �������	 ���� �� ��� 3��' ��� ��� 7����		�; �� ���
L���� >��5���� ��	8���� � 3��' ���� � 7����		� �			 ����	 ��� ��� ���������'
������ ����	 � �*�����'������5	� +8�� ,����������� >��5�����  ������� 5������
��� ������	���� � �� ��� �������5��	; ����� >��5���� +8�� �� �+� ��	��; ���
����� � 3����		� ��� ����� � 7����		�; ���� ��� +� ����� ���  ����� <��	'
���5	�� ��� ���E	��� ��� %�����������  �����	 +8�� >��5�����; �� �� 	 L����� � ��"���
���������������; ��� ��� � 3����		� ���� ��� � 7����		� �8����� ���� ���
����	 ��� ����� >��5����  ������� 5������ ?� ��" �	������ 5���� ������������ �
3����		� ��� � 7����		� +�� ��������; +8�� �� �			 �������� >��5���� ���'
��	���	 8������

=� ��� ��	+	�� ����� 8����� � �*�����'������5	� �	8 /( ,����������� >��5'
����� ��� �	��; 8� ��  �� ,���� +8�� �� �			 "����; �� ��� �� �	8 4/ ���+����
3����	�	����� 8���� ��� ����������+��  �8��	� ���� �� ��� 0/( -����������; 8�'
 �� ��� ���E	��� ��� ��������������� ��� 3����	�	��� � �� ��� ����	� ����  �����	
�	; �� ��� ���� � �� 4/( ?��+��	�������� ��� ��� ��� -�+�� ��� ���������������
��� >��5���� ���8�5	� +8������ � ��� �/; � �� 8��� �������	 �������� #�*	+�
"�� ��� ��������������� ,��������

��� ��������������� 5���	�� ��� >��5����� #�*"����+�� �� ��� ����� {−4,−3,−2,
−1,1,2,3,4} +�	������ ��� ���	�,�� #�*"����+�� ����5�� � �� ���� - ������� �����'
� �� >��5����� ��; ��� ����	�,�� ���� <��������� �� ����� ��� 1�	�� ����� #�*"����+
��	; ���	� ����� ��	 ��� - �������  +8� <��������� ����� #�*"����+8��	 ���"	� "�� +8��
>��5����� ,���� �� 8�����; �� ��� ���� �������	 ��� ������������ �� #�*"����+��
��� ��� ��� ���	������ >��5����� 8����� ��	 ��� %	������*"����+ 0  ����	� ��� #�*'
"����+�� 8����� � �� ������	���� "�� L��� OI��,���+5���� ,�� >��5����� ,���� ���

<��� ��� ��	������������ ���� ��	 ��� �&�������� ��� %���� ��� #�*"����+8��	��
-��������� +���	� ����; ��� ��� ����� ��� ��������������� �� L�5	�, ���"������ 6�	��'
������ +8������ >��5����� ��	 ,������������; ����	�,�� #�*"����+�� ����	 ��  ����	���



��

8� 8�� +8������ ����� ���������; ����	�,�� #�*"����+ ��� ��� %	������*"����+ (� 1��'
������8���� ���� 	 ���� ��� %���� ��� #�*"����+�� +8���� >��5����� ��	 ��� #�*"����+��
0 ��� ( ��� +8���� ������ ��	 ��� #�*"����+�� ! ��� � L�8���� +� /� ���������������
���� L����� ����5������ ��	 ����� )�� ��	��� �� ! ��� �; �  ���� >��5����� ,��
����� J��8*��	K 8�����; 8*����� �� ��� )�� ��	��� 0 ��� ( ��� ���� +8� ���� ����
��8*��	 8����; ��� ����� 8�  �� ����	 ��8*��	 ��� ��� 1����� 8� ���� ����8�	�	�
��� ������	*	 ��� #�*"����+�� �	 �E����� +�� �����; ��� ���� )�� ��	��� �� ���
#�*"����+�� 0 ��� '� ������ � %���� ���� 	 8�� ��� )�� ��	��� �� � ��� �� ���
-�����	���� 8���� ��� ���� ����� ������������ ���� #�*"����+ 0 ��� ����� ������ ���
#�*"����+ '� +�8�����; �			  ����� ����� >��5���� ��	 ��� #�*"����+ � +�+�	�����; 8�
 �� "�� ��� ��5	����� <�"���������	 ��� ��������������� ���������	 8�� ��� <�	������
���	�,�� #�*"����+�� ��	 �� �� L���� ��� ��������	 +� ,���������

��� #�*"����+�� 8����� ���� �� ��	���� #�*"����+8��	� � ����	+	� <��*���	 8����
+� L���� #�*"����+ 5 �����	; �� ��� ��� #�*"����+�� ����	�,� >��	� �		��� ��� 8��'
��� ��� #�*"����+�� I������	; �� ������ #�*"����+�� ������ �� ��������� ���	������ +�
 �,��+����� ?� ���� �� ���� ��� ��� #�*"����+8��	� {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81}� ���
I���	����� <����� ��� >��	� �����	 ��� ��� 1����	��� ��� ����	�,�� #�*"����+��;
��������� �� 	 �� ����� ���� )�� ��	�����; ��� �����8��	�� ������ �� ������ ����;
 �� �� ��� #�&�� ����8�����	��� 1��������8���� 8���� ��� -�����	���� 8��	����� ����
)�� ��	��� �� ��� #�*"����+�� 0 ��� ( F81 + 25 = 106H ����� )�� ��	��� �� �
��� ! F64 + 36 = 100H  �,��+����� �� <��� ��	 �� L�����; ����  ���� ��� #�*"����+5��'
 ��	��� �� ����	�,�� #�*"����+�� �����8��	���� +� ����� ������ �� ����� ��	 �����
0 ���� �� ����� ���	�,�� >��	� ��� ��������	� )�� ��	��� �� ����	�,�� #�*"����+��
��	 ��� )�� ��	��� ,�� +8�� 1 F36 + 36 = 72H� >�� ������ ��� ���� <�� x; ��� 8��
+��*	+���� +� ���� ����	�,�� #�*"����+�� �������; �� ��� ���� )�� ��	��� �� +8�� 1
���� 8��	 ��	 �� ��� )�� ��	���; ��� ���� 0 ��	�*�	 F���� ������E	 )�� ��	����� ��	
���	�,�� #�*"����+�� ���H� >�� ������ ��� x ��	 36 + x + 36 + x > 81 + x + 25 ���
 �5����� x = 35� <� ���� ����	�,�� #�*"����+8��	�� 8���� ��� +��*	+���� 35 �����	;
�� ��� ���� ��� ��	����� #�*"����+8��	� +� {1, 4, 9, 16, 25, 71, 84, 99, 116} ��� ���

%���� WV ��� WN ��� ������ ��� >��5�����; ��� � 3����		�  +8� � 7����	'
	� �			 ������ >��5�����; ��� +8�� �� ��� �	�� 8�����; 8����� �� +8�� ��	����	�
>��5�������	�+�� ���������	; ,�� ����� ���� �� WV ��� ��� ����� �� WN ��	��	��
��	� ��� ��	 W = WV ∪ WN ��� WV ∩ WN = ∅� %���� PG; PV ��� PN ��� ������
��� ���������������; ��� ��� ��+�� ��; ��� ��� 3����		� ���� ��� ��� 7����		�
 �������; �����5	�,�� ��� ��	 P = PG ∪ PV ∪ PN ��� PG ∩ PV ∩ PN = ∅� ��� 3����	'
	� ��� ��� 7����		� 8����� �� +8�� <��	���	� ���������	; ��� ��	 tmax = 2; t = 1
 �+������ ��� 3����		� ��� t = 2 ��� 7����		��

��� ���� 	 ���� ��� wmax × 2 �	��& F ��	 fw1 = 1 "�� ��� w ∈ WV ��� fw2 = 1
"�� ��� w ∈ WN ; �����	�� ��	 fwt = 0� ��� �	��& Q  ����	 OI��,���+5����� ��	 +8��
?�����	�� �� ���L������ >��5�������	�+��; ����� � 3��' ��� ����� � 7����		�;
����� ������ � >��5���� +� ������ ����	� ��� ��� pmax×2 �	��& B ���� 	 ���� bp1 = 1
"�� ��� p ∈ PG ∪ PV ��� bp2 = 1 "�� ��� p ∈ PG ∪ PN � mp = 2 "�� ��� p ∈ PG ���
mp = 1 "�� ��� p ∈ PV ∪ PN ; �� ��� L��� ������������ �� ��� <��	���	; �� ��� ���
�8����� ��	; �	������ ��� ����� >��5���� +���	���	 8����� �����

�� ��	������������ ��� �*��	 ���� "���������E�� "����������.



�:

�&������
∑

p∈P,w∈W

spw · xpw

��	�� ��� 7� �� ���������� F71H
H ��������������+�� "�� >��5����� ����	 � �������		��∑

p∈P

xpw ≤ cw ∀w ∈ W

 H ���������� ��	 �� ��� <��	���	� ��� +���	���	�� >��5����� �
xpw = 0 ∀p∀w(p ∈ PV , w ∈ WN) ��� ∀p∀w(p ∈ PN , w ∈ WV )

�H )��� ����������  �����	 ���� �� ����� ,�� *I��,���	�� >��5�����
xpw1 + xpw2 ≤ 1 ∀p∀w1∀w2(p ∈ P, w1 ∈ WV , w2 ∈ WN , qw1w2 = 1)

�H ����� ����������  �����	 ����� ��"�����	� -�+�� >��5�����∑
w∈WV

xpw = 1 ∀p ∈ PG ∪ PV

∑
w∈WN

xpw = 1 ∀p ∈ PG ∪ PN

"H xpw ∈ {0, 1} ∀p ∈ P, ∀w ∈ W

����� ��� ���"���; "��	� %	��5	�� ��� <��	���	� ��� ��� 3��� �; ��� L��� �������'
�����; ��"��� �8�����; ��� <��	���	 ����� >��5����  �����	; �*��	 ���� ��� 7� �� ����'
���� �H ����	+�� ����� ���� �	���	�,� ������������ ��� 7� �� �������� �H� ?� 8���
��� ,�����	; ��� ��� ����������; ��� ,����		�� �8����� ����; ���� ����� >��5'
���� � 3����		�  �������� %���	 ��	 ����� ������	�+�� � 3����		��8��5�����
���� �� ��� �� 8��� ������+��	�� ,��������; ��� ���� �� ��� >��5���� � 3����		�
+���	���	 8����� 5��� ������ � 1�������� ���	 ��	��������� "�� ��� � 7����		�
�8������� ����������������

7�� ���� �� ����  �� "�� ��� ��+	�� �8������� %����������� +8�� �			 �����
<���� "�� ��� 7� �� �������� �H� ����� %��	�� � ����������� ���� +8� ����	;  ��
������; ��� ���� <���� ��� 7� �� �������� �H ����	 ���� ���	���	 ��� >��5�����
��	�*�	; 5�� ��� <�������� ,�� <����� +� #�	�	�����; 8�� �� ��� � �� - �����		 0�!��
 ������� ��; ����	 ���� ,���������� 8������ =� ��� �	 ����� ���� <�����������
��� ��; "�� ��� �� 5���� ���	���� #�	�	����� �� 	; 8� ��� ����	; ��� ��� <����� +�
71 �H ����� ���� ����� 3����		��' ��� ����� 7����		��8��5���� ��	��	��� ���
1���������� �� 71 �H ��� �H ����� ���� ����	 +� ����� ������	������ -�"	������ ���
>��5����� �� OI��,���+5����� +������"������

-���� ����� 3������� 8���� ��� ���������� ��� �5��	 ��� �*�����'������5	�
#�� ���� ��	������	� �+� 8����� ,����������� #�� ���� ������ %	��5	�� "��������'
�E�� ��������	�

• tmax W �

• ��� -�+�� ��� >��5����� wmax 8���� +�"*���� �� ��� =�	��,�� [50, 100] ��+����;
 ������� �" ��� 85 >��5�������	�+�� ��� ����� #�� �����

• 3�� ��� >��5����� 8����� 70% �� ���� +8���� OI��,���+5���� ���	���	 ��� 30%
�		�� 5����� *I��,���	�� >��5����� ����� -�"	������ ���� 	 ���� � ��"��� ��
��� ?�"������8��	�� ,�� 35 >��5�����; ��� +8���� �			 "����; ��� 15; ���
��� ����� �			 "�����
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-�+�� <��	 P%�5�Q wmax pmax

��	���; %�����& ��0 F4�UH ��4( F���:H :� F�/H /04 F�(/H
��	���; 1���� 2 
�	 �! F$UH :�!$ F!�/�H :� F�4H /!$ F��$H
����� � : F/UH ���� F��/0H �/ F�0H 0:� F���H
Σ �00 F�((UH ��$: F��4(H :/ F�/H /0( F��(H

� ���� 0��. ?��������� ?��� ����� "�� ��� ���� ��	+	� ���� %��	��. ��		��8��	 F%	�'
- 8�H

• ��� ���E� ��� >��5����� 8��� +�"*���� �� ��� =�	��,�� [8, 25] ��+�����

• ����� >��5����  ����	 ����� <��	���	� ������ 8��� "�� L���� >��5���� +�"*����  �'
�	���	� ?�� �,��	������ +8��	��; *I��,���	�� >��5���� 8���� ��� ��� ������
<��	���	 +��������	�

• ��� -����	��� ��	 80%; ���� �� �� 	 �� ,���� ����������; ��� 80% ��� ,��"�� ���
#�*	+�  ���	+	 �����

• ����� ����������  �����	 ����� ���� +8�� >��5������ � ��  ������� 2/3 ���
���������� � >��5����� ��� 1/3 ����� >��5����;  ������� �" 1�� ��	�����
��� ��5	������ �*���� ��� -�+�� ���  �����	�� >��5����� ��	������	 ��� ���
-�+�� ��� <��	���	�; �� ����� ��� ���������� �8����� ��	� ��� ���������� �
��� ����� >��5���� 8��� ��� <��	���	 ��	 - 8�������	 +�"*����  ��	���	; �� ���
��� �������� ���� ������ ���������� ��� ,��'  +8� ��� �����		�� 5���	�

• ��� <�	������ ��� #�*"����+�� +� >��5����� ��������	 ���� +�� �� - �����		 0�/
 ������� ���� 3������� F����� %� :: ��� -  � 0���H; �� ��� ��  ���� 	� ��� 8�'
�����  ���� 	� >��5����� �� 	�

��� ����������� ?��� ����� ���� �� � � 0�� �����	���	� %�� +�����; ��� �� +8�
=��	�+�� ��� ��� �� 	; ��� ��	 ��� %�����& ����	 ��++���� ��� � ����; ���� ��	
 �� ��� ��� ���� �������� -�	��� ��� #�� ���� ��� %	��5	�� ��� ���� >��� ��
,�� ��� ����� ��� #�� �����  ����	; ���� ��	 $(U ��� #�� ���� ��	 ��� %�����&
��� �� ��� -��"�������+��	�� ������  �� ���  �� ��� ��	 1���� 2 
�	 �����	��
#�� ����� �� ��5��	������ 1������; �� %����		 ���	���� ��	�� �( %�5������ #�� ����
,�� ��� %	��5	�� ��� ���E� ��� �*�����'������5	�� 5����� ��� �� ��������� �����	
��� � �������� 8������ ?� 8����� ��� ������ 8�����; ����� �� =��	�+�� ��+���	;
8� �" ���� ������	���; +��	����� 3��	������ ��� >��5����� +����5 +� "����� ��	; ��
��� ��� -�+�� ��� ,��"�� ��� #�*	+� �� ����� ���  ����� <��	���	� +� ������ 8�� -�"
���� ��	���������� 3�� �������� ��� #�� ��������	��� 8���� �"����� ��� ��������
-�+�� ��� �*��� ,��+���	�	�

%��	 ��� ����L�� �((� 8��� ��� �*�����'������5	� ����� ��� �����S�A ����	+	;
����� L*�������� 3����	�	���; ��� +��	������ �� ,����� ������ ��� ������	����� ���
1��������� ��5 ���	������ �			 ����	� ��� #�� ����	��5	�� ��� �����S�A ��	 ��� ���
��� ����	 *������� ?� �� 	 +8�� 8����	����� 6�	���������; ��� ��� �� ��� �����	�'
�� ��� ����������� �	�� �� - �����		 0�/ ��������� <�� ����� ���� ��� ����������
��� ��+�� <��	��� ��� 3����	�	��� � �� �8������ <�� ������ ��	 ��� <�� ���
OI��,���+5����� ��� >��5����� ���	���� ���	������ 1��� �����S�A ����� /$U ���
>��5����� ��� ����� �			 ��� ��� ���� 0�U +8�� ���
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-  ������ 0��(. <��	����� ?��	������ ��� >��5����� ��� %��������	��

"�"� ��� �$���������	

��� %��������	� ��	 ���� ��� �*�����'������5	� F����� - �����		 0�0��H �������
*������� 3����	�	���� -� ������ �� 8����� ����������� �� ,������������ >��5'
����� ?�� ���5� �� ���  �	��C���� ������	��� ��8*��	� ��� +��	����� ������	��� ���
>��5����� ��	 L����� ������ >��5����� 5����� +� ,������������ 6��+��	��  �������
��� ��	������������ ���� ������ ��� ���������� ���� ������	���� ��� ��+�� �� ���
�8����� ��� ������ ��� ��� ������� ,�� ,��� ,������������ >��5�����  ��������
-��� ���� 5����� ��� �������� >��5����� �"	�� �			 �����; �� ��� ,���������� ���E�
OI��,���+5����� ��	�	�����

��� +��	����� -�"	������ ��� >��5����� ��	  ��������"	 �� -  � 0��( �����	���	� ?���
%��	� ��	������	 ����� OI��,���+5���� ,�� >��5�����; L���� 1���5 �	���	 ����� >��5'
���� ��� ��� ,�� ���  ����	� <��	����� ��� ��� -  ������ +���	  ��������"	 ��� �A���
,�� >��5�����; ��� ����	�+�� ��� 		�*�������� %��������	�� �� �	8� �����  ��
�	8 !( OI��,���+5�����; ��� �	8 0/ ���+���� >��5�������	�+�� ��� ��� =� ���
-  ������ 5�� �� ��5�����; ��� �� ����; *������ ��� �*�����'������5	�; �����
3��' ��� ����� 7����		�� ���5 �� 	; 8� �� ��� %	�	+��	�� ��� >��5����� � 3��'
��� � 7����		� ������	����  �� $.((  +8� �!.(( ������ F���5����� ��5���	� 1���5'
>��5����� �� -  � 0��(H� -��������� ����� ������ ��� >��5����� � �� +8��; ����� ���
� �� �������� %	������ ���8��	���� �� 	 �� ���� ������ ���� 5��+�� >��5�����; ��	
����� ���� ,�� L�8���� ��� ����� �� �� %	����; ��� +8������ ��� 3��' ��� 7����	'
	�� ���5 ����	������	 ���� F����'>��5����� �� -  � 0��(H� ��� 5�����	�; +��	����� ?�����	;
��� �� ����������� ��� +��	������ 1���������� ���� 	; ��	 "������� ���� �� � %	����;
��� ����	 ����� <��	���	 ��	������	�

<��� ��� ������	���� ��� %��������	�� ��	 ��; ��� ��� ���������� L� ����� �*������
>��5���� � 3����		� ��� ����� �*������ � 7����		�  �������� <���� ������
+8�� ��� 5��+�� >��5�����  �����	 8�����; 8� �� ��� 5��+��  �� �� ��8*��	 ���� ������;
��� +8������ ��.(( ��� �!.(( ���� #��� ,�� ����� ,����� %	���� "�� �� ��		������
 ��� 	� ?� ��" ��� ����	 �� +���	���	 8�����; ��� +8������ ��.(( ��� �!.(( +8�� #����
,�� L� ����� �� �� %	���� ��	�	���� ��� ���  ����� ������ �� �� %	����� L�8����
��	 ��� 1����� ����� 5��+�� >��5�����  ����	 �����

��� ��������� ��� ����� ��		������ �*��	 ���� � �� ����� 5������ ����5 ��	 ���
����������>��5����+�	���������� ��� ������ ��� ��������� ��		������� 8����� ��
+��*	+����� ��		��'>��5����� ���������	 F����� -  � 0��(H� ?� ��	�	���� ���� ,�������'
���� ��		��'>��5�����. ����� ,�� ��.((  �� ��.((; ����� ,�� ��.!(  �� ��.!( ��� �����



:(

,�� ��.((  �� �!.((� � �� ��� ���������� ��� ���� ��		������ �� �� ����; 8��� ����
OI��,���+5���� ������ ���� >��5����� �� ����	� ��	+	 ���� ���� ������ ���	���	 8�����;
��� L���� ���������� ���� ��� ��		������� J �����	K� ���� 5�� � �� ����� �����
#�*"����+8��	 �������	 8�����; ��� ���� ���	���� ����� ��8*��	 8��� �� ��� ���E	� ���
"�� ��� ������� >��5����� ,���� ���� #�*"����+��� ?��� ��	���� ������ 8��� ���
����� �� ��8*��	 ����; ��� L���� ���������� ���� ����� ��		��'>��5����  �����	
��� ���+�"���� ��� ,���� %	���� ��		������ ��8*������	�	 ��	�

>�� ���� ����	� ��� ��� #�*"����+ "�� ��� ��		��'>��5����� ��8*��	 8�����; �'
��	 ���	���	 ��	; ��� L���� ���������� ����� ��		������ +���	���	  �5���	X ���
-�����	���� ���� ����� <�	������ �� L���� ��� �� 8*����; ��� L���� ���������� ,���
>��5����� ���� ��� ��		������; ��� �������	 "��" 3����	�	�����  �����	� ���
#�*"����+ ���� �� ��8*��	 ����; ��� L��� )�� ��	��� �� #�*"����+�� "�� "��" ���'
��� >��5����� 5������ ��	 �� L��� ����� )�� ��	��� �� ,��� >��5����� ��� �����
��		��8��5����� 1�+������ ��� smax ��� �����	�; +� ,���� ��� #�*"����+ ��� smin ���
��������	�; �� ���� ��� #�*"����+ smittag "�� ��� ��		��'>��5����� �� ��8*��	 ����; ���
smittag+4·smin > 5·smax� >��� �� 8��	�����  ����5����	��	; ��� ��� �����	� #�*"����+
8������������ ����	 "��" �� ,���� �� 8����� 5��; ������� 8������ �"	; 5�� �� ���'
�� <�� ����� -�� � ��� ���E	��������� )�� ��	��� �� "��" #�*"����+��  +8� ���
5�����	�� ��������� �� ,��� #�*"����+�� ���� 8��	�� �������+��� ��� -�����	���� 8���
��� L���� ���������� ��� �� ��� ��		��8��5��� +������ ��	 ,��� ������; 8���
��� ��	 �������	�� #�*"����+��; +�	����� �� "��" >��5����� ��	 ��� �����	 ���������
#�*"����+5�� ��	����

?� ��	 �����	 ������	����; ��� "�� ��� %��������	� 5���� �	���	�,� ������������
��� ��	������������ ���� ��"����� 8����� 5��; ��� ���� 	�	� ���������� 7� ��'
 ����������	��&  ���	+	� 6� ��� ��� �5��	 +� ��	��������; 8���� ���� ����������
6�	��������� �����	�

�� #�� ��� 8���� ��	 00 >��5�������	�+�� �����	; 8� �� �� �� ,�����������
OI��,���+5����� � >��5����� � � ��� #�*"����+�� {−3,−2,−1, 1, 2, 3} 5���	�� "��
L� +8�� >��5����� ,���� �� 8����� ��� 8����� ���� +�� �*�����'������5	� ��	���
5�����	 �� {4, 9, 16, 71, 84, 99}� >���� ��� ���������� <�� � >��5����� ,��������� ��	
��� �*�����'������5	� 8����� ��� #�*"����+�� −4 ��� 4 8���������� ��� #�*"����+
"�� ��� ���� =��	�+�� ��� ��		��'>��5����� ��� ���� +� 412� ����� ���������� ����	�
������	��� ,��� >��5�����  �������� ��� )��++��	8��5����� �		�� 5���� ����������'
 �����+���; ��� �*������ >��5����� �		�� ��������������+�� +8������ � ��� �0� �
L���� ���������� +8�� ��� �*������ >��5�����  ������� 5����� ����; ��� �������	 ��:
#�*	+� +�� 3��"����� �	���	��; 5����� ����	 ,��� ���� �� �(( ���������� +��������
8������ -�� -�+�� ��� ���������� 8����� ���� �(( ��8*��	�

-�� 1����������	  ��� %��������	� ��	 ��� �	���� �+������; ��� ��� ����������
+8� ��� � �� ��� ����	� ���� ��� 3����	�	��� �8����� ����;  �� ��  ��	���	�
>��5����� �� 	; ��� ���� ��� "��  ��	���	� -�	���5����� ,�� ����������� ������� ���
L���� ���������� �� 	 �� ���  �*���� ,�� ������ -�	�� ���� -��8�� ,�� >��5�����;
��� ��  ������� 5�� ��� 8��	��� >��5�����; ��� �� ����	  ������� ����� ����� �	'
���� 5�� � ���� 8�� ��� -�8�������	 ���������	 8�����; ����� ��� ��	�����������
3�� ��� ,�� �����	���� <���������� ,�� ����������� +� >��5����� �� ��� ��	�'
����������� ��� ��	"���	 8������ -�" ����� -�	 ��� >���� �		� �� #�� ��� ��	 �((
����������� ��� 00 >��5����� ��������� !�!( �			 00(( 3�� ����

��� <�	������ ��� #�*"����+�� +� ��� >��5����� ������ � ���� 8��  ��� �*�����'
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������5	� ���� +�� �� - �����		 0�/  ������� ���� 3������� F����� %� :: ���
-  � 0���H; �� ��� >��5����� ��	 5������ =���& ����  ���� 	 ��� >��5���� ��	 ���E��
=���& ���� �� ���� 	 8����

�� ?��� ��� ��� ����������� 3������� 8�; ��� ��� ��������	�� =��	�+�� �����
1���� 2 
�	'3��"����� +�� ������  ����"	��� ?� 8����� ��� ��	 ��� %�����& 5����
��++������ �������� ��������	� ?� ��	 +� ,����	��; ��� ���� � ��� ���� �� 3��������
+�� �*�����'������5	� ���	���� 5�����&���� #�� ����	��5	�� ����	; � ���� ,�������'
���� +��	����� B��	��5	����� ��8�� OI��,���+���	��5	����� +�� ?���	+ 5������

-��������� 5���	� ������ #�� ��� �� ����� ���� 5��+�� <��	 �����	 8������ =� �����'
�����		 8����� ��($ %�5����� ��	 (�!$ %�5����� %	���� 8�������  ���	��	 F+� ���
������ -�� ��  �+������ ,��8����	�� %�"	' ��� G��8�� ����� - �����		 0�/H� ����
��	 8��� ��� ������ +� ��5�*���; ��� ��  �� ������ #�� ���; ,��������� ��	 ���
�*�����'������5	�; ��� �� 8����� >��5����� ��� ��� �������� 8����� ����������
����; � L L���� ����������  ����	� 0 >��5������*	+�  ��������	�� �� #�� ��� �		�
!�!( 3�� ��� ��� ��:( 7� �� �����������

��! .������*�� ������"��

=� - �����		 0�! 8����  ������� ��; 8����� 6�	��5����� ��� >��5����+�	����������'
 ���� 	�	� ���������� 7� �� ����������	��+��  ���	+�� ��� ���	 ��	 ��� %��'
���& 3��"���� ��++���� ��� � ����� ��� ��� ����	 ���E� )���� ��� ���	������ #��'
 ����	�������� L����� 5�� 5���� ���	�� ���� �� 8�����; ��� ���� ��++����� ��'
���� ����� ��� %�����& ��"����� 8����� 5��� ��� +8�� �� - �����		 0�0 ,�����	���	��
��5	������ 1�������� � �� ��+���	; ��� �� ,�� ��� #�� ����	��5	��  �*��	; � ���
#�� ��� ����	  ����	� ��	 ��� %�����& ��++���� ��� � ��	 ���� ��� ����	� ��� -��'
"�������+��	�� ���� L����� ��  ����� �*���� �� 1������ 8������ %�5�����;  �������
�" ��� �� ��������� ������ ,�����	���	��; ,��8����	�� G��' ��� %�"	8���

6� +� ��	��������; 8�� ���� ��� ��� �5��	 "�� ��5	���� ����,�	� <�	���������� ��'
�� ,������������ ���E� ��� %	��5	�� ,���*�	; 8��� �� ��������� ��� ���������� ��� �'
5��	 ,������������; ��������	�� #�� ������	�+�� ��	������	� =�	������	 ��	 � �� +��
�����; 8������ -�	��� ��� ��������	�� #�� ����	��������  ����	� ��++����� ���&���	�
��	��  ���	+	 ��� ����	 ��	 ��� %�����&'3��"���� ��� � ��	� ���� ��	 �"����� ���
����	�������� ��� �������	+	�� %�"	8��  �������� "�� ��� ��5	����� �����"������ ���
%����	��� ��� �� ������ -� ��	 �������	�� �������5	� F����� )�� :H ,�� 1����	����
<�� ������ ��	 ��8��� "�� ��� ��5	������ ?���	+ ��� #�� ���� �� ��� "�� ��� ��'
��������	+ ��� �������5	�� 8���	��; �� 8������ B�����+��	 ���� #�� ��������� ��
-���������� ��"����� 8����� 5��� ?��� 	 ��� B��&������ ���� �����8��	��� ������;
�� 8��� ��� ��++����� ��	���� ������ ����� ?���	+ ����� 1���� 2 
�	 3��"�'
����  �������	� 1��������  ��� 1���� 2 
�	 3��"���� ��	 ��� 		�*������� B�����+��	
��	������	; � ��� -�+�� ��� ��	8������� =	��	�����  �*���� ,�� ��� 5��5��	�� #��'
 ����	������ �	�5 ���8�5�� 5��� -��� ��� N���	*	 ��� ���&���	�� ������ ��� ���
-�+�� ��� 3�� ��� ��	 �����	���� >��	�� ������� ���� B�����

?� 8����� ,����������� #�� ������	�+�� ��+���	 ��� ��	 ��� %�����& �����	; ���
��� ���	��5��	 ��� ������ 8��� ��	������	� >��� �� ��	 ��� ��+���	�� =��	�+�� ��'
�� �������� ���E� 1���	� ,�� >��5����+�	���������� �����  ���5	; ��� ����  ���	�
3��	��� ��� #�� �������	�� �� ��� "�� ��� ����	�� ��5	������ �*��� ����,�	�� 1�'
������� +��*��	; 5�� �� �" ������ �������� -������ � �� ��� ���������� ��� �5��	
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��� >��5����+�	���������� ���� ������� ��� ��	������	�� 1������� 	��C���

��� ��������	�� #�� ���� 8����� ��	 ��� %�"	8�� 
#�?@; 3������ $�(; �����	�

#�?@ �*�"	 �" ����� #������������ =1� B%T�((( %#; ��	 -=@ /�� �� 1�	��� �'
�A�	��� ��� =1� %# ��	 ��� �A ����� #������������ ��	 �/� #��+�������� ��� %��	'
+������	��� � �� ��� #��+�����5��	��  �	�*�	 !40 ������� ��� ����	� G��	��������
��"��	 �/� �1� ?� ��	 ��� ��� ���� ����	�����	�5�� B������; �� ������ ����� 8�����
������; ����8*��	� #�� ���� � ��"��� ��	 ��� %�"	8�� %-% �" ����� >��5��� %		�'
�� �����	; �� ����� 3�������� +� � ��; ��8��"��� ��� #��"����+ ��� G��8�� �����
?��9��� �" ��� <��	 +�� ������ ��� #�� ���� �	 ��� ��8��"��� ��� ����� %�"	8��
�E�� 
#�?@  +8� ����� G��8�� �� ��� ��� ��	; #�� ���� ���  �	���	�	�� ���E�
+� ������

��� #���	�� ��� +� �������� #�� ���� 8����� 8�� "���	 ��+���	.

• ��� -�+�� wmax ��� >��5����� ��	 ���� +�"*���� ��8*��	� <�� +8������ �( ���
�((� 1�� 8������ �� �( >��5����� 8��� ��� #�� ����	������ +� ���"�� ��� ����
�	��	����� <�	������ � �� #�*"����+�� ������	 � ��	��� ��� ���� �� �(( >��5'
����� 8������� �������� ��5	���� ����	 ����,�	 +� ����; ��� 8���� ��� �����
#�*"����+,��� � "�� �� ,���� >��5����� ���������� ����� 3����	�	��� �������	
� ��"�������

• ��� -�+�� tmax ��� <��	���	� ��	 ���� +�"*���� ��8*��	� <�� +8������ � ��� ��� ��
1������� ��� �*�����'������5	�� �	 ��+���	; ��� � <��	���	�  ����	� ��5	����
����,�	 ����� �� <��	���	� �������; �� ,�� ����� 4'�	������� �� ���� 6�	��'
	������ �� �� � %	����� +� �����; 8�  ����	� ���� ���� "���� -�"	������ ��	�
� >��5����� �� -���������� ���� ������*E�� �			�����; ��� +�� �������� <��	
 ������� ��� �����; �����	 ����� -�+�� ��� "�� ����	*���� 3����	�	������

• ��� �����������+�� "�� ��� >��5����� 8��� "�� L���� >��5���� +�"*����  �'
�	���	 ��� ����	 +8������ 4 ��� �/ #�*	+��� ���� ���� �� �	8 ��� ���E��; ���
���� "�� ��� #�&�� � ����,�	��	�� ��8����� � ��� ?� 8����� 5���� �� �����+'
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	�� >��5����� ���������	; � �� �����+	� >��5����� ��� #�� ����	������ ����
,�����"�����

• ��� >��5����� ������ ��� <��	���	� +��������	 8������ �+� ���� +��*���	
��	�������� 8�����; � �� 8��,���� ��� <��	���	� ���� ��� ���+����� >��5����� ��'
�	���5�� ������� �+� 8��� ���� +�� -�+�� ��� <��	���	� ���	�,� ���E�; ��� 1���	'
+����I��	�; ��������	; ��� ��� 	; � �� 8������ -�	��� ��� <��	���	� ��� >��5�����
���� �&��� ���	���5�� ���"��� 1��������8���� ���"	�� >��5�����  �� � <��	���	�
��� ����� 1���	+����I��	� ,�� (�/ �&��� ! <��	���	�  ������� ?��� 1���	+����'
I��	� ,�� � 8���� ��� >��5����� ����� ���� ,�� � <��	���	� ���� ��� ?��� �����
���� 1���	+����I��	� ��	 ��������� ����	 ����,���; � ��� ������� >��5�����
+�� ����� 5����	 ������ 5�� ����� � ���� ��� ������ ��� +�� ������ "�� ���
#�&�� ����	 ����,�	 ��	� #�5	����� #�� ����	�������� � �� ��+���	; ���  �� 8�'
����� <��	���	� ���� 1���	+����I��	�� ,�� (�/ ���� ���� ����� ������� ����,���
����; 8*�����  �� ,����� <��	���	� ��������� 1���	+����I��	�� �"����; �� ��� ���
>��5����� ����	 �� ���� ��	������������ ��� ����� ��� ��� 1��������� ��� 1���	'
+����I��	� 8���� ���� ��� ������ 1√

tmax
��8*��	� ��� � �� ��	�	������� >��	�

"�� 1 ≤ tmax ≤ 16 ���� �� -  � 0��� �����	���	� ��� ����	 ������ 3����" ��� 1�'
��	+����I��	�  �8��5	; ���  �� ����� �������� -�+�� � <��	���	� ��� >��5�����
����� ���E���� -�	��� ��� %��	�  ������ ���"��� -�� ��� 1���	+����I��	� ��������	
���� ��� �&���� -�+�� +�  ��������� <��	���	� ��	 �tmax · 1√

tmax
� = �√tmax��

1��������8���� ���"��  �� ����� -�+�� ,�� tmax = 3 <��	���	� ��� >��5����� � ��
�√3� = �1.73� = 2 <��	���	� ������ 1�� ����� ���E���� -�+�� � <��	���	� ���	
�� L����� 5����� %���; >��5����� +8�� ���		�� ��� <��	���	� ���������� +� ������
1�� tmax = 13 ���� 	 ��� 1���	+����I��	� ���� �&������� ,�� 0 <��	���	��
��� L���� >��5���� 8��� ��� ��� ����,������� ���� +�"*���� �� ��� =�	��,��
+8������ � ��� ��� �&����+�� <��	���	� ��8*��	�

• >��� "�� L���� >��5���� ��� ���� ��8*��	 ��	; ���� ���� ��� -�"���+��	���	
��8*��	 8�����; �� ��� 5�����		� +��	����� =�"���	��� "�� L���� >��5���� +�
� ��� ?��� �������5��	 ��� >�� ��� -�"���+��	���	� "�� ����� >��5���� w ��	
���  ����	� ��8*��	�� ���� dauerw ��	 �� +�"*����� <����� ����� <��	���	� ��
{1, . . . , tmax − dauerw}� ���� "���	 ��������� ��� ��������  �� ����� ���E���� -�'
+�� � <��	���	� +� ���� ,��	���	�� -�"���+��	���5	�� "�� ��� >��5�����; 8�
8������� ��� )�� ����� �5��	 ��� >��5����� �	�5 �������*�5	 ��� �E�����
����	 ����*���		�, "�� ��5	���� ����,�	� �*��� ��	� ?� 8���� ���� ���� �	���'
	�,� ��	���� ��� >�� ��� -�"���+��	���	� ��	8��5��	�

7�� ����  ��	���	� 6�	������� ��� <��	���	� 8��� �� ��������� %	�	+��	���	 "��
>��5����� ����8*��	� 1�	���	�� 8��  ��������8���� tmax = 13; ��� �&����
���� ��� >��5����� ��	 4 <��	���	�� >�� 8*���� ��� ��� <��	���	� {1, 4, 8, 9, 12}
�� �������� %	�	+��	���	� ��� ����� >��5���� �	�	�	 ��� �� ����� ������ <��	'
���	�� ���� �������	 ��� ��5	������ �*���  ����� 8����; 8�� ��� �� 1������� ���
%��������	�� +���	; � �� +8� �"	 >��5����� �� �� ��; ��� ��	������������
�����;  �� ����	��� �� 	 �� ������; ����	 ������	����� %	�	+��	�� "�� >��5������

��� %	�	+��	���	� ������ ��� +�� ����� �� ��8*��	 8�����; ��� �" ����� ���
�&����� ���� ��� >��5����� L���� <��	���	 ��� ,�� ����� >��5����  ����	
8����� 5��� >*�� ��� ����� ��� %	�	+��	���	�  ��������8���� {1, 6, 12}; �� 8�����
��� <��	���	� �( ��� �� ���  ����	 8����� 5�����; � >��5����� ��� �� <��	���	 �
�	�	�� 5����� ��� �&��� ,��� <��	���	�  ������ F��� �;:;4;$H� ? ��"��� ����



:0

<��	���	 � ����� ��� ��������� %	�	+��	���	 ����; � ������ <��	���	 �����	�� ,��
5����� >��5���� ����	+	 8����� 5���	� ��� ����	 "�� ��� ������������ �������
8*���

��� ����� ��� %	�	+��	���	� 8��� ���� +��*���	 �" {1} ����	+	� ?� 8��� ���
+�"*���� ���� <�� +8������ � ��� ��� �&����� ���� ��� >��5����� ��+�'
���� ��� tmax = 13 +����� 8��  ��������8���� ���� 3 ∈ {1, 2, 3, 4}� ��� �*��'
�	� %	�	+��	���	 ��	 ��� ��� �����	�;  ����� ,�������� ���� !; 8�� � �� ���
��� ��� ����� ��� %	�	+��	���	� ��8��	��	 �" {1, 4}� ?� 8����� ��� �� ��'
�� +�"*���� 8��	��� %	�	+��	���	� ��8*��	;  �� ��� �����	� %	�	+��	���	 �� =�	��'
,�� [tmax −�0���� -��
 , tmax] ����	� ��� 5����� ����� ��� ��8*��	�� %	�	'
+��	���	� ��� ,��������� <��	���	� ����� >��5�����  ����	 8�����; ��� �� 8���
������+��	�� ���� ��8���� G�������	*	  �� ��� +��	������ 3��	������ ��� >��5�����
�������	�

• ?� 8����� >������������5��	�� ����� ��; ��	 ��� ��� >��5���� ���� �� �����
OI��,���+5���� ��	 x ������ >��5�����  �����	� G���"�� 8����� +8�� ,��'
��������� �*��� ��������; �� ��� ?��9��� ��� OI��,���+5������	��5	�� �"
��� #�� ������ �5��	 +� ������

0��� � ��	�*�	 >��5������� ���� ��	 ��� "�������� >������������5��	��.

? �/U; ��� ��� >��5���� �� ����� OI��,���+5���� ��� ���E� +8�� ��	;

? ��;0U; ��� ��� >��5���� �� ����� OI��,���+5���� ��� ���E� ���� ��	 ���

? /U; ��� ��� >��5���� �� ����� OI��,���+5���� ��� ���E� ,��� ��	�

0��� 	 �������	 ���� ,��� ���������� >������������5��	�� ��� ���	 8������ >��5'
�����; "�� ��� �� 8��	��� *I��,���	� >��5����� �� 	.

? $;!U; ��� ��� >��5���� �� ����� OI��,���+5���� ��� ���E� +8�� ��	;

? �U; ��� ��� >��5���� �� ����� OI��,���+5���� ��� ���E� ���� ��	 ���

? (��U; ��� ��� >��5���� �� ����� OI��,���+5���� ��� ���E� ,����

��� L���� ���� ����	 �� ���� OI��,���+5���� �����	���	�� >��5���� 8��� ���� <�'
"���+�� ��+����; ���  ��	���	; 8������ ���E� ��� OI��,���+5���� ������ >��5'
����� ��	� ��� OI��,���+5���� 8��� ��� ��	��������� ��	 8��	���� >��5�����
�"��"���	;  �� ��� ���� ��"�����	� ���E� �������	� ����� 8��	���� >��5����� 8�����
+�"*���� �� ��� ����� ��� ���	������; ���� ����	 +���	���	�� >��5����� ��8*��	�

��� <���� 8����� ��8*��	; � ��� ,����������� ��5	����� %�	�	����� 8��������'
����; 8� �� ��� ������ >��	� ����� ��� =�������	������ ��� <�����������'
������  �����	 ����� ��� � �����	���	 ���� � ��� ?�"������� ���  ������� ����
��5	������ #�� ����	�������� F����� - �����		 0�0�� ��� 0�0��H;  �� ����� �����'
��	 ����"*�� ��� G*�"	� ��� >��5����� ��	 ������	��� ����� ������ *I��,���	
8���; �� 5���� OI��,���+5����� ��	 ���� �� 0 >��5����� � ��� ��� ���E'
	��� ��� OI��,���+5����� +8�� >��5����� ��	����	� ��� >������������5��	�� ,��
��� � ���� �� "�� 0��/U ��� >��5����� ���� OI��,���+5���� ��	 ���� �� �����
?�����	; �� ��� ���� ��� OI��,���+ ���������� �� ��� #�� ����	������ ���	����
�������������� ��� � ��	������	 3����	�	����� ��	 ���� 8������; *I��,���	��
>��5����� ��� +���	 ��� ?��9��� ��� -�+�� ��� ��	����������� 7� �� �������'
��� �" ��� ��� �5��	� ��� <���� ���� ���������  ����� ����	  ����	; ��� %�	�	���
��	 ������� ���5 � "�� 3����	�	����� ��	 8������; +��	���� >��5������
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• ��� -�+�� ��� ���������� 8��� �� ��8*��	; ��� �� �������� >��5������*	+�
�� 	; �� ��� L���� ���������� ��� ��"�����	� ������	�+�� ,�� >��5�����  ���'
���� 5��� ?�� #���	�� �� 	 ��� �	������ -����	��� ��� >��5������*	+� �����
���������� �; �� ��	 �" (�: ����	+	 8������ ?� 8����� ��� �� ,���� ����������
��+���	; ��� ��� %���� ��� ������	�+�� � +�  ���������� >��5����� ������
���������� ������	��� :(U ��� +�� 3��"����� �	������� #�*	+� ��"������ � ���
+��	������ ?������*�5�����  �������; ��� ����	 L���� ���������� L���� >��5����
 ������� 5��; ��� >��5����� 8������� ��� ��  ��	���	�� )�� ��	�����  �'
����	 8����� ���"��; 8���� ���� +� ���� -����	��� +� ���� ,����� ����� ���
#�� ���� "������ =� ��� #�&�� 5����� ������� ���E��� -����	����� ,��5��'
���; �� =���"�� ���� �((U; ��������� 8��� ��� �� 3��������� ���" ����	�	;
��� ����� #�*	+� ��� ,�� ��� �����������  ����	 8����� 5�����; ���� ��� +�
L���� <��	���5	 �������� ���������� �8����� ����; �� ��� +�� 3��"����� �	�'
������ #�*	+� +�  ������ �	�� ����� - �*����5��	�� 5����� L�����  �� +�"*����
��������	�� #�� ����� ����	  ���	�	 8�����; ���� 8��� ���� �	8� ���������� ��
�� ��� #�&�� +�  �� ��	���� -����	��� ��8*��	; ��� �������� �� <������'
��� ��	 ��� ��������� - 8�������	 ��� �����������

• ����� ���������� �	 ���� ������	�+�� � >��5����� +�  �������� ��� L����
���������� 8��� ����� -�+�� �� ����� =�	��,�� ���������>��	� +�"*���� ��8*��	�
��� �������; +��������� >��	 ��	 ��� >��5����� ��� �&���� >��	 ��� =�	��'
,��� ��	  �*���� ,�� ��� -�+�� ��� <��	���	�; ��� ����������		������ ���� ���
>��5����� ��� ��� -�+�� ��� %	�	+��	���	� "�� ��� >��5������ -�� �&�����
>��	 8��� +��*���	 ��� -�+�� ��� <��	���	� tmax ��	���	 ����� ��� ����������		'
����� ���� ��� >��5�����; ��� ���� �� ��� �������� ��� �&����� ����
��� >��5����� ���� 	� ��� ���� ������� >��5�������� ,�� � <��	���	 ��� ����
�&���� ,�� ! <��	���	� ���� 	 ���� ���� ����������		����� ���� ,�� � <��	���	�
"�� ��� >��5������ 1�� ����� -�+�� ,�� �( <��	���	� ���� 	 ���� ��� +��*���	 ���
�&���� -�+�� +�  ���������� >��5����� +� /�

������ >��	 ��" L����� ����	 ���E�� ���� �� ��� -�+�� ��� %	�	+��	���	� "��
��� >��5������ >��5�����; ��� �� ��� �� %	�	+��	���	 �	�	��; ���� ����	 ��	���'
���� 5�� ����� �� %��� ��� ! %	�	+��	���	� ,�������; �� 5����� �&��� !
>��5����� ,�� ��� �����������  �����	 8�����; ���� ������ -�+�� 8���� ���
����� ��� #�� ��� ����������� =�	 ��� ���  ��������; �&���� -�+�� +�  ���'
������� >��5����� ���E�� �� ��� -�+�� ��� %	�	+��	���	�; �� 8��� ��� �" ���
-�+�� ��� %	�	+��	���	� ��� ����	+	�

6� ��� 1����� ,�� 8������ >��5����� ������ �� ��� ,����� >��5���� +�  ����'
�	���� ��� �� ��������	 8���� ����� �� #�� ���� +� ����������; 8��� ��� 1�����
,�� x >��5����� ��� ��	 ����� >������������5��	 ,�� 1/x 5+��	���	� %� 8���
��� 1����� ,�� ��� ����� >��5���� ����� 5+��	���	� �� ���� >��5����� ���
����������  ������� ����; ���	� �������� ��	 ��� -5+��	�+8������������5��	 "��
������ >��	�

?� 8����� �� ���� 8��	��� >��	� "�� ��� ������� -�+�� ,�� >��5���� ���'
���� ��+����;  �� ��� ��"�����	� -����	��� ,�� >��5������*	+�� �������	 ��	� ���
-�+�� ��+������ >��	� ���� 	 ������+��	�� ��� -�+�� ��� ���������� ��� >��5'
����+�	���������� �����

• ?� ���� ��� ���� ��� -�8�������	 "�� ��� ���������� ��+���	 8������ -��� ����"��
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8��� ��� =�	��,��  �*���� ,�� ��� -�+�� ��� ��+���	�� <��	���	� ����� ���
��� ������� -�8�������	 8��� �" 4(U ��� ,��������� <��	���	� ����	+	; ���
�&���� �" �((U� 6������ >��	� 8����� �"�������	� 1�� "��" <��	���	� ��	
��� L���� ���������� ,��� ���� "��" <��	���	� ��� �8������

?��� +�"*����� <�	������ ��� -�8�������	 5���	� L����� 8������� ���� ,���� ��'
��� �� #�� ���� ��+������ ��  �	���	� "�������� 1�������. 8�� � �� tmax =
5 <��	���	�; ��� >��5����� �	�	�� �� ! ,������������ %	�	+��	���	�; ���� �����
{1, 2, 4}� >��� ��� ���������� ���  ����	� ���� ������	�+�� ,�� ! >��5�����
 ������� ����; 8� �� �� ��� �� 0 ��� / <��	���	� �8����� ��	; �� 8��� �� #�� ���
�� L���� ��� ����� �; ��"��� ��� ����	  �����	� <��	���	 ����� ��� %	�	+��	���	�
��	� 6� ������ #�� ��� +� �������; ���� ��� "�������� 1�	���	����� ��	8������

��4������ �5� ��
 ���� 	�	����� .���� � ��������� tmax ��� ���� ���	� ���
n /�
���������� {ts1, ts2 , . . . , tsn} ��� tsj

< tsj+1
∀j = 1, . . . , n − 1 ����� ��� ���	�

{ti | tsj
≤ ti < tsj+1

} !�
 j < n �� � {ti | tsj
≤ ti ≤ tmax} !�
 j = n �� ��
�� tsj

�!	�������  ������	�����	���������

?�� %	�	+��	���	��	��,�� +� ����� %	�	+��	���	 ��"��	 ��� ������ %	�	+��	���	
��� ��� "�������� <��	���	�; ��� 5������ �� �� �*���	 ���E��� %	�	+��	���	��	��'
,�� ����;  +8� ��� "�������� <��	���	�; 8��� ��  �	���	�	� %	�	+��	���	��	��,��
�� ���E	� ��	� ��� �� 1������� ���� �� ���� ��� ��� ���� %	�	+��	���	��	��,���
{1}, {2, 3}, {4, 5}�

��4������ �5	 ���� !�
 ����� #��������
 p ∈ P ��� ��� /�
�������������
���
{ti, . . . , tn}� ��� bptj = 0 !�
 ��� tj ∈ {ti, . . . , tn}� �� ����� �� /�
�������������
���
!�
 ������ #��������
 ���
�	����

?�� %	�	+��	���	��	��,�� ���E	 ��� "�� ����� ����������  ���5���	; 8��� ������ ��
������	��� ����� ��� �� =�	��,�� ��	��	���� <��	���	�  8����� ��	� ��� - 8�'
������	  ����	�	; ��� ��� ���������� ������; ,��������	 ���� ��� �� ��	��������'
��� %	�	+��	���	 �	�	����� >��5����� ����	  ������� 5��� 1�	���	�� 8�� ��
%	�	+��	���	��	��,�� {2, 3} +�� %	�	+��	���	 2� =�	 ��� ���������� �� <��	���	 !
 8�����; �� 5�� �� ��� ���L������ �� %	�	+��	���	 � �	�	����� >��5�����  �'
������; ��� ��� � �� ����� <��	���	 ������ -��� �*������ >��5����� 5�� �� ����	
����  �������� =�	 �� �� %	�	+��	���	 ��� �	  8�����; ��� �� <��	���	 �; �� 5��
�� �*�	����� >��5�����; ��� �� ������ <��	���	 �	�	��; ����	  �������� >��,����
>��5����� ��� 		�*������ ����� ��� 1���5������ ����� %	�	+��	���	��	��,��� "��
����� ���������� �� ��� -��8�� �����"����; �*��	 ,�� ����	  �����	�� <��	'
���	  � -��������� 8��� ������ 6�	��������  �� ��� ���	�	������ ��� 1���5������
����	  �	���	�	�

��� -�8�������	 ��� ���������� 8��� ��� �� ��8*��	; ��� ��� -�+�� ��� ����	
 ���5���	�� %	�	+��	���	��	��,��� ����� ���E�� ���� ������ ��� ������	�+�� �
+�  ���������� >��5����� ��	� %��� ��� ��� ���������� ������	��� � >��5�����
 �������; �� ��	 ����� - 8�������	 �� ��� <��	���	� � ��� ! ���� 	; � ���� ��	
����� - 8�������	 �� <��	���	 � ���� 	;  �� ����	 ��� - 8�������	 �� <��	���	 �
��� /; � ���� +8�� ,����������� %	�	+��	���	��	��,���  ���5���	 ��� ����	 ���
����� �� ����	  ���5���	 � ���  ��� 	� ?� ������ L����� ������	��� �� ,���� ����	
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-  ������ 0���. >������������5��	�� +�� -5+��	�+ ����� ����	�,��T���	�,�� #�*"�'
���+  �*���� ,�� >��5��������& F ��������"	 "�� wmax = 50H

 ���5���	� =�	��,��� �����	�����; 8�� ��� ��"�����	� ������	�+�� � +�  �������'
��� >��5����� ,���� 	; �� ������ ��� ��� ��

)��5��	 8��� ��� -�8�������	 "���������E�� ��8*��	� <��*���	 8��� "�� L����
���������� ��� -�+�� +�  ���������� <��	���	� +�"*���� �� ��� +��*������ =�	��'
,�� ��8*��	� ?� 8��� ��� +�"*���� ��� <��	���	 ��8*��	; � ��� ��� ����������
 8����� ���� ����� >��� ����� ����� - 8�������	 ��� ����� %	�	+��	���	��	��,��
 ���5���	; �� 8��� ����� >�� ��� 5+��	���	; "��� ��� -�+�� ����	  ���5���	�� =�'
	��,��� ���E�� ���� ������ ��� ������	�+�� �  �����	�� >��5����� "�� ������
����������  ��� 	� =�	 ���� ����	 ��� ���; �� 8��� ��� - 8�������	 ����	 5+��	���	
��� �� 8��� 5��� ����� <��	���	 ��+����� ?� 5�� ����	 ��	 %��������	 ����	 8��'
���; � ���� ��� 8��	���� <��	���	 �&��	���	; "�� ��� ��� - 8�������	 ���� 	 ��	; �
���� ,�� ���  ����	�  ���5���	�� %	�	+��	���	��	��,����  �*��	 ��8�� ,�� �����
���E��� =� � ���� 1������� 8���� ���� ���	��� >�� ��� - 8�������	 �� <��	���	 �
 ����	��; ��� 5���� 8��	��� - 8�������	 ���� 	 8*��; 8*����� ��� - 8�������	
�� <��	���	� � ���� ��� +��*	+����� - 8�������	 �� <��	���	 ! +��*��	�

• ��� ��� ��������	�� #�� ���� 8����� ��� #�*"����+�� "�� >��5����� ������� 
������ �� OI��,���+5���� 5�����	; ��� �� 5���	�� L� +8�� #�*"����+�� �� ���
����� {1, 4, 9, 16, 71, 84, 99, 116} ����� �� 8�����;  �� ����� %	������*"����+
,�� 25� #�5	����� ?�"������� � �� ��+���	; ��� ���� ���E��� -��8�� "�� ����'
������ +� �"8����� ��� 5�����& 8*��� ���� �	 ����  ����	�  ��� �*�����'
������5	� ��+���	; � ��� -�	��� ��� ��������������� ��� ���� 6�	������� ���
��������� #�*"����+�� +���	���	 �	� ����� ��������������� 8���	� ���� ��� ��	'
8����� ��� �� J� ��������K ����� ���� �		�� ����; ��� >��5����� ����������
+� �	������� ��� ���� #�*"����+�� +�  ������

��� #�*"����+�� 8����� ����	 �������*E�� �" ��� >��5����� ,��	���	; ������� ��;
��� ��  ���� 	� ��� 8������  ���� 	� >��5����� � � ���� #�*"����+ ����� �������'
���� 8���� ���������� ����� >��5���� +���8������ �+� 8���� +� ����� #�*'
"����+ ��� >��5���� +�"*���� �� ��� ����� ��� ���� ����	  �8��	�	�� >��5�����
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-  ������ 0��!. ?��������� 3��	������ ��� ����	�,�� ��� ���	�,�� #�*"����+�� Fx%
����	�,� #�*"� ���E	; �" ������ >��5���� ��	����� �� %����		 � �� ��� 3����	�	�����;
 �� ����� ��� >��5���� 	��� ���; x% ��� ����	�� ����	�,�� #�*"����+��H

��+����� ��� =���& ��� >��5����� 8���� +�� 1��������� ��� -5+��	�+8��'
����������5��	 ���  �	��C����� #�*"����+ ,��8����	; ��� >������������5��	�� ����
"�� ����	�,� ��� ���	�,� #�*"����+�� � 1������� ,�� /( >��5����� �� -  � 0���
8��������� ��� ��� -5+��	�+8������������5��	 ����� ����	�,�� #�*"����+  �����'
��	 ���� "�� >��5���� w �� 1 − (w/wmax) F��	�; �������+����� )��,�H ��� "��
���� ���	�,� #�*"����+ F�����; ���	������	� )��,�H ��	��������� �� w/wmax� %�'
��	 ���� >��5����� ��	 5������ =���&  ���� 	 ��� >��5����� ��	 ���E�� =���&
�� ���� 	� ��� ������ <��������� ���� 	 ���� �� ��� ����������� �	�� ���
�*�����'������5	�� ,�� ���� �����; ��� �� -  � 0��! �����	���	 ����� ��� L�'
��� >��5���� 8���� �"��  �������	; 8������ -�	��� ��� ����	�,��  +8� ���	�'
,�� #�*"����+�� �" ��� �� L���� 3����	�	��� ��	���� � >��5����� 8��������	
��� �	�� 8�����; 8���� "�� L���� >��5���� ��� ��		���� -�	��� � �� ��� 3��'
��	�	�����; �� ����� ������ ��*���	 8�; �� ����	� ��� >��5����� 8����� ���
1���� 	���	 ���	���	 ��� �����	���	� ���  ���� 	��	� >��5���� 5���	� �� %����		
/�/U ���� ����	�,�� #�*"����+�� ����� 3����	�	��� "�� ���� ,�� �����; 8*�����
�� %����		 ��� (�/U ��� ���	�,�� #�*"����+�� �" ��� ��	������ ��� - 8�������
,�� ��� ������� 3��	�������5��,� ��	 � �� 8��	� 1������� ,������*���� �; �� ���
����� -����&��	��� ��� #�*"����+,��	������ ��� ��5	������ ?�"������� �����'
����� ���� 8�����������	�

"�(�� 6�	�-����� ��� ',�67

��� ?��� ����� ��� ����������� 3������� ���� �� � � 0�! ��� � � 0�0 �����	���	� ?�
8����� �������	 5��� �((( >��5����+�	���������� ���� ��������	 ��� �����	; �,��
0:�  �� ����� ���E���� ���E� ��� OI��,���+5����� F��� �; � � 0�!H ��� 04$  �� 8������
OI��,���+5����� ��	 ���� �� ����� >��5���� F��� �; � � 0�0H�

��� � ����� +����� �� ��� ���	�� %��	�; 8����� -�+�� ��� #�� ���� ����5	 ��	



:$

?��� ����� "�� tmax ≤ 16

-�+�� <��	 P%�5�Q tmax wmax pmax

��	���; %�����& �$: F��UH ��4( F��:�H :�$( F0���H // F�!H !:0 F�$:H
��	���; 1���� 2 
�	 �0� F!(UH /��4 F��/�H ���!4 F!�/�H �: F��H !�( F�!$H
����� � !4 F4UH (�:0 F���(H �(�$� F!�$�H !$ F�(H ��0 F�!4H
Σ 0:� F�((UH ��:/ F0��:H $��: F0�!!H /: F�0H !/4 F�4�H

?��� ����� "�� tmax ≤ 12

-�+�� <��	 P%�5�Q tmax wmax pmax

��	���; %�����& �0! F:�UH ��$� F��40H ��04 F!��0H // F�!H !$4 F�(�H
��	���; 1���� 2 
�	 :� F��UH ��/( F4���H 4��! F��!(H :( F��H 0�! F�!4H
����� � �� F�UH ��(/ F��!/H 4�(/ F��/4H 00 F�!H �:/ F�/:H
Σ !0� F�((UH ��4$ F0��(H :�(� F!��/H /: F�0H !$0 F�4$H

?��� ����� "�� tmax ≤ 8

-�+�� <��	 P%�5�Q tmax wmax pmax

��	���; %�����& ��/ F::UH ���� F��((H 0�/: F��4:H /: F�!H 0/( F�(�H
��	���; 1���� 2 
�	 !: F�:UH ��/$ F��!�H ��/$ F��!�H :( F��H 00� F�/�H
����� � �! F�UH ���! F��!�H ���! F��!�H /! F��H !0� F�:0H
Σ ��/ F�((UH !��� F/���H /�(� F��$0H /$ F�0H 00� F�$:H

� ���� 0�!. ?��������� ?��� ����� ��	 
#�?@ "�� ��� �. ��		��8��	 F%	�'- 8�H

��� %�����&'3��"���� ��	��� ��� � 8���; 8����� +��*	+���� ����� 1���� �� 
�	'
3��"�����  ����"	��; �� ���� ���	���; ��++����� ������ +� ����	�� ��� 8����� 8��'
	����� �"����� ��� ��������	�� 1���������� ����� � 8���� =� )������ ���	�� ���
-�+�� �	��	 ��� -�	��� � ��� ����	+�� ��� #�� ����; ���� ,�����"��	 ��� 3��'
������ �5��	 ��� >��	�� ��� �*���	� %��	� +���	 ��� ��		��8��	 ��� �� )������ ���
%	���� 8������� ��� <��	 �� %�5�����; ��� ��� ������� ���������  ����	�� ����
��	  ��������  �� ����� ��	��	������ =�	���	��� �� ���� >� �8������ ��	������	; �
� ����� ������	� ����	 � �������		�� 8����� ���"�� ��� ��� ��� ������ ��� -�8�����
����	 � ���	��+���	 8����� ��"; �� ��� -5+��	�+ +� ��8*������	��� ��� ��	+	�� ����
%��	�� +����� ��� ����������		�8��	� ��� %	���� 8��������� "�� ��� -�+�� ���
�������	�; ��� >��5����� ��� ��� ���������� ��� ��������	�� #�� ����� ����� -�� ��
�� �� G��8���� ���"; 8����� #�� ���5���	���	����� ���� ����� � ���� ��� 8�����
���� ���� ��	 ��� %�����& ��++���� ����� ������

>�� ����� ���� ��� ��� ?��� ����� ��	�����	�����X <��*���	 ����� "*��	 ��� ?��9���
��� ����� � *I��,���	�� >��5����� �"� ��� ��� � ���E�� ���� �������	 ��U ���
#�� ���� ��	 ��� %�����& ����� ��� "�� !(U 8���� ��� 1���� 2 
�	 3��"����  ���'
	��	; 8*����� ��� <�� ��� ��	 ��� %�����& ��� ��� #�� ���� "�� ��� � �" �������	
4�U �	���	; ��������� �!U ��� #�� ���� ������; � �� ��� <��	���	�  �	���	�	; ��	 ���
1���� 2 
�	 3��"���� �����	 8������ -��� ��� -�+�� ��� ��������	��; ����� ���
#�� ���� ����	 �����	  ,�� 4U �" /U� =� ��� �	 �������� ��� OI��,���+ ����'
������ ��� ��	������������ ���� ����� ?��9��� �" ��� ��++����� ��� �5��	 ���
#�� ���� +� � ��; ��� 8��� ���� ������ ?��9��� ����	 ����5	 �� ��� R ����������
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?��� ����� "�� tmax ≤ 16

-�+�� <��	 P%�5�Q tmax wmax pmax

��	���; %�����& 0(� F4�UH ��:� F��//H 4��! F0��/H /$ F�0H !:: F�4�H
��	���; 1���� 2 
�	 �! F�!UH !��� F0�!:H ����! F!�!0H �! F�$H !�! F�((H
����� � �/ F/UH (��$ F(�/0H �(�$� F!�4!H 0/ F��H �!! F$0H
Σ 04$ F�((UH ��44 F���:H $��� F0��:H /$ F�!H !�� F�:!H

?��� ����� "�� tmax ≤ 12

-�+�� <��	 P%�5�Q tmax wmax pmax

��	���; %�����& !�/ F$(UH ��4: F���!H :�(! F!��(H /$ F�0H 0(( F�4:H
��	���; 1���� 2 
�	 �! F:UH 0��$ F��:�H 4�4� F��!!H /4 F�(H !!� F��/H
����� � �� F!UH (�:! F(�/�H :�0� F��/(H 0! F��H ��! F�((H
Σ !/( F�((UH ��$$ F��0�H :��� F!�(:H /4 F�!H !$� F�4!H

?��� ����� "�� tmax ≤ 8

-�+�� <��	 P%�5�Q tmax wmax pmax

��	���; %�����& �$4 F$�UH ��$$ F��:�H /�(0 F��$4H /4 F�/H 0!( F�(�H
��	���; 1���� 2 
�	 �� F/UH 0��! F��:/H ��:! F���0H // F�4H !0: F��0H
����� � 4 F0UH (�4� F(��0H /�44 F���:H 0! F��H �4/ F���H
Σ ��: F�((UH ��(4 F��!/H /��/ F��$�H /4 F�0H 0�� F�$$H

� ���� 0�0. ?��������� ?��� ����� ��	 
#�?@ "�� ��� �. ��		��8��	 F%	�'- 8�H

+�� 	�	��� 6���������	*	 ��� 7� �� ����������	��& ���� 	�

-��� ��� ����������		������ >��	� "�� tmax; wmax ��� pmax +�����; 8����� #�� ��'
�� �����	�� ��� 8����� ���8���� +� ����� ����� #�� ���� ��	 ����� ���������� -�+��
� <��	���	� ��� ����� ���E���� -�+�� � >��5����� ��� ��� ����������� ���� 	��'
���+���� � ���"���	�� +� ������ 6���� � ���� ������ 	A�������8���� #�� ���� ��	
����� ����	 ���E�� -�+�� � <��	���	� ��� ����� �������� -�+�� � >��5����� ���
������������ ���� �*��	 ���� ��5�*��� ����� ��� ,��������	� ���&� ���	*	 ��� <�	�������'
�������5��	��� 1�� 8������ >��5����� ��� �����������; 8� �� ��� >��5����� �����
+��	����� ��� OI��,���+���	��5	����� �"	 ����	 5�� ����� � ����; �� 	 �� 8����� ���'
����5��	��; � �����	 ���� ���	��� <�	������ +� �����; ��� ������ � �� � �����	
5����� �� 	 �� ���� >��5�����; �� ��	�	���� ��� ���� )�� ��	�����������5��	��
��� �� #�� ��� ��	 ���� ��� ��

��� -�+�� � >��5����� ��� ����������� ������	 8��	����� ����	 �� �����	 �����
?��9��� �" ��� ��++����� ��� �5��	 ��	 ��� %�����&'3��"���� +� � ��� �����'
���� "�� ��� � �*��	 ����  �� ��	��; ��� ���	�*������ ���L������ #�� ���� ��	 ,�����
>��5����� ����� 1���� 2 
�	  ����"	��� ���� ���	 L����� ����	 "�� ��� �� ���� 5���	
8������������ ����; ��� �� ��� �  �� ,����� >��5����� ��� ,���� 7� �� ����������
+� ��� OI��,���+5����� ��	�	����; 8*����� ����  �� ��� � 8������ �	�5 ��� ��� ��	�

��� -�"���������� ��� ��� -�+�� ��� <��	���	� +���	 � ��"��� ����� ���	������
?��9��� �" ��� ��++����� ��� �5��	 ��	 ��� %�����&� �� 8��	�� ��� ����+� "�� ���
-�+�� � <��	���	� ,��������	 8���; ���	� ���� #�� ���� ���� ��	 ��� %�����& ��+'



4�

+���� ��� �� 1�� �����	��� 4 <��	���	� ���� �� "�� ��� �  ����	� ::U ��� #�� ����
F����� � � 0�! ��	��H;  �� ��� � ���� $�U F����� � � 0�0 ��	��H� ����� 1�� ��'
	���  ��	*	��	 ��� �� - �����		 0�!��  ������� ���� 6�	������������ ��� -�+�� ���
<��	���	� �	 ����� ���� ������ ?��9��� �" ��� %	��5	�� ��� 7� �� ���������� �H; ���
8������� �� ��������� ��� "�� ��� ��++����� ��� �5��	 ��"����� 8������ ?���
���� -�+�� � <��	���	� ��+���	 ��	��	���� ���� ���E��� ����� � 7� �� ���������+��'
��� ��� 7� �� �������� �H; ��� 8������� ���L������ ����; ��� ��� 	�	�� 6���������	*	
��� 7� �� ����������	��& ,����	+��� ��� -�+�� ��� ����� ��� #�� ���� ���5	 +8�
��� ��	 ���5����� -�+�� � <��	���	�;  �� ����	 ��+ �� ���	���� ,��������� ��	 ���
���+��	���� 6�	�������� +8������ ��� � ��� ��� � ��� OI��,���+5������	��5	���

����� 1�� ��	��� �*��	 ��8�	��; ���  �� ����� B���5	��� ��� -�+�� ��� �&���
���� 	�� <��	���	� ��� ��������	�� >��5����+�	���������� ���� ��� -�	��� ��� ��	 ���
%�����& ��� ��� #�� ���� �	���	� -�� ������ ����� 8���� ��	������	; 8�� ���� ���
��� �5��	 ��� #�� ���� �"	���	; 8��� �� ��� �&���� -�+�� ���� 	�� <��	���	�
�" �� ����+���	; 8� ����� ,����; "�� ��� #�&�� ����,�	� #�� ���� ���������E	� ���
?��� ����� ���� �� ��� ��		����� � ����� �� � � 0�! ��� 0�0 �����	���	� 3�� ���
��+���	�� #�� ����� 8��� �������	 !0�  +8� !/( ��	 ����� -�+�� <��	���	� ,��
�&��� ��� G���,�� 5���	�� :�U  +8� $(U ��� #�� ���� ��"�������� ��	 ��� %�����&
3��"���� �����	 8�����;  �*���� ,�� ��� OI��,���+5������	��5	��� >������� ����
�� ���L������ #�� ���� ��	 ����� ����� -�+�� � <��	���	�; ��� ��	 ��� 1���� 2 
�	
3��"���� �����	 8������

� ��� -�+�� ,�� 4 <��	���	�  �������� "�� ���	*���� >��5����,����	�	����� ��'
	������	 ��	; 8���� ��� 3��	������ � ��"��� "�� ��� #�� ���� ��	  �� +� 4 <��	���	�
 �������	; ����� L�8���� ��� ��	��� � ���� �� � � 0�! ��� 0�0� G��� ���� �� �������	
��/  +8� ��: >��5����+�	���������� ����� ::U  +8� $�U ���E�� ���� ��	 ��� %�����&'
3��"���� �����; ���  �� 5�����&�� OI��,���+5������	��5	��  ����	� � �� ���� 3���	��
���� #�� ����� ��� ��� � ���E�� ���� ��������� /U ��� #�� ���� ��� ��	 ��� 1���� 2

�	 3��"���� �����; 8��	��� 0U 8��� ����� � ��� ���� "�� ��� #�&�� ����	 ����,�	�
-��� ���� �*��	 ���� 8�����  �� ��	��; ��� ��� ����������		����� -�+�� � <��	���	�
"�� ��� 1���� 2 
�	 #�� ���� ���	���� ����� ��	 �� "�� ��� ��	 ��� %�����& ��++����
��� ��� #�� �����

=�� �������� "�� tmax ≤ 8 �� � � 0�0 +���	 ����; ��� ���� ���� ���� -�+�� �
����������� ����	�, �" ��� ��� �5��	 ��+�8��5�� ������	� ���� ��	 � ��"��� �����	 +�
��5�*���� ?��� ���� -�+�� � ����������� ��	�	��	 ����� ���; 8��� ��� ����������
���� ������� -�+�� � >��5����� ������	��� +�  ������� ��	; ����� %�	�	��� ��	�	��	
��� �������� ��� �"	; 8��� �� 8����� <��	���	� �� 	; � ��� ���������� ����	 ����
>��5�����  ������� 5��; �� �� <��	���	� �� 	� >��� L���� ����������  �� ��� 8�����
>��5�����  ������� ����; �� ��	�	���� 8������ #�� ���� ��	 ��� )�� ����� �5��	
,������������ >��5�����; 8� +�� �����; 8��  ����	� "��	���	���	; 8������ ����� ��
#�� ���� ��������	;  �� ��� ��� %��8��� ��� ��� �5��	 ��� #�� ���� +� ,���������
������	� ����� 1�� ��	��� �*��	 ����  �� ���8�� �������������; ��� %	���� 8��'
������� +�����; ��� ���� ��� ,���� #�� ���� ��	 �������� ����������+�� ��	 ���
%�����& ����� ���E��  +8� ����5���	 ������ ��	 ����� ����������+�� ����� 1���� 2

�	  ����"	���

?��� 8��	���; ��	������	� �	���� "*��	  ��� 3�������� ��� >��	� �� �*���� ,��
�������	A� �"� 1�� <��	���	�  �� ��  �	�*�	 ��� ����������		����� <��	 +�� 1�� ��	���
��� #�� ���� ��:/ %�5�����;  �� ����� %	���� 8������� ,�� 0��: %�5����� F��� �H�
%�8��� ��		��8��	 �� ��� %	���� 8������� �	�����  �� 3����������� ��� +��*���'
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-  ������ 0��0. -�+�� ��� ��	 ��� %�����& ��	��� �����	�� >��5������� ���� ���
-��"�������+��	"���	�� ,�� (�/ %�5����� F��� �H

���; �&����� -�+�� � <��	���	�� ��� ��	���������� ������+ ��	 ���  ��� 3��������
��� <��	��  �*���� ,�� �������,��"���� +�  �� ��	��; ��� +8� ��8���  �� ��� �
�� ���  �� ��� �� ?� ��	 ��8������������ +� ,����	��; ��� ���� ���E��� -�+�� �
��	 1���� 2 
�	 +� �������� #�� ����� ���������	 ��	 ����� �� ����������		 ��'
�������� -��"�������+��	; � 1���� 2 
�	 ��	8�������8����; � �� �" ��� ?��� ���
��� %�����&'3��"����� �"��	+	; �*����  ����	� ?� ��	 ���� +� ,����	��; ��� ���� ��
��� �	�� ������ +��	����� -�����E�� �����; ���  �� ����� �������� -�+�� � <��	���	�
	��	+��� ���� ���� -��"����������� �		��� ���� 8���� ��� ��� ���E��� %	����'
 8�������  �� ��� ����������� <��	���	� ��5�*����

=� ��� -  � 0��0  �� 0��: ���� +� ��� -��"�������+��	��; �"��"���	 �� =�	��,�'
�� ,�� (�/ %�5�����; ��� -�+�� ��� >��5����+�	���������� ���� ��+���	; ��� 8*�����
����� <��	 �� ���� ���� =�	��,�� ��	 ��� L�8������� ��	���� �����	 8������ ��� -��"��'
�����+��	"���	�� ���� L�8���� ��	 ����� %	�	+��	���5	�� �����	����� =� 3�������� ���
<��	�� +8������ %�����& ��� 1���� 2 
�	 �*��	 ���� +��*���	 "��	�	�����; ���  ���
%�����& ��� -�+�� ��� �����	�� #�� ����  �� +���������� <��	 ���	�, 5��	����������
 ����	� 1�� ��� 1���� 2 
�	 #�� ����� ��	 ����� - ���� ����	 +�  �� ��	��;
,������� ��	�	��	 ���� 	���8���� ����	 ��+�5	� )��,�� ���� �*��	 ���� ��5�*���; 8��� ��
���� ,�� -���� "���	; ��� ��� 1���� 2 
�	 ��	���� I��� �" ����5  ��� - ������
��� 3��5������� ��� �����������  ����	� ���� 5����� ��� -��"�������+��	�� �	*�5��
,��������

>��  �� �*��	 ���� ��� ��5�*���; ��� ��� ��		����� -��"�������+��	��  �� 1�	���'
	��� ��������� <��	���	� +�' �			  ������X 6� ���� +� ���*�	���; ���� �� � � 0�/ ��'
	���� �� +� ���L������ #�� ����� ��	 ��� �*���	�� -��"�������+��	�� �"��"���	;
�"��	���	 ��� ���������	���� ��� ����

<��*���	 �*��	 ���� "��	�	�����; ���  �� �" ���� -������ ��� #�� ���� 8������
�� 4 <��	���	� �		��; 8�  ����	�	; ��� ����� #�� ���� �� ���� ���� %		��	�5�� �"'
	������ � �� ��� %		��	�5�� ��	 �&��� ��  +8� 4 <��	���	� F����� � � 0�! ���
0�0; ��		� ��� ��	��H 8������ <�	���������� ���� �������	 �"	�����; ��� -�����'
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-��"�������+��	"���	�� ,�� (�/ %�5����� F��� �H
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-  ������ 0��:. -�+�� ��� ��	 ��� 1���� 2 
�	 ��	��� �����	�� >��5������� ����
��� -��"�������+��	"���	�� ,�� (�/ %�5����� F��� �H

��	���� ��� <��	 tmax wmax pmax Y3� F%-H Y71 F%-H

%�����& ��� � ��;:0� F�(;�!(H /;/$( F!:!4H
$�$4 ! $! :�! :(;$/$ ��;/!4
$�!� 0 $4 :40 :�;4!� ��;�0�
4�0( ! �(( 4�( 4�;((( �/;�4(

12
 ��� � �!;//� F�/;(:$H �;$�( F!!$!H
���0� : $! /:4 04;::( ��;�$�
�/��0 : $! ��! /�;$�� ��;!44
���0/ ! �(( 4�� 4�;�(( �/;�(0

%�����& ��� � �!;��: F�$;�04H 0;(�� F�;��:H
:��/ / $� :0( ��;04� 4;��!
��:0 � $( �(( 04;04$ /;(�!

12
 ��� � �4;!�� F�(;!$�H 0;!$� F�;:$�H
�/�$( �( $/ 0$: !$;:/( /;$!!
�/�// � $4 �0� /0;/0! /;4��

� ���� 0�/. <�	���������� ���� ��	 ��� �*���	�� -��"�������+��	��
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-�+�� <��	 P%�5�Q tmax wmax pmax

��	���; %�����& �4� F�(UH 0( F/�H 4 F0H �/ F!(H 0�� F�0�H
��	���; 1���� 2 
�	 �4 F$UH �: F4�H �� F0H �$ F�4H 0!� F���H
��� �; 1���� 2 
�	 �! F��UH �!/ F44H �( F!H :4 F�!H 0:: F�:�H
<��	����	; %�����& 4 F!UH !(( F(H $ F!H ��! F!H :�� F�!0H
<��	����	; 1���� 2 
�	 : F�UH !(( F(H �� F!H �(! F$H /$� F�($H
����� � �! F0UH � F�H �! F!H 0� F�4H �!4 F��4H
Σ !(( F�((UH $/ F���H $ F0H �$ F!(H 0�/ F�!(H

� ���� 0��. ?��������� ?��� ����� "�� tmax ≤ 16; %-%. ��		��8��	 F%	�'- 8�H

E�� L����� 8��	����� ���� ��	��	�� ����; �	���	 ��� ��		���� -��"�������+��	 � ����
8�� ��� %	���� 8������� ,��������� ��	 ��� >��	�� � �� ��� ��������	�� #�� ����;
�����	���	 L�8���� �� ��� � ���� � ������

>���� ����������	 #�� ���� ��	 ���� 8������ <��	���	� ��� �*���	�� �������+��'
	��  ����������; +����� ��� >��	� "�� ��� -�+�� ��� >��5����� ��� ���������� ��
� � 0�/� ����� #�� ���� +������� ���� ����� ���� ���� ���E� -�+�� � >��5����� ��;
��� � �� ��� +8������ $( ��� �(( >��5�����; 8� �� �(( ��� � ��� ����+� ��	� ��� 8�'
����� <��	���	�  �������; ��� L���� ���������� ��� 8����� >��5�����  ������� 5��;
�� ��� ���� ���E� -�+�� � ����������� ��������	 8���; �� ��� ��	��� -����	��� ���
,����� >��5����� ��	 ��� ��	��������� ,����� #�*	+�� +� ��+������ ��� ���E� ����� �
>��5����� ��� ����������� ��+���	 ���� ���� ���E� ����� � 7� �� ���������� ��8��
3�� ���; ��� ����  �����	 ���� ���� -��"�������+��	 ��8��� "�� ��� %�����& �� ���
"�� �� 1���� 2 
�	 3��"����� 6� ���� +�  ��	*	����; ��	�*�	 � � 0�/ � ��"��� ���
+� ��� L�8������� #�� ����� ��������� -�+���� � 3�� ��� FY3�H  +8� 7� �� �'
��������� FY71H� ��� L���� ��� ��	 �� ��� ���	�� <���� � ��"��� ��� ����������		�����
-�+�� 3�� ��� ��� 7� �� ���������� � �� ��� #�� ���� �����	�	; +������ ��	
��� %	���� 8������� �� )������ F%-H� �� ����	 ���	����; ��� ��� ���E� ���
�����	�	�� <�	���������� ���� �� -�����E�� ��� � �� +�  �8��	�� ����; ��� >��	�  �'
����� ���� �����	 ����	 ���� ������� ��� ����+� ��� %	���� 8�������; �������
���	���� ��� ���

?�  ��� 	 ��� +������ +� "����; ��� ���� ������� -�+�� � <��	���	�  �� ��� ��'
������	�� >��5����+�	���������� ����� +�� ����� ��	 ����� ����� >������������5��	
���������	; ��� �� #�� ��� ��	 ��� %�����& ��++���� ��� � ��	;  �� ����� ���E��
-�+�� � >��5����� 8����� L����� ���� ,���� ���������� ��+���	 ��� ���	 ,���� 3'
�� ��� ��� 7� �� ���������� ��� ��	������������ ����; 8� +� ����� ���	�, �����
�������+��	 ,��������� ��	 ������ #�� ����� "���	� ?� ��	 L����� � ��"��� 8���	�� "��	'
+��	�����; ��� ���� �������+��	 ,�� �/ %�5����� �� L���� ��� �� 5	+��	 ��� 1������
���� "�� >� �8�������� ����	� ��������� ��� -�����E�� ,�� � �� �( %�5����� 8����
 �� ��� %	��������	�������� "�� G��# 3�� �������	�����	� F!( ' �( %�5�����H +�
#�� ����� "������ 1�	���	�	 �� ��� ����������		������ -��"�������+��	�� � �� �'
�� #�� ���� ,�� ��:/  +8� ��44 %�5�����; �� 8��� ���	����; ��� ��� -��"�������+��	
��� >��5����+�	���������� ���� �" ��� ,��8����	�� G��8�� �� -���������� 5����
#�� ����  ����	�	; ��� �� �*���� ,�� ����� >� �8�������
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-�+�� <��	 P%�5�Q tmax wmax pmax

��	���; %�����& �!$ F�0UH !$ F0:H : F!H �� F�$H /(: F�0�H
��	���; 1���� 2 
�	 �( F$UH :� F4�H $ F!H :� F�$H 0:0 F��$H
��� �; 1���� 2 
�	 00 F�(UH �0� F4�H $ F!H 4( F�!H /�: F�:4H
<��	����	; %�����& � F!UH !(( F(H : F�H ��! F0H :/0 F��0H
<��	����	; 1���� 2 
�	 / F�UH !(( F(H �( F�H �(! F�(H ��� F���H
����� � ! F�UH ! F!H $ F�H �4 F�!H 0!� F���H
Σ ��: F�((UH $: F���H : F!H :� F�$H /�0 F�!(H

� ���� 0�:. ?��������� ?��� ����� "�� tmax ≤ 12; %-%. ��		��8��	 F%	�'- 8�H

"�(� 6�	�-����� ��� � �

6� "��	�	����� +� 5�����; 8�� ���� �� >��5����+�	���������� ��� ��	 ����� #
 ���
����� %	�����		��	�5��"	8�� ����� �*��	; 8����� >��5������� ���� "�� ��� � ����'
����	 ��� ��	 ��� %�"	8�� %-% �����	� ��� B������ ��	 ��� #
 ��	 �� �� ����& !��
1�	��� ��A�	��; ����� ��� A	� G��	�������� ��� +8�� #��+������� ��	 L�8���� ��0
������	+� ?� ��	 �+�������; ��� ,�� ���� ��� ����	 ������� G��	�����������E� ���
5��	����� �5	��  �������� "�� ���E��� #�� ���� ��	�

��� ?��� ����� "�� <��	���	�  �� ���������E���� ��; �� ���� 4 ���� �� ��� � � 0��;
0�: ��� 0�4 �����	���	� ��� ��� ������ ��� #�� ���� 8� ���� �&���� -�+�� �
��++���	��	����� "�� ��� 1���� 2 
�	 #�� ���� ,�� �((( ���� �� ��� ���� �'
&���� <��	  �� +�� ������ ��� #�� ���� ,�� !(( %�5������ ����� ����+��  �����	��
8��	��� �������	A���� #�� ����; ��� �� J��� �; 1���� 2 
�	K ��5���	 ����; ����
������; ����� ��++���	��	����� � ��� ���� ��� ����+� �	��E�� ��� ����� 8��	���
������ ����  �� ������ 8����� =� ������ ��� 8��� ��� �����	� ��	���� ������
+����5���� �� F��"��� ���� ��"����� 8����H; ��� ����	 ��� ��� � ��	���� ���� ����
F �� 5��H� ���� ��� 1��������� 8���� R ��������	�� ��� <��	����	�  �� ������ 8��'
��; 8����� ��� #�� ���� ��	�� J<��	����	K ����������	� �� <��	����	 5�� ��8��� "��
%�����&'1����������� �� ��� "�� 1���� 2 
�	 1����������� �������	 8������

?� 8����� �������	 !(( #�� ���� ��������	 ��� �����	� ?	8 !'0U ��� #�� ����
���� ��	 ��� %�����&'3��"���� �� �*���� ,�� ��� -�+�� <��	���	� � <��	����	 ��'
�����	��	; ��� ������ %�����&'#�� ����  ���	��	�� �� ����������		 +8������ !: ���
0( %�5�����  �� +�� ������� ��� %	���� 8��������� +�����; ��� ���� ��� ���E	���
��� #�� ���� �� 8������ �� $( %�5����� ����� ���E� ���L������ #�� ����; ��� � <��	'
����	 �����	��	��; +������� ���� ,�� ���� ����� ���� ���E� -�+�� >��5����� ��� ����
�C����� ���E� -�+�� ���������� ��� ����� #�� ���� � �� ��� ����	�� 3�� ���
��� 7� �� ����������; �� ��	 ��� �+�������; ��� ���� ��� ����� � G��	��������
��������� ��� "�� ��� ���� <��	 ��	�

��� 1���� 2 
�	 #�� ����; ��� �� <��	����	 �	�E��; +������� ���� ������ �����
���� ������ -�+�� <��	���	� ��; 8� L ��� >������������5��	 ��� ��++������ ���'
 �5��	 ��	 ��� %�����& ,��������	; ���; ,��������� ��	 ��� ������ 1���� 2 
�	
#�� �����; 8����� ����� ���� ���E� -�+�� >��5����� ��� ����������� -��� ����  �'
	��C	 �� ��� ���L������ #�� ���� ��	 ,����� 3�� ��� ��� 7� �� �����������

��� ��� ��� 1���� 2 
�	 #�� ����; ����� 1��������� 8���� ��� ����+� ��� ��+'
+���	��	�����  �� ������ 8����; �� �� ���� ����	 �� ���	���� ,�� ��� ������ 1����
2 
�	 #�� �����  � � � 0�� ���	 ���; ��� ,���� =	��	����� "�� ���� �	8� ���E���
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-�+�� <��	 P%�5�Q tmax wmax pmax

��	���; %�����& $! F:�UH !: F0/H / F�H �/ F�$H /0! F�/$H
��	���; 1���� 2 
�	 4 F�UH :$ F�(H � F�H 4/ F��H �!$ F�(0H
��� �; 1���� 2 
�	 �� F�:UH ��� F/�H : F�H 4/ F�4H /$� F��$H
<��	����	; %�����& / F0UH !(( F(H � F�H ��� F0H :4$ F�(/H
<��	����	; 1���� 2 
�	 � F�UH !(( F(H � F(H ��$ F(H 4!� F(H
����� � � F�UH : F(H : F(H 4/ F(H /4/ F(H
Σ �!( F�((UH $( F�(:H / F�H :� F�$H /�$ F�0!H

� ���� 0�4. ?��������� ?��� ����� "�� tmax ≤ 8; %-%. ��		��8��	 F%	�'- 8�H

-�+�� >��5����� ��� ����������  ���	��	 8�����; ���� ��	  �� �� 0�4 8������� ����	
���� ��� ���� ?� ��	 �+�������; ��� �� ,�� ��� %	��5	�� ��� #�� ����  �*��	; � 
��� -�����	���� J����5 �	K ��� ��� ���������� ������� ,��5������� 5�� ���� � ��
����	� ��� -��"�������+��	 ��� �����	�� 1���� 2 
�	 #�� ���� ����	 �� ����������		
 �� �:  �� 4( %�5�����; ��� ���E	� ���� ��� #�� ���� ��	 �� �*���� ,�� ��� <��	�'
��	� ������� ,�� 8������ �� ��( %�5����� +� ������ �� �	���	 ��������� � ��"���
"��	; ��� ��� ���E��� -�	��� ��� 1���� 2 
�	 #�� ���� ����	 ��"�������� �����	 8���;
+�����	 8���� ��� 1�����+��� ��� ��++���	��	������

-�� ?��� ��� �*��	 ���� "��	�	�����; ��� ���� >��5����+�	���������� ����  �� +� �����
��		����� ���E� ��� ���� ��	 ��	 ����� %	�����		��	�5��"	8�� �" ����� ������'
� ������ #
 ����� ������ G��� %	���� 8��������� �� �� ��������� 5���� ���E�
3���*������5��	 �"��; � ���  ��	���	�� #�� ��� 		�*������ ��� ������ ��� � ��	 ����
����	� 3�� ���� "�� ���E� #�� ���� ��	 �� ��	8�����; �������� G��8��5�+�	*	��
 ����	 +� ��	��; ��� "�� ���� ������,��8������ ��� %A�	��� �������	 ���� ��� ������
�" ����� ����	����"*����� B������ ��	 ����� %�"	8��; ��� "�� ���E� #�� ���� ��	�����	
��	� =�	 ��� 5��5��	�� >��5����+�	���������� ��� ���� ��; �� �������	 �� ����  �� 5��	�'
����� ���E� ��� #�� ����; ��� ������ �" ����� #
 ��		��� %-% ,�� ��� 		�*��������
?���	+ +� 	��	��� ���� �� 	 ����� -���	����5	 � �� ��� -�8��� �5��	 ��� G��' ���
%�"	8��;  �� �	������ ����� ���� 5���� ���	��; � ��� #�� ��� ��	 ��8����� �	��
��++���� ��� � ���� 5��; �� #�� ��� ��	 �������� %	��5	�� ��� ������ �	��  ��
8������� ����	�

��# ���������������

=� ������ )��	�� 8���� �� >��5����+�	���������� ��� �� ������� ��	������������'
 ��� ,�����	���	� ?� 8���� ��+���	; ��� �� #�� ��� �� ������ ���������� ��� ����	
����� ��++����� �������� �	 ��� �� 8���� ������ ��	������	;  �� +� 8������ ���
���� ��++����� ��� �5��	 �����8����� 8����� 5��� � �� �	 ���� ��+���	; ��� ��
#�� ���  �� ?����������� ��� +��	������ 7� �� ���������� �� ��� �	 ��++���� ���'
 � ��	;  �� 3��8������ ������ 7� �� ���������� ��������� �� ��� ����	�� �*���� ����	�
���� +���	 ���� ��� ��	 G��"� ����� ������������ ����� ��� 7�	+8��59���������; ��� ��'
���������� ������	; 8��� 5���� +��*	+������ +��	������ 7� �� ���������� ���� �� �����

��� 1�������� ��� �*�����'������5	�� ��� ��� %��������	�� +����� ��� ��5	�����
B���,�+ ��� >��5����+�	���������� ���� ��� 8�� ���� ��	������������� ���� �����	��
��	 G��"� ��� �������   ����� ������ -��� 8���  ���� #�� ���� ����	 	�	� �����'
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���� ��� ���	 ����	 ���	���	 ��++���� ��� � ����; �� +����� ���� ��� �����������
?��� �����; ��� ���� +�� ����� ,���� =��	�+�� 	��	+��� ��	 ��� %�����& ���	�� ��'
��� ���E�� ��� ��� +�� ������ ��� �� 1���� 2 
�	 3��"���� ������� 5��+��
<��	 +� ����� ���	���� ������ 5���	; 8� �� ���� ���������� ����	����"*���� G��' ���
%�"	8�� ,��������	+	 8����

6� ��� ��� �5��	 ��� #�� ���� ���������� +� ��	��������; 8����� ����������
3������� �������"���	� ?� 8����� >��5����+�	���������� ���� ��	�������������� ���'
E� ��������	 ��� �����	 ��� ��� L�8���� ,��8����	�� ��	����� ��� <��	�� ���������
1�� ��� ������ �" ����� ����	����"*����� G��8�� ��	 ��� ���"����������� %�"	8��

#�?@; ��� "�� ���E� #�� ���� ��	�����	 ��	; ���� �� ���� ��� "�� 1���� 2 
�	
#�� ���� ��"+��	�� ,�� ���� 8������ %�5�����; ���� "�� ���E� #�� ����� >��������	
�� �� ?&�������	 �" ����� #
 ��	 ��� 8��	 ,�� ���	�	�� %�"	8�� %-%; �� ���� ��
���� ���	���� �*����� ��"+��	�� ,�� ����������		���� �������� ����	��; ��� ���� �'
��� "�� ���� -�8������ �� ����� =�	����	'-����5	��� ���� 8��	���� ����	 ���� �������
-��������� �� 	 �� ���� ���E� 6�	���������  �*���� ,�� ��� ���E� ��� #�� ����; ��'
�� �� ����� ��� -�+�� >��5����� ��� ����������; ��� ��� -�+�� ��� 3�� ��� ���
7� �� ���������� ��	���������  ����9������ ���� �������	 ���� ���	��� <�	������ ��
G��	������� ��+���	 8����� ����; �� �*���� ,�� ����� -��	�E�� ����� ���� =�	����	'
�8������; �� �*��	 ���� �� L���� ��� ����; ��� �� >��5����+�	���������� ��� ����
��� ������ �� 5+��	 ��� <��	 ����� �*��	�

�+�	 ��	 ���. �� >��5������� ��� ��	 �8��� �M ?� �	 ��5	����� B���,�+ ���
�� ��	; ���� ���������� ����	����"*���� G��' ��� %�"	8�� ,��������	+	; ���� #�� ����
������� ,�� 5��+��	�� <��	 ��	 %	����,��"���� ��� �� ?�� ���E	��� ��� #�� ����
��	 ����5	 ��	 ��� %�����& ��++���� ��� �; 1���� 2 
�	 3��"���� ������ ���� "��
��� ���	������ #�� ���� +�� ������ ����� ��	����� ������� �� >��5����+�	�������'
��� ��� ���	 ������	���� ,�� 3����	�	����� ,��� <��	 ��� -� ��	 ��� ��	���	�	+	
��� ���E	�������� <�"���������	 ��� �����������
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��	�����������#�� ��� ��� $���� ���
��%�	������ �� &��������

6� +� ,���	����; �� 8������ -�	 ��� >���� ���������� ����� >��5����,����	�	���
���� #�*"����+�� "�� >��5����� ,���� �� ��� 8����� �5	���� ��������� ��� "�� ���
������	��� 		�*������� <�"���������	 ��	 ��� +���	���	�� #�*	+�� ����; ���� �� 3��'
��	�� ,�� ����������� �� )�������	�� ,�� >��5����� ������ ��	������	 8������

��� 8��	���"	�8��������"	����� <8��� ��� )�������	��,����	��� F
������� 1�'
�,���H  ����*"	��	 ���� �������� ��	 ��� <�������*���� +8������ ��� ?��9���"5'
	���� �" �� 3����	�� ,�� )�������	�� ��� ��� ��	��C���� )�"��	������������
G��� ������� �� �� ������ ��� ��A����������� ��� ��+���������� �5	���� ���� B�����
%����� 1�	���	����� ���� ,�� ���� �� ��5�	��� 8���	��; � ?�5���	����� ��8�����
8�����; ����� 8����� ��5�	���	�����5�� ��� '�	�	����� �� )�������	��,����	��
���� +�� )�"��	��������� ����� #����5	� ���  ����9����� �*��	� ? ��"��� 8��� ��'
	������	; 8������ ���� )����� ��+�������; ��� ��	��	����� )*�"�� �����  ��	���	��
#����5	�� ���	�����; ��� 8�� �� ��� ��5����� ���  �8�� �� 5���

��� %����	������ F��� �����AH �������� ���	 ,�� �	������; �����	������ )��'
�����	��; ���� ���������� %�������; �� ��� ��	������	; 8����� ?�	����������� ����
 ����9������� %������ ��  ��	���	�� %�	�	����� 8������������ 	��C�� 8������ <��� ��	
��; %�	�	����� ��	 �������� ��	����������� %������� +� ��	�������� ��� ����������
+� ��	�������; ��� ��� "�� ��� ���� ��8���� 1�	�����	�� ��	����� ?��� ��� ��	�	��	�
-�5	����� ���� ����  �������� -�	 ,�� %������;  �� ����� �� ��� ���"���	�� ���� ���'
���� %������ �� ��� +�� 3��5�" �	������� ��	 5��5��������� ?�� <��� ��� 6�	���������
,�� -�5	����� ��	 �� �����+������; 8������ ?��9��� ,����������� B����� ���� -�5	�'
���"����� �" ��� -����� ����� -�5	��� � �� ��� 8����� -�	�� ,�� �	�	��������
3����	�� ����� ���� -�5	����"���  �����	��	 8������ ?�	��������� ��	 � �� ��� B����
,�� =�"���	��� ��� ����� <���� ����� 1��	�� ���� 3��5*�"��� ?� 8��� ��	������	;
��8��"��� ��� 3���C��	������� ��8����� =�"���	��� ?��9��� �" �� ?��� ��� ,�������'
����� -�5	����"����� �	 ��� 8����� -�5	����"�����  ����� ,����������� 8�����;
�� ���� ,��	����"	� 1�5��	� � 8���	���� =�"���	��� +� ����������

1���� 1������� ���� 8���	�� "�� ��� 6�	��������� ��� ?��"������ ����� +8��	�� %	�'
"� "�� �� >��5����+�	���������� ���� 1��� >��5����+�	���������� ��� 5�� ��;
8�� �� -�5	����� ���; �,�� �������; ��� ��� ���������� ���� #�*"����+�� �	����
8*���� ��	 ��� <���; ���� ��������	 ,��	����"	� <�	������ +� ���������� � �� 5��'
��� -����+� +� �	�	�������� 3����	�� +� ����� ,�� �� L�5	�,�� >��	��  8���������
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#�*"����+�� � "�����; ��� ���� �� - �*����5��	 ,�� ��� ����� ���� #�*"����+��
��� ������ ���������� �" ��� <�	������ ��8��5�� 5������ )��+��	� ��� )�������'
	��,����	��� ���� 8������� ��� 6����� �"��; 8���� ���� ��� �� L�5	�,�� #�*"����+��
����� 1�5��	� � ��� ���	�� <�	������ ��� ���	 �����+�	 ��� #�*"����+�� ��� ������
���������� ���	�*����� *����� 5������

=� ��������� 8����� +��*���	 ������ 8���	��� ?�5���	����� +�� )�������	��,��'
��	�� �� ��� 1������ ��� ��+���� #�A��������  ������� ��� ?� "���	 ��� - �����		
� �� ��� "�� -�5	����� 8����	������ ��������� ��� %����	������� ��� ���	����� ����
������ )��	��� 8����	 ���� ����� ?��"������ +� -�5	����� ��� ��� 3���	������ ,��
-�5	����"������ G��� �� ���	 �� �� ��� 3�������� ,�� -�5	����"����� �� 1�+�� �"
��� 8*����� ��� -�5	��� ,���C��	����	� =�"���	���� ?��  ��������� -�������5 ����	
�" +8���	����� -�5	����"�����; � ����� ���� ������ ��+�������; ��� +8������ ���
���+����� %	�"�� ���� 3���C��	������� ��8����� =�"���	��� �			 ����	; 8� 8�������
����� ?��9��� �" �� ?��� ��� ��� -�5	��� �	�

!�� /���������0�������

%	����� ��� )�������	��,����	��� ������ �+� �����+������; 8�� )�������	�� ��'
	�� ��8*����; 5�"�� ��� ,��8�����; �� ���� ������� 1����"����� ��� >������ +�
 �"��������� )�������	��,����	�� �*��	 ���� ��������� �� Z��� -5	�,�	*	�� ,�� ��	��'
	������ ���� 		�*�������� )�������	�� ,�� ��5	� L�5	�� V ����� �� #����5	�; �����	�;
G��������� ����� ���� =����J P)�	((; 1�4�Q� )�	��� P)�	((Q ��	��	���	 ��� �� )�"'
,����	��  ����9�������� �5	���� �� 5��	������; ��+���; ����������� ��� ��A������������
1��5�� ��� ������ P1�4�Q �� ��������� ��	�� 6�8��	���9����� ��� 5��	������� ���
��+���� �5	���� ��� ����� ��� ������ �� ��� #�A�������� ��� =���,�������

3�� 1����	��� "�� �� >��5����+�	���������� ��� ���� ���L������ �5	����; ���
�E���� ��� #�*"����+�� "�� ��� >��5����� ?��9��� �" ��� ��	+	�������� <�"������'
���	 ��� ���������� ��	 ��� <�	������ � ��� )��	�����  �����	� �5	���� ��� ?��9���
��� ��+���� )���� ��� 6��� ��� ���� � �� ��+�������E��; ����� ������� ����  ����	�
�� ��� -��8�� ��� >��5������*"����+�� ������� >���	�� ��	 ,������� ��� 1�	���	���
��� ��������� #���������5��	�	A��� ��� ���������� ��� ��8��8��	 ��	�������� �� #��'
�������5��	�	A��� ��	 ��� <�"���������	 ��� ������� <�	������ �� 3�� ������ ��	 ���
<�	������ ��� ������ ���������� ,��5���"	 ���� 5������

)��� G����A PG��0/Q ��	8��5��	� �$0/ ���	��� ���� ������� � �� ,����������� #��'
�������5��	�	A��� ,�� ��������  �+���� �" ��+���� 3����	�� ��� +8�����������������
=�	��5	������ %�� ��	�������� ��� "�������� ������� ?���	��������.

• J��,��� "��8�� 8�	� ������K F�������	H. ��� ������  �8��	 ���� +������ ��	
��� ������; 8����	 ���� ������ +�; ��	 ������	�

• J��,��� ����	 ������K F�������,�H. ��� ������  �8��	 ���� ���� ��	����� ���
����; ��	 5*��"������ ��� �������,; ����	 ���� ����������� %	������ ����

• J��,��� 8A "��� ������K F��	����H. ��� ������  �8��	 ���� �� �*���� ,��
��� ������; ���	�+���	 ��� 5���	 ����  ,�� �������

����� ���� B���	����� ��� ����� )��9�5	� �	���� �� <��	��� ,�� G����A� 6�	����'
������� ��� ������� +�� ?�	�	����� ��� ?�	8��5���� ,�� 7�������� %�� ���	 �,�� ��;
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��� ��� ������ ����� ?�"������� �� ��"� ������ �� ��� ���L����� ������ ���� %	�	�'
���� �����	; ��� "�� ��� ��� �	 ��� ����	�� 3��	���� +� � �� ������	� ��� 3���������"	
����� 3����	��� 5�� ���� �� ��" ��� <��	 ����� ���� ?�"������� *����� ���� ���
��	�	���� �����	 ������� %�� +���	 ���	 ��� �������������; ��A������������ ���'
���+�� �"; ��� ��������� ��� "�� ��+���� 3����	�� ��� ������������ ��	�������
�����

-������	� #������� �	�� �� ��� ��� � ��� -���5������ ��� 8������� ����; ,��
������ G��"� ��� %���	+ +� ����	��� %�� ���� �	����	���� ��� ,��������; ,�� ��� ������'
���"	 5+��	���	 +� 8������ ��� ���������"	 ,�� ������ ��	 ���� 8���	�� "�� ������	�
#�������� -�������,� =���,����� �	�� �� ��� ?�"���; ���	 ��� -������� %�� ������
�	�	������ ��� �����	���� ��	 ��� ������� <����� ��� 3��	����� �� -���� ��"���� ����
"�� ����� =���,����� ����	 ,�� 1����	���� ���������"	 ������ ��	 "�� ��� 8���	�� ��
��"������"	 +�� 1��	*	����� ��� ������� %�� �	8��	��"����� ���  ��5���	� #�������
�	��	 ��� 6� �*����5��	 ,�� #9���	�� ��� ������ �������� �� 3����������� %�� ��'
 �� ���� ������ ��"����� ��� ��� ����	���� ������ ���	��; ��� �������� ��"����
"�� ��� ����,������� �������	 ���	������

������ PB��/:Q �	 �� ������ 1��� � �� ��A����������� �5	���� ��� 1���"�8��
��	�� ������ ��� ��� ?��9��� ,�� G����A� #���������5��	�	A��� �" ��� 1���"�8��
��	������	� ?� ��	8��5��	� ����� ���� ���"���� ���	; �� ��� #���������5��	�		�� �	�
 �� #�� ���� ���+�8������ 6� ���+�8�����; � ��� ���	 �� ��� ��� ��	; ��� #��'
�������5��	�		�� �	� ����,��� ,��������� +� 	������; �	���	� ������ 8��	��� ����� +�
?�8�	�����  �+������ ��� 1���"�' ��� )�������� ��� ��� ������	 ?��� �����; ��� ��	
��� ��	��	�,�� ?�8�	����� � ������	���	��� ?� ���� ��� �,�� ��; ��� ��� ?������
������ ���	��	���� ���������� 8�� ��� #������������� ��� 1���"�8��	��	� ��"��	�
0$$ #�� ����; ,�� ����� ������ �4/ F!:UH �� ������	; �44 F!4UH �� �������,
��� ��� F�/UH ��  ��5���	 ����	�"	�� ?� ���� 	 ���� ��� ��� ��5	���� �������� -�	���
,�� ������	�� ��� �������,�� �������� ��� ��� 5�������� ���� ,�� ����� 3���	�� ,��
 ��5���	�� #�������� R �� ��� 8��	���� ?�������"	�� ��� ��� B���*���		�,�	*	 ������
���	�������� ���	 ������ 5���� �������� -�������


���� P
���:; 
���4; 1�4�Q �	 ���� 5�����&��� %5� ��	8��5��	; �� ����� #�����'
����5��	�		�� �	� +� 	��	��; ��� �������	� 
-� F�������	'�������,�'��	����H %5��
?� �	 �� ������ %	����� ��	������	; ��8��8��	 ��� #���������5��	 ����� )�������	�� ��	
��� )����� ,������������ ��	�� +������ �*��	� -���� ����� ���� ����� �	 ��
� �����"	; "�� 8����� ��� ���� 
��5	�����5��� ��� =���,����� � ������������		����
���� ������+�� �"8���	� 
����� ?&�������	 8���� ��	 �������	 �/: %	����	�� ���
>��	���"	�8��������"	�� � +8�� 6��,����	*	�� �������"���	� 3�� ������ 8����� ���'
����	 �� ���� ������+�� +� ������	�� 3����	��; �: +� �������,�� ��� :/ +�
 ��5���	�� 3����	�� �"� ��� 
��5	�����5��� 	��	�� �� ������ ��� ��� "�	 +�
�������� ������ �"; �C*���� ��	 ��� ���� ������ -�	��� �  ��5���	�� #������� ��
�� ������ 6�	������������ ���� 8���� ���" ������	��; ��� �� ��	�� ���  �"��	��
%	����	�� ����  ��5���	� #������� �� 	 �� �� ��� ����	 �,��5������


����� 6�	�������������� �����  �+������ ��� #����5	��*"����+�� ,������������
)�������	��	A��� ���5�� ���� ��	 ������ GA��	������ -������	� #������� +�����
���� #�*"����+�� "�� #����5	�; ��� ��+��� 1�+�������� ��	���	�	+�� ��� ,�� �������
-�������,� #���������5��	�	A��� 	�������� +� ������� #����5	��; ��� ��	 ��+���� %	'
	�� ��� ��"���������� =��� ,�� ����� 8����� 5�����; 8*�����  ��5���	� ����������
#����5	�  �,��+����; ��� ���� 6� �*����5��	 ��� �������	 ��	���	�������� ����� 6�	��'
��������� +����� ���; ��� 		�*������ ��� <��������� +8������ ��� ,������������
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?&	�,������ 3��	�*�����5��	
�����*���� ' ���8����� ��	��	�� ' ���	��
"�����	�� ' ,����������� 8���8������ ' ��E����	��

��	�������������	�� ' +����5��	��� "��������� ' �	��5����
�������� ' +����5��+���� 5�����	�, ' "���������

� ���� /��. 
��5	����	����� 3�� ��� ��� ���	��  ����� #���������5��	�"5	���� ��
���"'�5	����'������ ��� #���������5��	 F��� P-1$:QH

#���������5��	�	A��� ��� #����5	��*"����+��  ��	��	; ���  ��	���	�� ��+���� 3����	��
8�������������

?� � +�� 
-� %5� ���� ������ 8��	��� 3���C��	���������; ��� ��� 3����	*	 ���
%5� +�� ������� ��� #���������5��	�		�� �	� ��	������	�� ��� ��� �� 3�� ����'
������ ,���������� F����� +�1� P��$4QH� >��	��� 6�	����������� �� 1�+�� �" )����'
���	��,����	��; ��� ��� �" ����  ���	�� ���	��� 3��	������ ��� ?�������"	�� �� ���
1�,��5����� ������E�� �����; ���� ����	 ���������  +8� ���  �	��C����� ?��� ����� ����
�� ��� 3���C��	��������� ����	 ��	��	��� =� ������ -� ��	 ����� 8�� ���� �� )��'
������� +8������ ��� ,�����	���	�� ����������� ?��� ������ ,�� ����� -�	��� ,�� !(U
,��  ��5���	�� #������� ��� L� !/U ,�� �������,�� ��� ������	�� ��� )�����
- 8��������� ,�� ��� B���	*	 ���� "�� ����� -� ��	 ����	 ,�� 1����	���� ��� 6�	��'
��������� ��8��� ,�� ������ �� ��� ,�� 
����  ������ L����� ��� �	����; ���
����� #���������5��	����5��� "�� ����������� =�	��5	��� �&��	����� ��� �����8�����
8����� 5������ ���� 5�� �� �,�� �������; ��� ��� ,������������ #���������5��	'
�	A��� � ���� 8�� �" #����5	� ����� ?��9��� �" ��� )����� ,�� >��5����� � ��
��� ���� ��� #�*"����+��  ����9������ >����� 
��5	����	�5 ,�� >��5����� �" ��'
	������������� -�	�� ,�� ��+���� 3����	�� ������	��; 8��� � ?��� ������ - �����		��
���� �*��� ���*�	��	 F��%� $!H�

�� ������ ,�� G����A �	 �� L������� <��	 ����	 ���� ,��� -�"���5��5��	 ����	��;
�� ������	 ,�������� 8����� +� ����� �� ����	  �� ������� *������� �5	���� ��
8��	 ,�� ���	�	�� -��*	+�� ��� #���������5��	��	��5	�������� 8������ -�� 1������� ���
�� -�"�� ��� ����+���� ���� ��	8��5��	� ���"'�5	����'������ ��� #���������5��	
�����	 P-1$:Q� �� ������  ��	��	 �� ��� "�������� "��" #���������5��	�"5	����
������� ������.

• ?&	�,������

• 3��	�*�����5��	

• ��8������"	��5��	

• ?��	����� %	 ���	*	

• �C�����	 "�� ?�"�������

=�	������	 ���� �� ������ ��� ��� �������� ��� ���	��  ����� �5	����; ����� 8���	���	�
3�� ��� �� � � /�� ����� �� 8������ ?� ���� ���� �����  ����� �5	����; ��� ����
�" ��� =�	��5	��� ����� #����� ��	 ����� 6��� ���  �+���	� ?� ��	 +� ��8�	��; ���
���� ��� G����A ������	� #����� ��� ��� ���"'�5	����'������ +�� ����� ,��'
	�*����� ��� +�� ������ �&	�,��	���	 ��	� ?��� �������,� #����� 8*�� 8��� � ��"���
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�&	�,��	���	; � ��� ��� 3����	�� �" �� ������ ��������  �+���	;  �� � �� ���'
�� � ������ ?��� ��� 3��	�*�����5��	��5�; �*����� "��������� �	�� ?���  ��5���	�
#����� 8*�� ������ 8������������ �� ��	��,��	���	 +�  �+�������; � ��� ���� ,�� ���
���� +����5 +���	; �� ��� ��� 3��	�*�����5��	 �� ��� %��� ���� ��	���������	� B��'
�� �����	� ������ PB��/:Q �	���	 �E����� ��� ?��������� ������	��; �������,�� ���
 ��5���	�� �A��� �" ����� +8�������������� %5� ,��; ��� �� ��� ����� ���������
��� ��� ��� ��8�����	�� ������+  +8� 6�	��8��"��� ���	���	 ��� �" ��� +8��	��
%5� ��� ��� ��� ��8�����	�� ���	�+ ,�� ������� -������	� �A��� ��	��8��"��
���� ���� ��� ������ ��� 7*�� ������; �������,� ������ � ��"��� ��� 7*�� ������;
 �� �� ��� +� ����������� - ��5���	� �A��� ����� ���� +8������ 6�	��8��"��� ���
������+ �� ���	�+ +� ������ 8������ ����� %5� �	 ���� ���E� O������5��	 ��	 ���
+8�� �5	���� 3��	�*�����5��	 ��� ?&	�,������ ���  ��	*	��	 ����	 ���  ������� ����
<��������� ��	 ��� ?��	������ ,�� G����A� G����A� )�����5	��� ����	 ���� ���
��� �� ������ #���������5��	��������� 8�����; 8��� ��� ����	 �� ��� ���	 ��8*��	��
������������	� ��� <��������� +8������ ��� "��" #���������5��	�"5	���� ��� 3��'
��	��; ��� �������� ��+���� 3����	��; 8��� �� ,������������ #� ��5	����� ��	������	
���  ����	 F����� +�1� P#�(�; #�(!QH�

=�8��8��	  ����9����� ��� ��� �����	�� #���������5��	���������"	�� ��+���� 3��'
��	�� ��� ��� #�*"����+�� ,�� >��5����	����������X -������	� #������� �	�� ��
��� ��� ���������"	 ��� ��� %���	+ ,�� ������� %����� ���������� 8����� ���� �"	
��� ���������"	 ,�� ������ 1�5��	�� ���� �������� 8������� ��� ���� ,��������	
,��������; +������ ��	 ����� ������ ���� ����� �������� ������ �� >��5����� +�
 �������� ? ��"��� ������� ��	 ��; ��� ������	� ���	� ���� ���L������ >��5�����
��*"�������; ��� ,�� ,����� ������ ��� ��*"�����	 ��� ���	 ���������"	���� �� ��	����'
��	  �8��	�	 ���� 5+��	���	 ����� =�  ����� �*���� ���� ��� #�*"����+��  �*���� ,��
#�*"����+�� ���� ��� <�	������ ������ �����������

- ��5���	� ���������� 8������� �	�� �� ���� ��� ��� �����	���  �+���� �" ���
������	��� %�� 8����� ���� ,�� ��� ����  ��� ����	�� ���� ����	  ����9�����
������ - ��5���	� ���������� 8����� ���� 8��� >��5����� ��*"�������; �" ��� ���
��������� -�"���5��5��	 ���� 8������ ����	�	; "�� ��� ��� ��� #�*"����+ ��� ����
������ ��	� �A�������8���� ���� ���� >��5�����; ��� ��� ����� <�	������ ��	8���� ����
"���� #�*	+� � �� ����  ��; 8��� �� 5����� R �������� � >��5������*	+�� �� 	; �����
���������� ��	 �������� #�*"����+�� +���	���	 ����� -��� ����� #�*"����+ ,�� I���
�&+��	������� >��5����� ��	  �*���� ,�� ��� #�*"����+�� ��� ������ �����������

��� �������,� ���������� �*��	 ���� 5���� �������	� - �*����5��	 ,�� ��� #�*"����'
+�� ��� ������ ���������� "����������� %����� ���������� ���� 8������������ ���	'
�*������  ����9���	 ����� ��� ����	�5 ��� >��5�����; ��� 8����� ���L������>��5�����
8*����; ����� ������ ����� �����	�� ���	5�����; ?�"��� ���� -������ ,�����������
���� ������  �� ����	 ��	8�������8���� ���L������ >��5����� ����; "�� ��� ���� ���
������ ���������� ��  ��������� �E ��	���������� ���� � �� ����	� ����� #�*"����+
��	 ����  �*���� ,�� ��� =���	�� ��� >��5�����; ��� ���� ����  ������ ����������
��	 ���+��+����� ������

!�� ����	����� 	�� (����������

��� %����	������  ����*"	��	 ����; ��+ �������� "��������	; ��	 ��� �	�	�������� 3��'
��	�� ,�� +8�� ���� ���� �	���� ��������� #������� �� ?�	����������' ���� )��'
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9�5	��	�	����� P��	$$Q� %�� ��	������	  ��������8����; 8�� ��	������� ��	����������
#������� �"  ��	���	� %�	�	����� �������� ��� 8����� ?�	����������� ��� 	��C��;
�� �� ?��� ��� "�� ���� ��� �	 +� ��	�������� %�� ��	������	 � ��"���; 8�� %�	�	�����
���	�	�	 ���� ����	��; ���	 "�� ��� 1�	�����	��; ��� ��	+	���� �����	���� ���5��� ?�	'
����������� "*����; �� �������	  ��	� ?��� ��� ��+���	 8����� 5��� ���� ���� ��	
��� %����	������ "�� �� >��5����+�	���������� ��� ��	������	� ��� ���������� �����
3����	�	��� �	���� ,�� ��8����� ?�	�����������; �*����� ��� 3��� � ,�� #�*"����+'
8��	��; ��� � �� � �� ��� <��� ,�� -����; �*����� �� ��8���� >��5����� �����	���	
+� 8������ ��� ������	�� ��� 3����	�	��� 5�� ��� %���������� ,���� �� ��� �'
��	  ����9�����; 8����� -�+�� ��� -�	 ,�� ?�	����������� ��	��C�� 8����� 5������
%��� <��� ��	 ��� ���E	�������� <�"���������	 ��� ����	���	 ��� ����������; ��� ���
�����	���	 ���� ��� ���	�	��� ��� <�	������������������

?�� %���� ��	 ���� �� ����� ���� ����� I ,�� n %�������� ����� %������ �	 ���� ���'
�� � ��������� %	�	����� Σi +�� 3��"�����; ��� ����� ?�	����������� �� ������ %����
 ������� ��� >��� L���� %������ ���� %	�	���� σi ∈ Σi 8*��	; �� ��	�	��	 ��� %	�	����'
5������	��� σ = (σ1, . . . , σn); ��� ��� -����� ��� %�����  ��	���	� 3�� %���������
�*��	 ��� -��+������"��5	��� Hi(σ) ∈ R  ; ��� ��� ��8��� F���� 3�����	H  ������� 	;
��� %������ i �� ��� -����� ��� %����� +���	� ?�� %���� 8��� ���  ������� �� �����
��� ����� ��� %������; ��� ����� ��� %	�	����� "�� L���� %������ ��� ��� -��+������'
"��5	����� "�� L���� %������ P1?�(�Q�

1�� ����� ������� ���"���� %���� 8��� +��*���	 �,�� ���������; ��� 5��� %������
=�"���	����� � �� ��� ��8*��	�� %	�	����� ��� ������ %������ �	; ��� ��� ��5	����
L���� %������ �����	� ����� %	�	���� 8*��	� �� ���	 � ��"��� �,�� ��; ��� L����
%������ ��� ,���� =�"���	��� � �� �� %���� �	; L���� 5���	 ��� ��� %���������� ��� %�����
��� ��� ��������� %	�	����� ��� -��+������"��5	����� ��� ������ %������� ���� ��	
 ��������8���� "�� 8��	���"	����� 1�	���	����� ����������; � ���� ��� 6�	��������
��	 � ������� 5��; � ��� ��8��8��	 ��� )��5�����	 ,��  ��	���	�� %�	�	����� ���'
�	���	� >��	����� 5����� ��� %������ ����	 5����������; ��� 5���� 3��	�*�� ��	�������
 ������E��; �� ����  ��	���	� %	�	���� +� ,����� ���� ?��� 8��	��� -�����  �	��C	
��� B	�����	*	 ��� =�	�������+ ��� %������� ����� %������ ��	 ���������E�� �� ��� ���;
�� %���� +� � �������� ��� R ����������  �+������ ������ %	�	����8�� �+��	������
����� %������ 	��C	 ����� ?�	����������� �" ����� �	������ 1���; ��� �� <��� �	; ���
������� 3��	��� +� �&��������

%�����; ��� �� �������� �"�������"�������� %����		��  ��	����; ��� ,�� ��� %���'
����  �� ��	�	 8����� ���  �� ����� ��� %������ ����� �*���	� -5	���  �*���� ,��
�����	��� %	�� ��� %�����  ��	���	; ���� %����� �� �&	����,�� ����� ��� ������ %���'
�� 8����� ��� ��������� <��	*��� ��� %����� ���������	; ��� =�"���	����� � ��  ��������
%����+���  �����	�� PB�$(Q� ���  ��������� ?�������"	�� ������� %����� ����  �� "��
-�5	����� ����	 8���	��; ��� 8����� ���� � ������ %	���� ����	 ��������	  �	���	�	�

6� +� ��	��������; 8����� %	�	����� "�� %������ ,��	����"	 ����;  �	���	�	 ��
+��*���	 ������ %	�	�����; ��� "�� ����� %������ �� L���� ��� ������	��� �� ,��	����"	
���� 8�� ��� ������; �� �*���� ,�� ��� %	�	����� ��� ��	�������� %����� %	�	�����
 �+������	 �� �� ������	� 1�+������ σ−i = (σ1, . . . , σi−1, σi+1, . . . , σn) ��� %	�	�'
���� ���� %������  �� �" ��� 5	����  �	���	�	�� %������ i; �� ��	 σ0

i ���� ������	�
%	�	����; 8��� Hi(σ−i, σ

0
i ) ≥ Hi(σ−i, σi) "�� ��� σi ∈ Σi\{σ0

i } ���	� ?� ���� �E�����
������	��� ���� %	�	���� σ′

−i �&��	�����; "�� ��� ��� >�� ,�� σ0
i ���	  ����� "�� %������

i ��	 �� ��� >�� �����  ���� ���� ������ %	�	����� ���	 ���� "�� ��� %	�	����� σ−i ���
������ %������; �� ���E	 σ0

i �	���� ������	� =� ������ ��� �*��	 ���� ��� �� ≥ � ����
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��������� ����� ��� > ����	+��� 3�� ����� ������	�� %	�	���� 8���� �� ��8�	��;
��� ��� �	���� ���5����� %������ ����� %	�	���� 8*��	; � ��� ��� ������ �� ������
������ %	�	����� �� 5����� ��� 7��	���� ,��������	; �� �*���� ,�� 3����	�� ���
������ %������; ��� �� ��8����� %�	�	����� ���	� 3��	����� ?��� ��������	� %	�	����
��	 �����	��������� ���� %	�	����; "�� ��� �� ���� 8��	��� �� 	; ��� ������ �� ������
������	 ��	� 6� %	�	����5������	����� +� �����; ��� ���� "�� %������ ����� %�����
� ��	��; 5�� �� ��������	� %	�	����� ,�� %���� ����������� ��� ��� �� ����'
+���	� %���� 8��	��  �	���	��� -�" ����� >���� 5����� 8��	��� ��������	� %	�	�����
��	�	����; �� ��� �� �� %���� ��5+����,� ����+����� ��� ����	 ,��������	 ��� ���� "��
��� 1�	�����	�� � ��	���� ������ �� ���� ����� %	�	����5������	��� ����� 5���

��������8���	�  ������� �� �������5��+��	� ,�� %������; ��� +�  ��	���	�� %	�	�'
���5������	����� "������ ��  �5��	��	� ��������8���	�5��+��	 ��	 �� 7��'������'
��8���	; �� ��� 3��	����"	��5��	 ,�� ������	���� - 8������ ,�� ����� %	�	����  �	���'
	�	;  �� "��	�� %	�	����8�� ��� ������ %�������

��4������ �5� ���� /�
��	�����<	�
���� σ∗ = (σ∗
1 , . . . , σ

∗
n) ����� 9���������	� �����

 ��� !�
 7��� /�
��	�� σi ∈ Σi ����� 7���� /�����
� i ∈ I 	���" Hi(σ
∗
−i, σ

∗
i ) ≥ Hi(σ

∗
−i, σi)

7��'��������8���	� ���� ��5	���� �	 ��� )������	����� �� ��� %���; ��� ��� ���'
+����� %������ 5��� =�	������ ��� �	; ,�� ������ %	�	����  +�8������� %����� 5�����
5��� 7��'��������8���	 � ��;  �� ��� ���� �� �����

1�������� 7��'��������8���	� ���� ���L������; ��� ����� ������	� %	�	����� ��'
�5	�������	 �����

.������ �5� + ���� &'���	 �� ��
��	 ��������� /�
��	��� ��� ��� ��������	�� 9���
������	� ���� ����� /������
�+ ���� &'���	� ��� ��
�� ��������
��	 ��� �������
��� /�
��	��� ��������� ��� ���
9���������	� �����

��������8���	�; ��� �� ������	�� %	�	�����  ��	����; 8����� �"	 ��� �� ���������
������	� ����  �+������	� ������	� ��������8���	� ���� �	*�5�� �� 7��'��������'
8���	�; � ��� %	�	����8�� "�� ����� %������ �� �*���� ,�� ��� %	�	����8�� ���
������ %������ ��	 P1?�(�Q�

�� 	 �� �� ����� %���� ������� ��������8���	�; �� ��	 ��� ����; 8������ �,�� ����'
����	 8����� 8���� ������ �� 	 �� %�	�	�����; �� ����� ��8���� ?�������"	�� �����
��������8���	� ��� ��5�� ��� %������ ,���	*�5	 �" ������ ��������8���	 ���5��; 8�
8������� �+� "���	; ��� �� ���� ��� B���������� ������ ��������8���	�  �� ��	��
8��� �� ����� ������� ���� ��	 ��� !��������� �@���; ��� ��� ������� ��������8���	 ���E	
!����� ������	� ���� P�A�$:Q�

<�� 1���	������ ��� ����	���� ������ ����� %����� ��	 ��� 1����C ��� #��	�'?"�'
+���+ ���� ��	+����� ?��� %	�	����5������	��� ��	 �
�����A�����; 8��� �� ����	 �������
��	; ��� -��+����� "�� ����� ��� %������ +� �������; ���� ��� ���� ��� -��+����� "��
������	��� ����� ������ %������ ,���������	��	� ?�� -��+������,�5	�� ��	 ������ ��
����� +8��	�� �
�����������; 8��� ��� #A�C ��� ���	�� 3�5	��� "�� 5����� %������
�������	�� ��	 �� ��� ��� +8��	�� ��� "�� ������	��� ����� %������ ���	  ����� ��	� ��
������ B������ 8�������  �+������	 ���L����� %	�	����5������	���; ��� ��� �����	�
%���� ��� -��+������� "�� ��� %������  ����	�	; ���� � �� ��� ���+����� %������ +�
 �	���	��� �� ��+��� ��	���� ��	 +8����*��� ���	�'�D+���	� �� ��+��� ��	����



$�

��	 ��� ��	�� )����	 "�� ��� ,�� ����� 3����	�	����������	�� ����	�� 	�� <�'
�	��; � �� ��� �����	�������� ����	+�"���������	 ���� ���������� ���	���	� >�� ����
��� <�"���������	 �" ��� ���+����� ���������� ,��	���	; 8��� ���� �� ����	  �	���	�	�

=�"���	����� ������� ���� 8���	��� B���� �� %������ ��� ��� ��������  �� ��� -��A��
,�� -�5	������ ��� 3����	*����5��	 ��� =�"���	���  ������� 	; 8��,���� =�"���	�����
��� %�������  �5��	 ����� ��� %A���	��� ��� =�"���	��� ������ ��	���������	; ��8��'
8��	 �� ��	������������� =�"���	���  �� ��� ,������������ ����������� ����� %����� �� 	�
1�� ����� %���� ��	 ,����	*������ =�"���	��� ���� ��� %������ � �� ���  ����9�����'
��� �5	���� ��� %����� ��"������	� ��� ������ �� �	��	 ��� %���� ��	 ��,����	*������
=�"���	���; ���� �� �� 	 �� ��8���� =�"���	���; ��� ����	 ���� %�������  �5��	 ��	�
1�� ����� %���� ��	 �A���	������� =�"���	��� ,��"���� ��� %������ � �� ������ �� =�'
"���	�����; ,�� ��� 8*����� ��� %������ 6�	���������	 ���� ������ ��� =�"���	���
+8������ %�������; �� ������	 �� ,�� ����� %���� ��	 �A���	������� =�"���	����
#��,	� =�"���	��� ��	 ���� =�"���	���; ��� ��������� ��� %������ �	 ��� ��� ���'
��� ����	 PB�$(Q� 3����������� )�� ��	����� ,�� 3����	*����5��	 ��� %A���	��� ����
���5 �� 1��������8���� ��	 ��� )�	�������;  �� ��� L���� %������ ������ ������ )�	��
,�����5	 ��� ����� �C�� �" ��� ����� ������ �	; ��� 1������� "�� ��� %���� ��	 ��,���'
�	*������;  �� �A���	������� =�"���	���; � L���� %������ � �� ������ � =�"���	���
,��"��	;  �� � �� ����	 � �� ��� ����	� =�"���	���� 3����	*����� =�"���	��� 5��
��������� ��� �A���	����� �����

=�� ��������  �� �A���	�������  +8� ���,	�� =�"���	��� ������� -����+� ����
8���	��� B����� =� ����� %���� 5�� �� -����+� "�� %������ �� ��;  �� ��� 1�5��	�'
 � ��8����� ���,	�� =�"���	��� �	�	������ +� �����; 8��� ���� ������ �� ?��� ���
��� %����� "�� ������ %������ ����	�,  ����9����� �*��	� �� %�������� ��� ��	 �	������
8�������  �*���� ,�� >�����	�����	 ��� -�� �� ��� ������ %������� ����� ��'
�������"	�����; ��8��� -�� � ,�� ���,	�� =�"���	��� 5�� ���� �� ?��� ��� �����
%����� "�� ��� %������ +�� 7��	�,�� 8�����; 8*�����  �� ����� 8�����	����*E�� -�'
� � ��� %������ ����	����� 8������ G��� �	���	 ���� ��� ��� ����; 8�� ��� B����� ���
%�����  ����C�� ���� ������; ���	 ��� %������ 5����� -����+ � �� +� ������ )�����
-����+ +� ����� � �� ���; 8��� ��� ����� %��� ��� >�����	 ������	��� ��� � ����
��	�� ?��� ��� ��+����� 8�� ����� ������ >�����	����*E� -�� � ���� ��� "�� ���
%������ ������ �� ��� ����� ������	 ����; ��� �� 	 �� 5���� -����+� "�� ��� %������
+� �����; � �� ��� ����� 5��� #���	 ��+���� 8����� 5��� ?�� ������� %���� 8��� ��
����+5���	� ��  �+������	; ��� %���������� ����+����� ��� ��8�����	�� -����+� +��
%��� ��� >�����	 P�B$�; G��:�Q�

?�� 8��	���� 8���	���� -����+  �	��C	 ��� "���8������ �������� � %���� P�B$�Q�
>��� ��� �������� � %���� "�� ����� %������ ������	 �� ������ �� ��� 7���		���'
���� ��������	; �� 8��� �� �� ����	 ���	 ������� 8����� ��� ��� �������� ,��8�������
��� ������������+ ��	 ��� 8���	���� #��5	  �� "���8������� %������;  �� ����� ��� ����'
���� ����	 ��+8����� 8����� 5��� ?�� 1������� ��	 ��� �� - �����		 !�!  ������� ���
7=�# -�����	���� +�� <�	������ ,�� %	����	�� +� #�5	�5�����*	+�� �� )��5���*�'
����� ��� -�����	����  �	; 8�� ��� ?��� ����� +���	��; ����� -����+ +�� ��������; �
��� <�	������ ��� %	����	�� ��8�� ��� )��5���*����� ��� ���8������; +��	��	����,�
%���� ��� �������	�� #�	���� �����	� ��� ������+��	�� ���� *������ ��	� ���� ����
 ������ <�	������ ,�������� ���� ������ ������������+ 8*�� ��� <�	������������	�'
��� �� ��� #�&�� �������	��	�

�� ������ ����+5���	� ��� ����������  �� %������ ��	 ���,	�� =�"���	���
5�� ���8�����  �� ��������� ����� =� P�B$�; %��0(CQ ��	 ��� 1������� "�� ��� <8��'



$:

#������� %���� ���� ��; "�� �� �� ��������� ��	; ����� ����+5���	� ��� 3����� +�
���������; ��� "�� ���  �	�����	�� %������ ��� 8�����	����*E� -�� � ����� ���,	��
>��	� +�� ����	 ���	�� %	�	���� ���	� ?� ��	 �������; ���� "�� ����� ���� ��� %������
+� ���������; ��������� ��8����� ��� ��� ������ %������ 8��	����� ����� ��5����5	�
-�� � ����� >��	� ��� �� �D+���	� ?��� ���; �� ��	�� ,����	*������ =�"���	���
������� 8*��; 8��� ����	 �������	� -��� ���� ��	 �� 7	���� =�	��� �	����� #�����
F- �����		 !�!H ��� 8��	���� 1�������; � ��� "�� ������ ��+���	 8����� 5���	�; ��� ��
5����� -�����	���� �� 	; ��� ��8��� ��� �	 ���� ��� ���	 � ��"��� �D+���	�� ?��� ���
��+���	 ��� ������+��	�� ��� 8�����	����*E� -�� � ��� #�*"����+�� "�� ��� �������'
��� +�� ��*"�����	�� %	�	���� ���	� -��� ���� ��	 ��� ��� -����+5���	� ���	*	 ����	
���� ���

!�� -�"�����

-� ��	��� ��  ��5�	 ���	�	�	��� 8�	� � �&�����	 ��	 �" ����� ��	��'
������ �������� ����	��� �� ������ �� 	��  ��� �"  ��� "��� 	�� ��5�	
��	�����	�� P��4:Q

?��� -�5	��� ��	 ��� ��� ����������;  ��	����� �� ����� ����� � B�����; ��� ��
?��� � ���� ����� ,�� �� �	�� ��� ��5		���������; ��� ��8��� ��� )*�"�� �� ���
��� 3��5*�"��; ��	����� ����	 ��� �� ?��� ��� +����5 �� 	; 8����� ��	�� � 8�����
��5		��������� ���� �� 8����� ��� +� 8������ #�������

-�5	����� 8����� ��� �������� ��� +�� 3��5�" ,�� ��	��� �������	+	; 8��� ���
>��	 ��� +� ,��5�"����� ��	��  ������ ����	 "��	�	��	 ���� ����  �*���� ,�� ���
)*�"���  +8� 3��5*�"��� ��	������������� >��	� ���� ��� -�5	����� ���"�� +�� �����
� ��; ���� 3���	������ � �� ��� >��	 ��� ��	�� +�  �5�����; ��� +�� ������ ��'
	���	�	+�� ��� 3��5*�"�� � ��; �� ��	 � ���L������ )*�"�� +� ,��5�"��; ��� ���
��	 ��� �����	�� >��	  ������	 ��� ���� �� ����	� �"�� +� +����  ����	 ��	� ?�
���	 ���� ��� �� %�	�	����� ��	 =�"���	�����A���	���� P)��(0Q; �� ����� ��8����
=�"���	����� ����	 ���� ���  ��  ��	���	�� #�	���� ,������� ����� 1����	� GA�5
������	���	�; ��� ��� -���5	��� ,�� B��������� �� ��� �5���������� ���������"	 ���
����� �� ��� ���	���� ���; 8��� ��� ��	���� =�"���	����� ,��	���	 ����� ��� ��� ��
����� ����	���	 ,�������� PGA0/Q� =� ��� ,�� -�5	����� ���	 �� ���� ,������� ��
=�"���	����� � �� ��� >��	 ����� ��	�� "�� ,����������� #�	����� -�5	����� ��	��'
�	�	+�� ��� #��+��� ��� #���� ������� >��� =�"���	����� � �� ��� >��	 ��� ��	��
��8�� � �� ��� ?�������"	�� ���  �	�����	�� #�	���� ��������  �5��	 ���� F���"�5	�
=�"���	���H; ��� ��	 ����	 5��� -�5	�������������� ���� ��	�� P��4:; )��(0Q�

?� �� 	 ���� B���� ,������������ -�5	����"����� ��	 ��	�������������� ?�������"'
	��� <��	�� "�� ��� 6�	��������� ����� -�5	����"��� ��	 ��� %	��5	�� ��� ,���������
=�"���	���� ?� ���	 � �� +�� ����� �� =�"���	��� � �� �� ,���	�����	� ��	 ���
+�� ������ �� =�"���	����� � �� ��� ������ 1�	�����	��; ��8��� ��� )*�"�� �� ���
3��5*�"���

=�"���	����� � �� �� ,���	�����	� ��	 ���� ��� �������� �"��; 8�� ��� ��	��	�'
����� )*�"�� �� ��	 "�� ����  �8��	��� ��� 1�8��	��� ���	 ��� � ������+� ��� 1�	���
"��	; ��� ��� )*�"��  ��	�� 8����; � ���� 1�+����� ��� �� "�� ��� )*�"�� ����� 3��'
���	  ����	�� 8����� ?� ��	  �� ����	 ����� ��; ��� ��� )*�"�� ��� 1�8��	��� ���
��	�� ��� 5���	� �� ��	���������	 � �� ��� "�������� %�	�	�����.
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�� =� ��� �� �*������; ���,	�� >��	� F����������	; ���,	�',��� �����H 5�����
��� 1��	�� ���� ������ >��	������*	+��� "�� �� ��	; ��� 8����� L����� ����	� � ��
��� >��	������*	+����� ��� ������ 1��	��� ��� >��	� ���� ,��������� �� �*�'
���; ���� 5��� 1��	�� 8��� ����� >��	������*	+���  ������� �" ����� ��� ������
1��	�� ������� ���� ��	  ��������8���� ��� ���  �� ��	���;  �� ����� ������������
�������5 ��� >��	  ��	���	; ����  ��  �� -�"	�*���;  �� ����� ���� ��� >��	
��� ��� )��	�� "�� ��� -�"	��������"������ ��� L�8������� ���� ����	�	�

�� �� �����	��� +� ���,	�� >��	�� ���� ��	�� ��	 ����� � L�5	�,��; ����������
>��	; ��� "�� ��� 1��	�� ���������E�� ���	 F������',��� �����H� ������ >��	
��	 �������� ����	  �5��	; ��� 1��	�� � �� �"����� ��	�������������� 3�� ��"��'
�	��� ,�����������; ���	��� >��	���*	+������ ?��� 1�8��	��� 8��� � �� �����
��� 1�5��	� � ,�� =�"���	����� � �� ��� 1�8��	����� ����� ����� 1��	��
 ����9���	� ��� 1�8��	����� ���� ��� ,���������  �*�����

������� ��� >� �� ������� �� P�>4�Q +�� ���	�� �� ��� ���������� ������ "��
,��5���"	� >��	� FD��	�� ,����H ,��� ������ ������  ��	��	 �� ����� )�������	�
"�� ���,	� >��	� ��� ����� )�������	� "��  �*����� >��	����9����� ��� ����	 �'
8��	��� "�� �� ��	 ��	+	 ���� �� ��� ���+����� 1�8��	����	����� +������� B����
���,	�  +8� ����� �C��	����� >��	� ����� ���� �� ?&	������5	� ,�� ,��5���"	�� >��'
	�� ���	������

�� ������ ,��5���"	�� >��	� �	���	 ���� "���������E�� �� P�>4�Q� n 1��	�� 5��'
5�������� �� ��� ���+����� ��	� ���� �� ��� ��� 3�5	�� X = (X1, . . . , Xn) ∈ Rn ,�� ���'
,	�� %������  �+������ ��� ��	��� ���� �� ��� 8��	����� ��� 3�5	�� S = (S1, . . . , Sm) ∈
Rm ,�� 8��	����; � L�5	�,�� =�"���	����� � �� �� ��	; ��� ������ >��	  ����9�����;
��� ��� ��� 1��	���  ������ +�� ���E	�� ���� �� �5��	 ���� F�,	�� ���� ?�����	� ,��
S ��� 3��5*�"��  �5��	H� Vi = ui(S, X)  �+������ ��� 8���� >��	 ��� ��	�� "��
1��	�� i� ��� >��	 �*��	 ��� ��8��� ,�� ��� ���,	�� %������ �� ��� ��� � L�5	�,��
?�������"	�� ��� ��	��  � ������� ��� >� �� ����� ��� ��� "�������� -������.

• ?� �&��	���	 ���� ���5	��� u ∈ Rm+n; �� ��� u(S, Xi, {Xj}j �=i) = ui(S, X) "��
��� 1��	�� i ���	� ����  ����	�	; ��� ��� 8���� >��	� ��� 1��	�� +�� ����� ��
�������� >���� ,�� S  �*���� ��� ��� +�� ������ ��� ���,	�� %����� ���
������ 1��	�� ��� 8���� >��	 �� �������� >����  ����9������ ?� 8��� ��� ,��
��������� 1��	��� ����������

• ��� ���5	��� u ��	 ����	'���	�,; �	�	�� ��� ����	�� �	������ �� ���� 3�� ����
?����	 �� ���  ��������8���� �� ���,	� %���� ����� 1��	���; �� �	����� ���
��� >��	� ���� ������ 1��	�� �� ?� �� 	 ��� ���� ����	�,� )�����	��� +8������
��� ���+����� ?�����	�� ��� ��� ���5	��� u�

• E[Vi] < ∞ "�� ��� 1��	�� i� ��� ?�8�	����8��	 ��� 8���� >��	�� ��	 ��� �����
 �����*�5	�

�� ������ ,��5���"	�� >��	� ��	������	 "�� m = 0 ��� Vi = Xi ��� ������ ���,	��
>��	�; 8� �� ��� 8��� 1�8��	��� ������ ��� ���,	�� %���� ��	 ��� �� �*���� ,��
��� ���	������; ���,	�� %������� %�	+	 �� m = 1 ��� Vi = S1; �� �*��	 ���� ��
������ ����������>��	� ���	������ #��,	� %����� ������� ���� �� 5���� B����; �������
��� 1�8��	��� �*��	 ,�� ����� � L�5	�,��; �� �5��	�� 
��5	����	�5 ��� ��	��  �



$$

=�� �������� ���� 	 �� ������  �� ��� )�� ��	��� ���,	�� ��� ���������� >��	�;
8�� �� �" ,���� ��5	����� %�	�	����� +�	��C	�

��� 3��5���"��� ��� >��	� ��	��������� �	���	 ����; ��������� ����	; �� ���� -�	
����	�,� )�����	��� ���� >��	� ��	��������� ��� ��� �&5	� �����	��� ,�� -D��	���
��	 �� P�>4�Q ���� �� ��.

��4������ �5	 /���� z, z′ ∈ Rm+n� z ∨ z′ ��������� �� ����������� ���� �0����
��
 ������ �����
��� ��� z∧z′ �� ����������� ���� �������� /�� f ��� %�
�������
���������������!������� �! Rm+n� -�� ���� ��� �������
����� ��
����!� )A�����+�
 ��� !�
 ��� z ��� z′

f(z ∨ z′)f(z ∧ z′) ≥ f(z)f(z′)

-�� -�����!������� f ����� ��� ����!��� ��
����!� )A�����+�

������; ��� �� ��� �����	��� ��������� ≥ ��"�����	 8���; ���� ,��������� �� '
�*����� <�"���,�� ��� � ��"��� �� ,��5���"	 �+������� �� 5�� ,��5���"	� >��	�
��� ����	 ��	 ����	�,�� )�����	��� ��������	+��; �� ���� ��� ���� ,���	���� �� ���
- 8�������	 ,�� ���	�,�� )�����	���; 8� �� ��� 3�������� ��	 ��� 1����C )�����'
	��� ��������� +� ,���	���� ��	 ��� 5���� ?�	��������� ��� �����	�����  ����	�	�
=� #���+��  ����	�	 D��	���  �� �� ��� ����� ����	�"��5	���; ��� ������ >��	�
����� 3�� ��� ������ >��	� "�� ��� ������ 3�� ��� 8�������������� ���	 F����
� �� ��� ������ �*��	; ����� �	���� 8���  �� ��� ?��"�����	 �� �� �� ��� "�����'
��� �������������� ����	 ����� ����	� ?�8*����� �����H� =� ��� ,�� ,��5���"	��
���,	�� %������ ,�� 1��	���  ����	�	 ����; ���; 8��� ���� �� ���,	� %���� �����
1��	��� �����	; ���� ��� ��� >������������5��	 "�� ������ >��	� ��� ������ %�����
�����	� O����	 ��� ��� 1��	�� ����� ������� � �� ��� ��	; �� *����	 ���� ��	���������
��� ��8�	�	�� >��	� ��� ������ 1��	���

�� ������ ,��5���"	�� >��	� ���	 �� ������ ���������� ���� ���� 5���� 5��'
5��	� -����� � �� ��� 1����C�����	 ��� ���,	�� %�����  +8� ��� � L�5	�,��; ���
>��	  ����9�������� ?�������"	�� ��� ��	��� #��,	� >��	� 8����� �� ��� ������'
��� 1��	�� �"	 �� ���������	; ��� ��� 1��	�� ��� >��	� ��� ������ 1��	�� �� ?��� ���
����� >������������5��	�,��	������ 8��������� ����� 3��	������ ��	 ���� 1�	�����	��
 �5��	; ��� ��� [C��	����5��	 ��� 3��	������ ��	 � ����  �5��	� ��� =�"���	��� � ��
��� ������ 1��	�� *�E��	 ���� ��� �� ������ >������������5��	�,��	������ ��	 � ����
��� ��	���� ����+� "�� ��� ���,	�� 1�8��	������

>����� B���� �����	 ��� =�"���	��� "�� -�5	����� ��� "�� ��� ?��� ����� ,�� -�5'
	�����X ����� 8����� ���������� 5�� =�"���	��� �� -�5	����� ����,��� ����	+	
8�����X =� ��� "�������� - �����		�� 8����� +��*���	 ��� 8���	���	��; ����	����� -�5'
	����"����� ,�����	���	 ��� ��	������	; ��8��"��� ��� -�5	����"����� ?��9��� �" ���
,���C��	����	� =�"���	��� � �� ��� 8�� ���� �� ?��� ��� ��� -�5	���  ����9���	�
��� 8����	 ���� ��� -� ��	 ��� �������� +8���	����� -�5	�������������� +� ���
�	���	 ��; 8������ ?��9��� ���� +8��	� %	�"� �" ��� 5������+���	� =�"���	��� �	 ���
8���� ����� ����,��� ���� 5��� ��� B���� ,�� =�"���	��� "�� �� >��5����+�	�������'
��� ��� 8����	 ���� ��� �� "������� )��	�� ��

(���� 6�����8	�  �0������

��� R �� ���5 +� ��� �*�����	�� ����	����� -�5	����,��"���� �����	���	 ���� �E�� '
���� � PG��$4Q ��� P��4:Q� -�5	����,��"���� ����� ���� ���� ������� ?�������"	��



�((

�� ,����������� ������� 5�����+������ =� ��������� 8����� � �� ��� ��� ����	 � ��'
���� %�	�	����� �����	���	; �� ����� �� �	� ,�� )*�"���  ���� �� 8������ ?� �� 	
+� ��� ����	�� -�5	����"����� ���� ��	����������;  �� ��� ��� �� �	� ,�� ��� 3��'
5*�"��� 5����� ��� ��� )*�"�� ��	�������	; ,�� 8�� �� 5�"	 F-�������� ���H� �����
?�	����������� 8����� ����	 ��������	 ��8*��	�

���������������������� F���"��� �����H ����� -�5	����� +������� ���� ������ ��;
��� "�� ��� #����5	; ��� �� ������� %	��5+�� ��� �	�� 8���; ,�� L���� )*�"��
������ � #����  �+��	 8����

��@��������� !�5 ��������� $�������� 1�� ��I���	������ -�5	����� 8����� ��� �� �'
	� ��� )*�"�� ���������� �� ���+����� %����		��  ���� ��; ��� L����  ����'
 ���� �� �	 8����� ��8���� =�"���	����� � �� ��� 5	������ %	�� ��� -�5	���
��	����	 ��� ���� "���	 ��� �*���	� �� �	� � �; ��� ��� ����� ����� +��*	+��'
��� =�"���	���  ����9���	 ���� 5��� ��� ������ �� �	���� ������� -�5	�����
F%����'1�� -��	����H;  �� ����� ��� �� �	� ������+��	��  ���� �� 8�����; ��
��� 5��� 1��	�� =�"���	����� � �� ��� �� �	� ��� )��5�����	�� ���*�	� ��� ��'
 �	� 8����� ��� ,��������	  ���� �� ��� ���	 ��� - � � ���� �� �	� ���C��	�

���������� !�5 ����������� $�������� F���'%���� ,�� ��� �� -��	���H 1�� ������	�'
��� -�5	����� �� 	 �� "�� ��8������� ����� 3��5*�"�� ��� ������� )*�"��� �� �	�
8����� ��� ,�� ��� )*�"���; ��� ,�� ����� %��	�;  ���� ��� 1�� +8�����	���� -�5'
	����� 8����� �� �	� �����	� ,�� )*�"��� ��� 3��5*�"���  ���� ��; �� 5�����
L����+��	 3��	�*�� +��	��� 5�����; �� �� ��	������� 5���	� �� �� �	�  '
���� �� 8������

*�)+����� ����������� �������� F%�����'6��	 ,�� ���	�'6��	 -��	���H -�5	�����;
 �� ����� ��������� ��� ���+����� #����5	 ,��5�"	 8���; �	���� -�5	����� �����'
� ��;  �� ����� ,�� ����� #����5	 ������� ?�����	�� ,��5�"	 8������ G��� ��	
8��	�� +� ��	����������; � ��� )*�"�� 	A�������8���� ��� ���� ?�����	 ��� #��'
��5	� ��8�� �� ����	��; ���� �,��	���� ��������

$����� ����������� �������� F%�����'=	�� ,�� ���	�'=	�� -��	���H ?� �� 	 -�5'
	�����;  �� ����� ����	 ��� ��� ���+����� #����5	; ������� ������� ,�����������
������+��	�� ��� �	�� 8����� F5�� ��	������� -�5	�����H� =� ������ ��� � ��
)*�"�� 	A�������8���� =�	������ � �������� #����5	�� ������+��	��; ���  �� ���
��� �	���� #����5	�� 5���	 �� �*��� +� )��������	*��C�5	��  +8� %� �	�'
	�	�����C�5	�� "�� ��� )*�"��� 1�� %� �	�	�	������	��� �����	 �� ���� �� ��	��;
��� ���� ��������	�� ����	+��� ��� 7�	+�� �� +8�� %� �	�	�	������	��� ��	 ���
���	���� �������� �� ��� %���� ��� 7�	+�� ����� ���+����� ������� ��	��� )��'
������	*���	�� ���*�+�� ���� ������; ���� ��	 ��� 7�	+�� �� +8�� ��	��� ���E��
�� ��� %���� ��� 7�	+�� ��� ���+����� ��	���

������8A�� $�������� ���� �������� ���	������5	�����;  �� ����� ��� 3��5*�"��
����� "��	�� #���� ����	; "�� ��� ��  ����	 ��	; ���� ?�����	 ��� ��� �	���� #����5	�
+� ,��5�"��� ��� )*�"�� ����	�� ���������� ��� 
����; ����  ���� ��� -�+�� ���
#����5	� +� 5�"��; ������;  �� ��� #����5	� ,��5�"	 �����

1�� ����� ���+���������� $�+���� ���� ������� ?�����	�� ����� #����5	� ,����'
���� ��� )*�"�� ������ ������ ��� ��8�����	� -�+�� � ?�����	�� ��� ��� #����� ���
)*�"�� ��	 ��� �����	�� #������ 5�"�� +� ����� #����; ������;  �� ��� %	��5+�� ���
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�*���	�� )*�"��� ����	 ���� �����5	 8����� 5��� O������ �+� ��	 ��� 1��������!�
$�+����;  �� ��� ��� #���� L����� "�� ��� )*�"�� ������	���� ��� #���� ��� �����	��;
+����5��8������� )*�"��� ��	� 1���� -�5	����� ���� ��� %����'1��; ���'%���� ���
���	�'6��	 -�5	������

?��� 8��	��� ?�����	�������5	��� ��	 ��� 1������������ $�+����� ����� "��5	��'
����	 ��	 ����� ���		�� %	���� +8������ )*�"��� ��� 3��5*�"���; ��� 
������������
�� 
����������� �����	 -��� �	� ��� )*�"�� ��� 3��5*�"�� ��� ����		��	 �� ���
-��� �	�' ��� 7��"���5��,�� ��� ��5	�*�����������; +� ��� ��� ,���������
#����5	� ,��5�"	 8������ G��� �����	 �� ���� ��� �� ���� +8�����	���; ������� -�5'
	����

1������ *����� "��5	�������� *������ 8�� �� 
�����������; �� 8����� ���������
5���� #����� ��� 3��5*�"�� �������	; ������� ��������� ����� ��� �	��� ������� ���
��5	�*����������� ���� 	 ���� �� ��� �������	 ��� �	���� ����� ��� ��� )�'
"��� �	�� ��; ��� +� ������ #���� 5��� 7��"���� �������� ��	�	��	� ��� ��� ���
+� �������� 7��"��� ������ 3��5*�"��  ��  ����	 ����; +� ����� #���� ,�� 7��� +�
,��5�"���

?��� 8��	��� ��	���� ��	 ��� ��� ������B�+��� $������ C�D��������� ���8
+���3� ?�� -�5	���	�� ��"	 8��������	 #����� �� ��� �����	 ���"��� ��� )�"'
��� 3��5�"���� �	� ���� �� ������; � ��� -��� �	�' ���� ��� 7��"���� ��������
,������� ��	; 8��� ��� #���� "�� ��� �*���	� B���� ��� ��	��  +8� � �� 5��������	; ��
����;  �� -��� �	 ��� 7��"��� ������ ���� ����� ��� ��� ������"��� #���� ��	 ���
��5	�*������������ G��� �����	 �� ���� ��� �� ���� ��I���	����� -�5	����"���; �
+8������ ��� ���+����� %	�"�� ����� ��� #������������� �����+�	 =�"���	����� � ��
���  ���� ���� -��� �	� ��	����	 8������

��� ��� ������ $�+���� ��	 � ��"��� +8�����	�� ��� ��I���	����; ���� 8�����
��� �� �	� ��8��� ,�� )*�"��� �� ��� ,�� 3��5*�"��� �C�� ������"��; �� ��� ���
?��+�����	�� � �� ��� �� �	� ��� )��5�����+ 8�� ��� ��������	� �C��	���� ����� �����
)*�"�� ��� 3��5*�"�� 5�� +� L���� <��	 ��� -��� �	 ��� ��������	� 5+��	������

=� ��������� 8����� -�5	����� ,�����	���	;  �� ����� ��� ���� ?�����	 ����� ��	��
,��5�"	 8����

1�� ��� 0����8���+� *�����8/�� $�+���� ��8���	 ��� G����	 ��	���� ��� +��	
��� #���� ������ �� �	��� ����� -�5	����"��� ����	 �"	  �� -�������� ����� +�1� �����
��� B�������� -�8������� ?� 8����� �� �	� ,�� ������  ���� ��; ��� ���� �� �����
-�"	��  �8�� ��; ��� ���L����� ���� ��	 ��� ���� ��������	�� �� �	  �5���	 ���
-�"	�� +� ������ #���� +���	���	� 1�� ��� *�+���8���+� *�����8/�� $�+���� ����
��+���� $������ P3����Q +��	 ��� G����	 ��	���� ��������� ��� #���� ��� +8��	����'
�	�� 1��	���� ����� -�5	����"��� ��	������	 ��� 
����	�	�,� -��	��� ��	 ��� �����
��� �	���� ��	� ����� -�5	��� 8��� �� ��� #�&�� ���	�� ,��8����	; ��	  �� ����
��	+���� "�� 	�����	����� 1�	���	����� ��� 3��������� P��4:Q�

%�I���	�����; ������	��� -�5	����� ���� ��� ����*������� ��� ��� ���� -��������'1��
-��	���� 1�� ����7����+��� $�������� C���+� $�+�����38��� ,�� -�5	���	�� ��
%	�	����� ��� ����� #���� "�� �� ��	 ����� ��� ��� #���� 8��� ��� �� "��	�� %����		��
��� ��� ��� �����5	; �� ����;  �� ��� ���	� )*�"�� �� 5	����� �� �	 5+��	���	�
���8/�� $�+������ $�+����� "��5	�������� ��5	���� ����5���	� G��� 8��� ��	
����� ���� ��������� �� �	 ���	�	�	 ��� �� �� �	 8��� ��I���	���� �����	� )*�"��
����� �" +�  ��	�� ���� �	����� ��; 8��� �� �� �	 ����� �&�������� � ���	���	�
%� �� ��� ���� ��� 1��	�� ,������� ��	; 8��� �� ��	 +� ��� ��� 5	������ #����
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,��5�"	� 3�� ������ -�5	����"��� �� 	 �� ,����������� 3���	��� 1�� ��� ������+���
$������ ��"�� ��� )*�"�� ��� �� �	� ��� �	 ��� �"	 �� 	 �� ��� ������	��5�����	;
�� �� ��� ����� -��� �	 �� ��	+	�; 5	����� � ���	����� ����� �� ?��� ��� -�5	���
5�� ��8��� ��	 1����5+��	 ��� L���� 8��	���� �� �	 "��5	�������� �� ��� +� �����
 ��	���	��; ����  �5��	�� <��	���5	 ������ 1�� ��� E������+��� $������ 8��� ���
#���� ����� ��� -�5	���	�� �����	� 7�� L���� ?������� � �� ��� 1��	�� ��� 
����;
�� ��� -�5	��� ��+��	������ >�� ����� ���	���	; 5�� ����	 8����� ����	������ �����
����� ��	���� 8��� ,��������	; ��� JL���  ���K  ���� �� 8�����; ��� �� �	�; ��� ���
#���� �� ����� ���E�� %����� ������� ��� ������ ��� ������ 1��	�� ,�� ��� 8��	����
��������  ������5�� P)��(0Q� ��� 3���	� ��� L�������� -�5	��� 8��� ���� �"	 ��
	�����	������ -��A��� ,��8����	� 1�� ��� ����'1�� -�������� -��	��� �����	 �� ����
�� ���� ��I���	����� %�����'#���� -��	��� P��%$$Q; � ��� G����	 ��	���� ���L������
1�	�� +��	; +� ��� ��� <8��	�����	� ����� ����	 ����  ����	 ��	; �� ��	 +� ��8�� ���

(��� 9������ 6��3�����0����� ���  �0������

�� B���5�,����	�� ��� )*�"�� ��� 3��5*�"�� ��	 ��� 8���	���� �5	��  �� ��� 6�	����'
����� ,�� -�5	������ -�5	����	��������� ���� ����5�',���; ����5�'���	�� ���� ����5�'
"������; 1��	�	�	����� 5����� ,�� ������ ���5����  �*����� =� ������ -� ��	 8���
�� B���5�,����	�� ��������� ����	 ����	 ��	������	; �� 8��� ,�� ����5����	���� 1��'
	��� ����������

���8��	���� �� 	 �� -�5	����� ��	 ?��	��		�������� F��	�A "���H;  �� ����� ��� ����'
���� � ��� -�5	��� 5��	���9���	�� ��	� )*�"�� ������ ��� +��*���	 ����� ��	'
��������; � ��� 
����; �� ��8����� �� ����� -�5	��� +� �����; ��� ?��	��		������
����	"��	��	�

1�� ��� ����	�� -�5	����� 8��� �,�� ���������; ��� ��� 1��	�� �A���	�����
����; ���  �� �" ���� ���,	�� ����  ������ >��	� ������ �� ?�������"	�� � �� ���
��� 3��5*�"�� ��8�� ���� ��	��������� ������ ����������� -������ � �� ��� 1��	��
���	�� �� ������ ��� ���������E�� "�� ��� 1��	��� ��� ������ �� �	���� -�5	�����;
 �� ����� ���� ��� 1��	�� �"����� ��8����� ?�������"	�� �� ,����������� )����� ��'
	��	����� ������ ���� ���	  ��������  �� �������� -�5	����� ����� 6�	��������; �
��� ?&��	��+ ,������������ )����� ,�� 1��	��� +� ,������������ -������ � �� ���
?�������"	�� ��� )��5�����+ "�����; 8� ��� G��� ��� �� �	�  ����9����� 5���

(���� #�2�����	 ���  �0������

��� -����� ����� -�5	��� 8��� �� ������8�F�����  �+������	; 8��� ���L����� 1��	��
��	 ��� �����	�� 1�8��	��� "�� �� ��	 ��� <������ ���*�	� >���� ��� 1��	�� ��	 �����
����������� 1�8��	��� ��� <������ ����	��; �� 5���	� ���L����� ��	 ��� �����	��
1�8��	��� ������ �� #���� � ��� 3��5*�"�� +���� ��� ��� )*�"�� +��*	+���� ������
��8��� +����� ��� +� +������ ����	����� 8*�� ������ ��� 1�8��	��� ��� ��	��
����� ��� )*�"�� ��� �*�� ���	 ��	���� ��� �����	�� 1�8��	���; �� ��� ������
����� ���� ����� ��8��� �*		�� ?� 5���	� ���� ���  ����� �	�����; ���� ��� )*�"��
���� ��� 3��5*�"�� �������	�� +� �	�����; ���	 8*�� �� ?��� ��� ����	 ���	�'�D+���	�

?� �� 	 ,����������� ������ ,�� OI��,���+ +8������ -�5	������ ��� �	*�5�	� ����
��	 ��� �	�	������� OI��,���+� <8�� -�5	����� ���� ���������+� 7@��!�����; 8���
�� ����� =������������ +8������ ��� %	�	�����*���� �� 	; �� ��� ��� #A�C� L�8����
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������ ���� P��%$$Q� ��� %	�	������� ����� -�5	��� ��	 ��� ����� ���� ���������
%	�	����� ���� ����������� ��� %	�	���� ����� %������� ���	 +� L���� <��	���5	 �� ��'
��� -�5	��� "��	; 8����� -5	��� ��� %������ �� �*���	�� ��"����� 8���� ����� <��	���5	
����� -�5	��� 5�� ����� ����� ?�	�������������5	 �����	���	 8�����; ���  ������� 	;
8����� =�"���	��� +� ������ <��	���5	 ���� L���� ���+����� ����������  �5��	 ��	�
��� -5	�����  �	��C�� ��� �� �	� ���� ?�	�����������; �� ��� -�5	��� +� ,�� ��� ��
 +8� ��+���������� ��� #A�C� ��� %������ ���� �� ���� �� ��� ?��� ��� ��� -�5	����
��� ��������� -�5	�������� ����� 5����� ����� +��*	+����� 	������� ?�	����������'
���5	�  �� ����	 8�����; ,�� ����� 5���� 8��	���� -5	����� ��������

��� �	�	������� OI��,���+ ���� �� ����� =������������ �� ��; ��� ��� ?�	�����'
��������5	� ��� 1��	�� �"�������   ����	; ��� ����� 8��	����; ��� +� L���� ?�	�����'
��������5	 ��� ����� ��� -5	����� �"�������   ����	� � ��� ?�	�������������5	
��� =�"���	��� ����*���	���	; ��� +� ������ <��	���5	 ��� -�5	��� "�� ����� 1��	�� ,��'
"�� � ��	; �����+���	 ��� =������������ +8������ ��� ?�	�������������5	�� ��� ����
 �L�5	�,� -  ������ ��� ,��"�� ��� =�"���	����� �"�������� <��*	+���� +� ��� ?&�'
�	��+ ���  ����� =������������ ���� ��� #A�C  �� ������� ��	����������� -�5	����'
���*���� ����	���� ����� %	�	������� OI��,���+ �����+���	 7��'?��� ���'OI��,���+
� ���� 8�� ?����*I��,���+�

<8�� -�5	����� ���� 2���8��������87@��!�����; 8��� L��� -�5	��� ��� 7��'
��������8���	 �	; �� ��� �� %������ ������ ��������8���	��	�	����� +�� ��� �� ?�'
�� ��� "���	 P��%$$Q� �� ?��� ���  ����	�	 ����; ��� ������ � %������ ��8���	 ���
������ �� <������� � ��� 3��5*�"�� ��"������ ����� � #���+�� ��	 �8��� � �"
��������� <���+�����+��� P��4:Q;  �� ����� ���  �,��+��	� %	�	���� ����� L����
%������� �� �*���� ,�� ��� %	�	����� ��� ������ %������ ��	� OI��,���+  �+������
������	�� ��������8���	� ��	 ��� ���� �	*�5�� ��  ������� �" 7��'��������8���	���

-���������� ������	 �� ,�� ���6�8G@��!����� F��	���� T ��,���� �I��,�����H;
8��� +8�� -�5	����� ������ �� ?���� "�� ��� 3��5*�"�� ����������� G��� �� 8��� ����	
 �	���	�	; 8������ 1��	�� ��� <������  �5���	� 1�� ��� 1��������� ��� ?������ 8���
�,�� ���������; ��� ��������8���	��	�	����� �������	 8������

?��� 8���	��� 1����	��� "�� -�5	����� �	 �� ����)������������� F��,��	���
���������H P�A�4�Q� ?�  ���	; ��� �� +� L���� -�5	�������������� ����� ����+'
5���	� ���; ����5	�� ?�	������������������ �� 	; ��� ����� � ?��� ��� ��+���	� ?��
����5	�� ?�	������������������ ��	 �����;  �� ��� ��� 1��	�� ��� 3��5*�"�� ���������
����� ���,	�� >��	 ��� ��	�� ��	������� ?�� ���������� ��	 ����+5���	� ��; 8���
�� ���  ��	� %	�	���� "�� ��� 1��	�� ��	; ��� 8���� >��	 �+��� �� ��� ����	 �	�	������
+� ������ %	���	 ���� ��� ��� 3��5*�"�� ����� ��	�� ��� ����; 8������ -�5	��������'
������ "�� ��� ��� ��	���� ��	; �� 8��E ��; ��� �� +� ������ ��	����� ����������
����� ����5	��; ����+5���	� ��� ���������� �� 	; ��� ��� ������ �� ?����  ����	�
�� 5�� ��� %���� ��� ����� ��	��������������� ��� �" ��� ����� ��� ����5	��;
����+5���	� ��� ����������  �����*�5�� P��4:Q�

�� #�*����� ��� ������B� +���� P1�$�; )�4�Q 	��		 ���	�*������  �� 
�����
3��� -�5	����� �"� 1�� ������ �	 �� +� ,���	�������� ��	 ����� �������� ���	����
>��	 F��5	8��	H; ���  �� ��� 1��	��� �� �5��	 ��	� ����� 1��	�� �	 ����� ���,	�
%��*	+��� ��� >��	��; ����� %��*	+����� 5����� L����� ���� ��	������������ ��"�����
�� 	 L���� 1��	�� ��� �� �	 �� G��� ������ ���,	�� %��*	+���  ; �� 8��� ���L����� ��	
��� �����	�� %��*	+��� ��8������ ?� 8���; 8��� �� ��� ?��� ��� -�5	��� "��	�	���	;
��� ��� ������ %��*	+����� ��������� 8��� �� ��� ������; ����� ������ %��*	+���
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��� ��	�� 5���������� ��� ���	 �� ��"��� � ��; +� ,���  �+��	 +� � ��; � �����
���	��� %��*	+��� +� ���� 8� F8�� ����� ,�� ����� ����	'#���� %����'1�� -�5	��� ��H�

6� ��� 8�����S� ����� +� ,��������; 8��� �� ��� -�5	����	������ �,�� ������'
���; ��� 1��	�� ���� �� �	� ,�� ��� - � � ��� ��	�� 5����������;  ������� �" ���
+��*	+������ =�"���	���; ��� ���� �� ����� -�5	������8��� "������ ���E� P1�$�; �A�$:;
��4:Q� ���� 8���� ����� 7��	��� "�� ��� 3��5*�"��  ����	��; ��� ������ ����� ��'
�������� ?���� ��+���	� ��� ��� 1��	��  ����	�	 ���� 3����������� ��� �� �	� �	������
��� ��� ������� B���5�; ����	 ��8����� ��� -�5	��� +� ����� =� ��� #�&�� 8���� �*���
��� �	�5�� ?C�5	 ��� 8�����S� �����  �� ��	�	; �� 8��  ��������8����  �� ��� 3���	��'
������ ,�� 6��% ��+��+�� � ����5������5	������	�������� P1?((Q� ��� 6�	��'
������ 5���	�� �,�� �������; ��� ��� ��5	8��	 ���� �	�5 ������ 8����; 8��� ���
5���� ��+��+ ���	������ 5����� 8������ ?� 8����� ���� �� �	�  ���� ��; ��� � ��'
���	 8��� ��� ��� ?�8�	����� ��� 3��5*�"�� ���	���� � ��	�"��� ��� ��� ��8�����
��� -�5	��� �	���	� ���� �� #�� ���; ��� +� +������� �� ����� 8����� ��8��	���"	��
+� ������� O������� ?�"������� 8�����  �� 3���	���������� ,�� 1�������	�� � ��'
������5��+���� ����  �� 6�	���������� ������������	�� �����	 P)�4�; ��4:Q�
?&�������	� +���	��; ��� ��� 8�����S� �����  �� �	������;  �� ����"������ %�������
+�  �� ��	�� ��	; 8*����� ���� ���� ?C�5	  �� ��"������ %������� ,��������	� >��	�����
	�*�	 ���� ���� -�+�� ,�� 1��	��� +�� 3���	*�5��� ��� 8�����S� �����  �� P)�4�Q�

!�� 
��������� �� ��������� -�"�����

<�� 6�	��������� ,�� =�"���	����� ��� 3�������� ,�� -�5	������	����� 8����� ���'
���	��� -�5	������	�����  �	���	�	;  �� ����� ���� ?�����	 ����� ���+����� ��	�� ,��'
5�"	 8���� 6�	�� ��� 3������	+�����; ���

�� ��� 1��	�� ����5����	�� ����;

�� ��� 1�8��	����� ��� ��	�� ��� ��� ������ ��� �� �*������; ���,	�� >��	�
��"���	;

!� ��� 1��	�� �A���	����� ���� ���

0� ��� <����� ��� ,�� ��� �� �	��  �*��	;

8���� �� B�,����'?I��,�����'������� ��+���	 P)��$$; ��4:Q� �� B�,����'?I��,'
����� �������  ���	; ��� L����  ���� ��� -�5	��������������; "�� ��� ��� �����	��
3������	+����� ���	��; �� ��������8���	 +�� ��� �� #A�C "�� L���� %������ "���	�
����  ����	�	 ���; ��� ��� ��8����� ��� -�5	��� ����� ������ �� #���� � ���
3��5*�"�� +��	; � ���� ���� #A�C �� ������ ���,	�� >��	 ����� ���  �+��	��
#���� ���� 	� ��� ����� 3��5*�"�� ��	 �� ������ ������ ����; 8����� -�5	����"��� ��
+�� 3��5�" ����� ��	�� 8*��	; ���� ��8�	�	�� ��8��� ��	 ����� ������ �� ���� ���	
��� ��� �������� "�� ��� ��������� ��� ��� ����*������� -�5	��� ��8�� ��� ����	'#����
��� %�����'#���� %����'1�� -�5	������ ����  ����	�	; ��� ��� ��I���	������ 3��"����
5�������� 3��	��� ������ �� ��� �������� 3��"����  ��	��; �� ������ ��� � �� ��� ��
��" ����� ��I���	������ -�5	���  �5��	 8������� =�"���	����� � �� ��� 1�8��	�����
��� ������ 1��	�� 5����� ?��9��� �" ��� �� �	�� ���� ��	 �� ��� ���,	��; �� �*������
>��	� �����	 ���+������; � ���� ��� 1�8��	����� ����	 �� - �*����5��	 ������ *������
����� 1��	�� 5���	  ����	� ,�� 1����� ��� -�5	��� ���� G����	�� �	�



�(/

���� *����	 ����  �� �� ��� ,��5���"	�� >��	�; 8�� ������� ��� >� �� P�>4�Q
+������ =�� ?��� ��� ��	; ��� �� ��� ,��5���"	�� >��	� +�� ����� ��� ����*�������
��� ��� ����	'#���� -�5	��� ������� 8��	����� �	�	������ *I��,���	 ���� ��� ����
+�� ��� �� ?��� ��� "�� ��� 1�	�����	�� "������ ��� OI��,���+ ��� ���������� ��� ���
%�����'#���� -�5	��� ���	 L����� ����	 ���� �� ���  �*������ >��	�; ���� 5�� ���
��������� -�5	��� +� ������� ��8�	�	�� ?������ "�� ��� 3��5*�"�� "������ ���� ����	
����  �������	; ��� ��� 1��	�� �� ��" ����� ���������� -�5	��� ����� ��� �� �	� ���
������ 1��	�� =�"���	����� � �� ��� >��	 ��� ��	��  �5�����; ��� ��� �� ���� ������
>��	���*	+��� ��� �+����� 5������ ���� ,��������	 ��� ?C�5	 ��� 8�����S� ����� ���
"���	 +� �������,���� 1��	��� ��� %�����'#���� -�5	��� 8������� "���	 +� �������;
��8�	�	�� ?������ �� ��� ����	'#���� ��� ��� ����*������� -�5	����

��� ��� %�����'#���� -�5	��� +����� ������� ��� >� ��; ��� ��� 1��	�	�	���� ��
��������8���	 ����  ��	��	 +� ,����	��; ��� 5��� ������ 1��	�� ���� ������ �� ���
������ >��	 ���*	+��� �	 ��� ��� +8��	�����	� >��	 ���*	+��� ������ ��� �������
��	�

%�� X = (X1, . . . , Xn) ��� 3�5	�� ��� >��	 ���*	+����� ��� n 1��	�� ��� ���
S = (S1, . . . , Sm) ��� 3�5	�� ��� +��*	+������; ��� >��	 ��� ��	��  ����9��������
3�� ���� -��� ?�����	� ����� �����8��	��; ���� �� ����������	�� ������5 �� ?���
%	�	���� "�� 1��	�� i  ��	��	 ��� �� ����� 1��	"��5	��� bi(Xi) = b ≥ 0; ��� �����
>��	 ���*	+��� �� ��� �� �	 	���"������	� >���� ��� %A���	��� ��� 1��	�� �����	
��; 1��	�� � +�  �	���	��� 1�+������ Y1, . . . , Yn−1 ��� �� �	� X2, . . . , Xn ���	���	; ��
��� Y1 ≥ Y2 ≥ . . . ≥ Yn−1� ��� >��	 ��� ��	�� "�� 1��	�� � ��	 ��� ���� �� �����
V1 = u(S1, . . . , Sm, X1, Y1, . . . , Yn−1) F+�� ���5	��� u ����� - �����		 /�! �" %��	� $4H�

��� -�	���� ��������� ���� ���5	��� v : R2 → R �� v(x, y) = E[V1|X1 = x, Y1 = y]�
v �� 	 ��� ��� ��8�	�	�� >��	 ��� ��	�� "�� 1��	�� � 8����; ��	�� ���	��	+��� ���
������� >��	���*	+��� �" x ��� ��� �����	�� >��	���*	+��� ��� ������ 1��	�� �" y�
%�	+	 �� ��� ���� 1��	�	�	���� b∗(x) = v(x, x); �� +����� ���; ��� ����� (b∗, . . . , b∗) ���
7��'��������8���	 ��� %�����'#���� -�5	��� "��	�����	 8���� 6�	�� ��� -�����; ���
��� ������ 1��	�� ��� %	�	���� b∗ ,��"�����; ��	 ��� "�� ����� "��	�� 1��	�� � ��"��� b∗

���  ��	� %	�	����� ��� ��������8���	��	�	����  ��	��	 ��� ���� �+�������; ��� ��
5��� ������� ���,	�� %���� �� �� ������ �� 	; �� +8��	�����	�  �� ������ ��� �������
��	� ?�  ����	 ��� 8���� 3��	���� �+�������; ��� ��� ������ 1��	�� ��� ������� %����
�	 �� �� ��� �	; ���� �+�������; ��� ��� ������ %����� �	��5	 5������ ���� ��
�� ������� ��� 3��5*�"�� ���*�	 ��� ����� ?���� ,�� v(Y1, Y1) "�� ��� ���; ��� 1��	��
� ��8���	; � ������ >��	 ��� +8��	�����	�� �� �	 ��	������	 F1�8��� ����� P�>4�;
- �����		 0QH�

������� ��� >� �� +����� ��� 8��	��; ��� �� +��*	+����� ?�	������ ,�� ��8�����
=�"���	��� ��� ��8�	�	�� ?���� ��� %�����'#���� -�5	��� �	������ 5��� ��� >��	�
��� 1��	�� ����  �*���� ,�� ��� %������ ���� 1��	�� ��8�� �,	�� ,�� +��*	+������ =�"��'
�	��� � �� �� ��	� ?� ���	 ��� �� ��� ?�	������� ����� ����� ������ =�"���	������
>���� ��� ?�	������� ,�� =�"���	��� ��� ?���� ����� %�����'#���� -�5	��� �	������
5��; �*��	 ���� "���������E�� ���*�	���. ��� ?���� �*��	 ,�� ��� >��	���*	+��� ���
1��	��� ��	 ��� +8��	�����	�� %����  � 7����� 8�� 8��	�� �; ��� 1��	�� � �� ����'
�	� %���� FxH �	 ��� 1��	�� � �� +8��	�����	� FyH; 8� �� x > y ���	� %����� 5����
+��*	+����� =�"���	��� ��	����	 8���;  ��	���	 1��	�� � �� ��������8���	 ���� �� �	
�� b∗(y) = v(y, y) = E[V1|X1 = y, Y1 = y]� ?� ���	 ��� �,�� ��; ��� ���� �������
%���� �� �����	� ��	 ��� ��� 8��	���� 1��	�� ��	 ������ �� %���� �&��	���	� ��� >��	�
��� ���	������ 1��	�� ���� �� ���� �� ��� ?�8�	����8��	� 7�� ��	 �� �� ��� B���	*	



�(�

 �� ��; ��� L ��� 8��	����; ������� %���� �&��	���	; �*����� �� ,�� 1��	�� �; ,�� ���
1��	�� �  �� ����	� 8��E� � ��� ���	������ 3�� ��� ��	 x ��� y ,��5���"	 ����; �����	
���� ������ �� ��� )�� ��	��� X1 = Y1 = y ��� ��� ?�8�	����8��	 "�� ��� ���	��'
���� 3�� ���� � 1��	�� � ��� ,�� ��� ������� %���� x ����	� 8��E; ��	�����*	+	 ��
�� ��		�� "������� ��� ��� ���	������ %����� ������ �� ����� 		�*�������� >��	�

-�� ������ ����� ��	 ��� 1�5��	� � ,�� =�"���	����� �� ��		�� ���"�����; � ����
����� ��� 1�5��	� � ��� �� %����		 �������; 8���� >��	� ��� ?�8�	����8��	 ���
8���� >��	�� "�� 1��	�� � �����	� ���� 8�������  ����	�	; ��� 1��	�� � ��� �������
�� �	  �� 	; 8� 8������� ��� ?���� "�� ��� 3��5*�"�� �	�����	� ����� 1�	���	�����
 �+����� ���� 8���� ��� +� ������ ��������� ?�8�	����8��	�� �" ����������		�����
?��� �����; �� ��	 ���	 ����	 �������������; ��� �� ����� 5��5��	�� ��� ��� ?�	���'
���� ,�� =�"���	��� ����� ���	�,�� ?��9��� �" ��� -�5	��������� �	� ����� ?��� '
����� ����� ���� ����5	 �" ��� ��������� -�5	��� � ��	����� =� ��� �����	; 8� ��
��� ���������� -�5	���  �� �" � 1��	�� ��� ������������ ����; ��	������	 ��� %�	�	�'
�� ���L������ ����� %�����'#���� -�5	���; 8� �� ����� ��� 3���C��	������� ��� �� �	�
 +8� ��� -���������+��	���5	� ��� ������ %������ =�"���	����� � �� ��� >��	� ���
������ 1��	��  �5��	 ���� �� ����� ���� ����� ���� ��� ?��� �����  �+������ ��� ��'
�������� 3���C��	������� ,�� =�"���	��� ����5	 �" ��� ��������� -�5	��� � ��	�����
���� "������ ��� -�	����; ��� ��� ��������� -�5	��� �� ��		�� ����� ������� ?����
���������� 5�� �� ��� %�����'#���� -�5	���; ����� ��� 1�5��	� � ,�� =�"���	���
8*����� ��� -�5	����

��� ?��� ����� ,�� ������� ��� >� �� +����� ���; ��� =�"���	��� ���� ���E�
B���� �� ��� ,�� -�5	����� �����	;  �� ����� ��� >��	� ��� 1��	�� ��	������� ����	�,
5��������	 ����� =� ������ ��� "���	 �� 3����" ����� -�5	��� ,���C��	����	� =�"���	���
�+�; ��� ��� >��	���*	+����� ��� ���� 5	�,�� 1��	�� ���� *����� 5������ -�" �����
>���� 8��� �� B���5� ��� 8�����S� ����� ,��������; 8������ 8������� ��� 1��	�� +�
���� ,������	���� �� �	�� 	��� 	 ��� ���� ��� ��+���	�� #���� "�� ��� 3��5*�"�� �������
�*�	� ����� ��� 3����������� ��� B���5�� 5����� ������ �� �	� ��+���	 8������ �����
?��� ����� ���"��� ��� ���� ?�5�*���� �"��; 8���� ��������� -�5	����� ���� ,��� �	*�5��
�� ��� #�&�� ,�� ���	�	 ���� �� ��� ������ -�5	����"������

!�! �%������� (����� ��	 -�"�����

7����� ��� B���� ��� 3���C��	������� ,�� =�"���	��� "�� ����	���� -�5	����,��"�'
��� ��+���	 8����;  �"��	 ���� ������ - �����		 ��� �������� ��	 +8��' ���� �����	�'
���� -�5	����,��"����; ��� �&���+�	 �� ���	�	�	 ����; ��� ��8���� =�"���	����� ��
��" ��� -�5	��� ,���C��	����	 8������ ?� ����	 ��� 3�������� ��� 3��"���� ��	�����'
���� ��8�� ��	 ����8*��	��; ����	����� 3��"���� �			� G��	�������5 ����	 �"
��� ?��9��� ��� ?��"������ ����� +8��	�� %	�"� �" ��� �������� ��� %����� ��� ���
3��' ��� 7��	����� ������ +��*	+������ %	�"��

P?>44Q �� 	 ���� ��������� R ������	 +� -�5	�����; ��� �� �������� %	�"��  �'
�	����� ?� �� 	 ���� ,���� ��������; �����	���� -�5	����"�����;  �� ����� 1��	�� ��'
��� ����	����� 5����� ���� ��� ,�� 8��	���� �� �	�� ������������� 8�����;  �� �����
���� ��� -�5	������	���� +8������ ��� %	�"�� *����	; ��� ��	������������� -�	�� ,��
=�"���	����� +8������ +8�� %	�"�� ��	������ �,�� ��� -�	���� ����� �� ������������
��������5��	 �����	����� -�5	����� ��������� ��� �	����; ��� 1��	�� 8*����� ���
%	�"�� =�"���	�����  �5����� 5�����; �"����� ����� ��� �� 8��	��� 3����	�� ��
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��� -�5	��� ������ 5������

=� ������ - �����		 8����� ,����������� +8���	���� %����� ��� -�5	����� ,����'
�	���	 ��� ��	 ����	����� 3��"���� ��8�� ��	������� ,���������� ?��� +8��	� %	�"� "��
�� ��,��� 	�� ����� %���� 8��� ,�����	���	 ��8�� ���� �" ������ �� ����������  '
��������; +8���	���� -�5	����"���� ?��� +8���	����; ������� -�5	����"��� 8��� ,��'
���	���	; ��� ����� � ?��� ��� 8�� ��� L������� -�5	��� ��+���	� >��	����� 8��� ���
����������� ���� ��� %��,�,� -��	��� ,�����	���	; ��� ����� ���������� B���� "��
,����������� -����*������ +8���	����� -�5	�����  ��	�	� - ������E��� 8����� -�5	�'
���,��"���� ,�����	���	;  �� ����� ��8���� =�"���	���; ��� +�� 1�8��	��� ��� ��� �'
	���� ��	�� 8���	�� ��	; 5��	���9���	�� ��8�� �� 8����� 5��� G��� ���"�� �����	����
3��"���� � ��; �� B���5� ��� ��	+����� ?�8�� � 5��	���9���	���� =�"���	��� "�� ���
1��	�� +� ,����������

(�(�� 6��� �2���� ����� �4� 
�� ����
� ��� ������ �����

��,��� 	�� ����� ��	 ��� �� ��� %����	������  �5��	�� ��� �"	 ���5�	���	�� %����� 1��
������ %���� �� 	 �� +8�� %������; ��� ����� ����� ��	�� ���� �"	����� 5������ %�� ��'
 �� �+�  ���� ������+��	�� ���� -�+�� � 
��	� �; ��� ��� "�� ����  �����������
=�	 ��� %���� ��� 
��	�� �� 5������ ���� ������ �((; ��  �5���	 L���� %������ ���
��8�����	�� 1�	��� =�	 �� L����� ���E�� �� �((; �� �����  ���� %������ ���� ���

������ %���� �	 ,���� ,�����������; ���� 7��'��������8���	�� 7*����� ��	 (x, 100−x)
"�� L���� 0 ≤ x ≤ 100 ��� 7��'��������8���	; +��*	+���� ��	 8��	����� (100, 100) ������
��� (x, 100 − x) ��	 ���� 5��; � ���� 5��� %������ ����� ��� ������ �� �	 ,�� ������
5��; ��"��� ��� ����� %������  �� ������ �� �	  ��� 	� (100, 100) ��	 ��� ���� ���D+�'
��	�� ��������8���	; �  ���� %������ ����	� ����	��; ��� ���� ����� ��� ������ �� �	
����	 *����� 5�����; ��"��� ��� �����  �� ������ ��������� ,�� 100  ��� 	� �� ��'
8�����	� ?��� ��� ��� %����� ��	 ��� ������	� -�"	������ ,�� (50, 50)� ����� %	�	���� ��	
 ��; �E�� ��� ��� ��� %������� �� �C������	������ %��8�����5	 ���������� ��; 8����
������	 ���� �	 ��� ����	 ���� �����	�����	����� ?�������"	; ��� ���" ���8���	; ���
������ -����� ,��  ����� %�������  �,��+��	 8����� 5���	�� ?� �����	 ���� ���� ��
��� �� ��� #�� ��� ��� )������	��� ���  ����� %������; � 5����� 8��E; 8� ��� �����
 ��	�� 8����

��� ?�������"	�� ��� %����� *����� ����  ��� G��+�"���� ����� +8��	�� %	�"�; ���
�� P1�$�Q ���	��� ,����������� 8���� =� ��� ���	�� %	�"� 8��� 8������� ,�� L����
%������ ��� �� �	  ���� ��; ����� 8����� L����� � ?��� ��� %	�"� ,���C��	����	� =�
��� +8��	�� %	�"� �	 L���� %������ ��� �������5��	; ����� ,�� ��� �� ��� ���	�� %	�"�  '
���� ���� �� �	�� �� ������	���� �� �	  +��� ��� =� ��� ,�� ����� +8�� #�������
%���� 5�� ��� ��	8���� �� ������ �� �	  ��	*	��	 ���� �� �� �	 ��� ������ ���'
������ 8������ -�������� ,�� ��� �� �	�� ��� +8��	�� %	�"� ��"���	 ��� 3��	������
��� ����� ��� ���  �5��	�� B������

��4������ �5� ��� �
	����� ��� �������� ��������� ��
�� ����� /�����
�  ��� ��

/�����
 ��� ����� ��
 �
���� /��!� �	���� ���� ��� ��
�� ���������� �������
��

/�
��	���� ������ �
	����� �� &'���	 ���

?�� ?��� ���; �� �������� ������ ��; ����  �+������	 �� J����+��� �K; ��	; 5��
��� ,�� ����� %������ ����� - � � �����  ��	���	�� �� �	� ��� ���	�� %	�"� I���
��� ����"���	 8�����; ��� �� �	  ����9���	 ��� %	�	������8�� ��� ������ %�������



�(4

����	; ��� %	�	�����; ��� +� ������ �������� "����� 8�����; "�� ��� �������	��
8*���� �� �� �	 ����� %������� J���5	K ��� I��� ��� ������ %������ +�� ��8�����	��
������ ����

1��� ��� �A��� P1�$�Q +����� �� "������� ��������

.������ �5	 >� -����� ��� -���
 ��� ����
 � ���� /��!�� ��� � �� /�����
�� ��� ��
�
	����� (50, 50) �������� ��������� ��
�� ��� ����� ��� 50 ����� ��
 /�����
� -�
�
	����� (50, 50) ���  ����
��� �� �����	��  ������ �������� ��������� ����

/�����5 %�� x �� �� %	�"� �  ���� ��� �� �	; �� �� ?��� ��� ����+����� �����
%�� y �� �� �	 ��� ������ %�������� <��*���	 ��	 "��	+��	�����; ��� ��� ?��� ���;
��� ����� �� �� �	 x ����+��� � ���� ����; ������ (x, x) ���� ����� -�����	�� 8*��
�� ?��� ���  �*���� ,�� y; 8� ��  �� y ,�� %������; ��� x  ��	�	; ����	  ����9���	
8����� 5��� �� ?��� ��� 8*�� ��� ��� ����	 ������	��  ��	���	�

��� �. x = 50� =�	 y = 50; �� ��	 �� ?��� ��� 	��,����8���� (50, 50)� =�	 y > 50; ��
��	 �� "�� L���� %������ ���	����"	; �� ��� +8��	�� %	�"� y +�  ��	��; � ������ 5��
��	; ���  ���� ����� #A�C ,�� ( ����	��� =�	 y < 50; �� ��	 ��� #A�C "�� ���L������
%������; ��� y �� ��� +8��	�� %	�"� 8*��	; �� L���� ��� y; ��� 8������ �� /(� ?� ��	 ���
"��  ���� %������ ���� �	���� ������	� %	�	����; �� ��� +8��	�� %	�"� /( +� 8*����� ���
� +���	 ���; ��� ��� �� �	 ,�� 50 �� ?��� ��� (50, 50) +�� ������	�� ��������8���	
���	� ?�  ��� 	 +� +�����; ��� ���� �� ���+���; ������ ?��� ��� ��	�

��� �. x > 50� �� ?��� ��� (x, x)  ����	�	 "��  ���� %������ ����� #A�C ,��
(; 8� L����� ��� �������	��	 �������� -����� ��	 ��� ���� ����� %	�	����� ����	
���������� 5���

��� !. x < 50� �� ?��� ��� (x, x) 8*�� "�� x < y ≤ 50 ����	 ������	; ��  ��	�
?��� ��� "��  ���� %������ 8*�� �������� ��� >�� ,�� y �� ��� +8��	�� %	�"� ��	 ���
?��� ��� (y, y)� 1�� ����� �� �	 ,�� x < 50 �� ��� ���	�� %	�"� ��	 �� ?��� ��� ���
 �*���� ,�� �� �	 y ��� ���	 ����	 ������	�� ����+���	 ����� x� �

-��� 8��� ���� ������ ������� ������ ����	 �" n > 2 %������ ,������������� �*��	;
+���	 ����; ��� ��� ?��"������ ����� +8��	�� %	�"� �+�  ��	�*�	; ���� 8��	��� )������'
	��� +8������ ��� %������� �� ��8�����	� ?��� ��� ����� ����� %������ ��� ��+�"������
���� ����	 � ��� +��*	+������ =�"���	��� � �� ���  ���� ���� �� �	�; ��� � ?���
��� ���	�� %	�"� ��	����	 8��� ��� ���  ����� %������� ���"	; ��� "��  ���� ,��	����"	��
3����	�� +� ��+������ >��	��� -��8��5����� ��� +8��	�� %	�"� ���� �	������ ��� ���
�����	� )�����&�	*	� ��� -�+�� ��������� %	�	����� "�� ���  ����� %������ �	���	 �	�5
�; ��� �� %���� ��� �	 8��� �� �	8 ������	 �� ��� 8�� ,������

(�(� 6��� �2�����8	�  �0���� ��$� #���� ��
 )�:���

1��� ��� �A��� P1�$�Q ������� ����� -�5	�������������� �� +8�� %	�"�� ,��; ���
,�� 3������� ��� ��� �� ,������ - �����		  ������� ���� +8���	����� ��,��� 	��
����� %���� ���� *����	� 1�� ������ -�5	��� �� 	 �� n 1��	�� ��� ��� ��� �	���� ��	�
=� ��� ���	�� %	�"� 8����� ,�� ���� 1��	��� ������� �� �	�  ���� ��� ����� �� �	�
8����� � ?��� ��� ���	�� %	�"� ,���C��	����	; ��������� ���� ��� =�"���	���; 8������
�� �	 ,�� 8������ 1��	�� 5�� =� ��� +8��	�� %	�"� ��" L���� 1��	�� �� ���� �� �	;
8������� ������;  �� ��; ������ ��" L����� ��� �� ��� ����� ���  ����	� �� %	�"�
����  ���� ���� �� �	�; ���������E���� ��� �������; �	����� ��� G����	 ��	�� ���
+8��	�� %	�"� ���*�	 ��� <������ "�� �� ��	 +� ������ �� �	� ��� ��� ���; ���



�($

������� 1��	�� �� ��� +8��	�� %	�"� ��� �����	�� �� �	  �� ��; ���*�	 �� ���L�����
1��	�� ��	�� �����; ��� �� �����	� �� �	 �� ��� ���	�� %	�"�  ���� �� �	�

��� 6�	�������� ������ +8���	����� -�5	�������������� ��	; �� ������	+ +� ,��'
��� ����	����� -�5	����"�����; ��� ��� +8��	� %	�"� +��*	+����� =�"���	����� ��	����	�
=� ������ ��� 8����� � ?��� ��� ���	�� %	�"� ��� �� �	�  �5��	; �� ��� L���� 1��'
	�� ����� 3���	�������� � �� ��� >��	 ��� ��	�� ������ 5��� ��� +8��	� %	�"�  ��	�	
���"��� ��� �������5��	; �� �� �	 ��� ���	�� %	�"� �����	 +� ��,�������;  �������
�" ��� ��8������� =�"���	����

�� ?��� ��� ������ +8���	����� -�5	��� ��	  �*���� �,��; � ��� 1�8��	����� ���
%������ "�� �� ��� �	��� ��	 ���,	 ��� �� �*���� ���� ������	���� F������ ,���H
����� 1�	���	�� 8�� +��*���	 ��� +8���	���� -�5	��� �� ��� ,�� ���,	�� >��	��� ?�
8��� ���������; ��� 5��� %������ ��� �� �	  �� �� 8���; �� ��� ������� >��	 "��
�� ��	 � ���	���	; 8���� �� %	�"� ���� ���� �� %	�"� +8�� ��� -�5	���� ���� �� ������
��� 5���	� �� ��������; ��� ��� %������ ����� #���� "�� �� ��	  �+���� ����; ���
������ ������� >��	 � ���	���	; �� ��� �� ����� 3�����	 �������� 8�����

?��� +8��	� -�����  �	��C	 ��� 3�������� ,������������ %	�	������ ?� 8��� �'
��������; ��� ,�� +8�� %	�	�����; ��� "�� ����� %������ ����� � B����		 ���"���;
���L����� ��*"�����	 8���; ��� �� ������ �� �	 ��� ���	�� %	�"�  �����	�	; ����;  ���
��� �� �� �	 ��� ���	�� %	�"� �� ������ �� �	 ��� +8��	�� %	�"�� ��� -�����  �	��C	
���	�*������ ��� >�� ��� �� �	�  �� 8���� -������	 �" ��8����� ��� -�5	���� -���
8��� ��� %������ 8��E; ��� ��� )��5�����	 ����  ��	�� 8���; 8��� �� ��� �	 �� ,��� 8��
�������  ��	��; �� �� ,�����"	���� )��5�����	 +� ����������; �,	�� �� G�� ���5 �" 8��'
	���; "������� %������ 1��� ��� �A��� ������ ���� ��� J�����	�	�,����� �����	���K
F
-H�

1��� ��� �A��� +�����; ��� ��	�� ������  ����� -������ ��� ��� 8��	����
-������; ��� +�� ����� ��� %������ ��	������������� 1�8��	����� ��� ��	�� � ��
��� ���� ����� ��	������������ �� ��� ���	�� %	�"�  ��	��; ��� ��� +�� ������
���� � ��� ����+� ��� ���,	�� 1�8��	����� �C��	����  �5��	 ��	; �� ?��� ��� ���
+8���	����� -�5	��� ��	 ���,	�� >��	�� ��� ����� 3��5��A'-�5	��� ��	������	� �����
%������  ��	�	 ������ ���,	�� >��	 �� ��� ���	�� %	�"�; ��� ��� G����	 ��	����  ��	�	
�� ��� +8��	�� %	�"� �� +8��	�����	� �� �	; ��	 8������ �� ��� -�5	��� ��8���	�
-��� ������ %������  ��	�� ��� �� ��� +8��	�� %	�"� ��� �� �	 ��� ���	�� %	�"�� ����
��	������	 ��� ����� 3��5��A'-�5	���;  �� ��� ��� G����	 ��	���� ��� -�5	��� ��8���	
��� ��� +8��	�����	�� #���� "�� �� ��	 +��	 F����� P1�$�; %��4/CQH�

��� +8���	���� -�5	��� ��	 ���,	�� 1�8��	����� ������	 ��� -�	���� ,��	����"	��
������ �� ��� 3��5��A'-�5	��� +� ����� ����� ��� �	����; ��� ��� �� �	� ��� ���	��
%	�"� �C��	���� �����	 8����� ��� ��� -�+�� ��� �� �	� ��	 ��� -�+�� 1��	��
� ������	����� ����; ��	 �� ���8�������; %������� �	�  +��� ��; ���  �� ����� 3��5��A'
-�5	��� �+� ������ 5���	��; �� +8��	�����	� �� �	 ��� ���	 ���  �+��	�� #����
��������	 ���� +� 	��� ��� ?�� 8��	���� 3��	��� ��	�	��	 ����� ��� 3���C��	������� ���
�� �	�; ��������� �����	 ����  ��������  �� ��	��� ��	 ����� ���������� 1�8��	���
���� B����; ����	 �� ����  �� �� �*������; ���,	�� 1�8��	������

=�	������	�� ���� ��� -��8��5����� ��� +8��	�� %	�"�  �� ���������� 1�8��	��'
��� ��� ��	��� 1�������� ��� ������	 ��� +8��	� %	�"� ,�� 3��	��� +� ����; � ���� ���
1��	�� ����� 3���C��	������� ��� �� �	� � ?��� ��� ���	�� %	�"� ���  ������� 1���
,�� 8���� >��	 ��� ��	�� ����� 5����� �� ���� ����� =�"���	��� � �� ��� ��'
 �	� ��� ������ 1��	��� �� �	� ��� ���	�� %	�"� 5����� ���� ��� � �� ���� ��	��



��(

5��������	 8�����; 1��	�� 5����� ���� 5�����		 J���	�����K; ����� ��� ��	���������
�������  ��	�� ��� ���	 ������ ���� 5�����; ����	 ��� <������ +� ����	�� F���� ��	 "��
��� 1��	�� �� L���� ��� �������  �� �" ���L������; ��� �� �����	� �� �	 �� %	�"� ����
 �� 	H�

1��� ��� �A��� ��	��������; ��8��8��	 ��� %������ �� ��� ���������� 1�8��'
	����� *������ 8��  �� ��� ���,	�� >��	�� �����	�� ����; �� ��� ���	�� %	�"� �������
+�  ��	��; ���� ����� 8��� 1�8��	����� "�� �� ��	 +�  ��	��;  ������� �" ��� +��
3��"����� �	�������; ���,	��  ������ >������ 1�� ����	����� -�5	����� ��	 �����'
��� �� �	�� ��� ���������� 1�8��	����� �� 	 �� �� #�� ��� ��� 8�����S� �����
F,��� %� �(!H; �� 1��	�� �,	�� +�� - � � ,�� �� �	�� ,������	; ��� ��������� ����
�� ��� ������ >��	���*	+��� ��� � L�5	�; �� �� ��� ��� ��8���� ���� R �� �+�����
+� ,�������� P1�$�Q� ?� �	���	 ���� ��� ����; � ������ #�� ��� ����� ��� +8��	� %	�"�
,��������	 8����� 5���

��� -�	���� ��	���	����� ��� 1��������� ��� 8���� >��	�� ���� ��� ������
��� �� �	� ��� ���	�� %	�"� ��� +����� �� "������� �������.
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��� 1�8��� ��� �������� ����	 ���� �� P1�$�; %��$!"Q� -� ������ %	���� ��� ��� 
�5�++���	; 8���� ���� ���� �� ���� 	� �� 	 ��� %������ �			 ������ ��������� �� �	 ���
���� ,��� ������� ���� �����������  ; �� ,��*����	 ���� ��  ��	���	�� �*���� ������
��� ����� ��� ���	 ��� >��	; ��� ��� ������ %������ �� ��� +8��	�� %	�"�  ��	���
1��	�	 ��� %������ ���� ,��� ��������� ��� ,��*����	 ���� ��� ����� ��� ��	��; ��  ��	��
��� ������ %������ �� %	�"� +8�� 8������ ��  �� ��������� �� �	��� ���  8��������
%������ 5�� ��	��������� ����� �� %	�"� +8��  ��	�� ��� ��8���	 �� ��	 ��	 �����
#���	� 1��	�	 ��� %������ ���� ,��� ����� �� %	�"� ����; �� ���	 �� ���� +�� ��8�����;
����� �� �� ��� +8��	�� %	�"� ������ �� >��	  ��	�	 8�� ��� ������ %������; 8���"���
�� 8���� ��� ����� �� �	� ��� ���	�� %	�"� ��8���	�

?�� %������ 5�� ��� ��8��� ����� -�� � ����� ���� ,��� ������� �� �	� �� ���
����� ���� ,��� ����������� �� �	� ����	������ -��������� ���	 ���� ��� "�� %������ ��	
����� ��������� 1�8��	��� ,�� ������	��� ��� ����� ��� �����	��� ��� +8��	�����	��
1�8��	����

� �� "�� ��� %������ ��	 ��� �����	�� ��� ��� ��	 ��� ��������	�� 1�8��	��� ��
L���� ��� ����	 "��5	������	; ���� 	 ���� �� ����� ��� �������� /�! �� )������

:������� �5� >� ����
 � �����<	�� .������ ��� � �� /�����
� ��� ��� /�
��	�� / ���
9���������	� ����� ��!�
� ��
 ����� ��
 ����� /��$���
 !�
 ��� %�
� ��� ����� ����
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1�� ���� %������� +��	 �� ����  ��  ����	� "�� ���L������ %������ ��	 ��� ��		�����
1�8��	��� ��; ��� � �� ���� ��	��  +�8������� 1�� ��� +8���	����� -�5	��� ��	
���������� 1�8��	����� ���� �������� �� �	� �� %	�"� ���� "�������; ����� ��  ��
���,	�� 1�8��	�����; ��� "�� +8�� %������ ,��	����"	�

O������� 1�	���	����� ���	�� � ��"��� "�� ����� �E� +�� 1��	������ ��� 8�'
��� >��	� ��� ��	��; 8�� +�� 1������� ��� ��		��8��	� -��� ���� +��	 �� ���� "�� ��8����
%������ ��; ,�� ��� %	�	���� ��� ��������� 1��	��� �� %	�"� ����  +�8������� �� �����'
��� 1��	�� �	���	 ����	 5��� 7��'��������8���	 ��; ��� -�5	�������������� ��	 ����	
����+5���	� ���

1��� ��� �A��� ������	����� � ������ %	���� L����� ���� 8��	��� � ���� ��8���
- 8��������� ��� � �� �� ��� ��� ��	�� ��+���� 5�����; ��� ���� ��� %������
8�����; 5����� ��� %������ ����	 ,���������; 8�� ���� ��� ������ %������ ,����	�� 8��'
���� %�� 5����� ��� "�� ��� >�� ��� ������� %	�	���� ����	 ��� ��8�	�	�� %	�	�����
��� ������ %������ ,�����"	�� ���5�5�������; ���� ��	 ��	 ����� +� ���E�� 6����������	
 ��"	�	� >���� ������ 6����������	 8����� ,���� %������ 8��� �+� 	��������; �� ��� ��'
�	�� %	�"� ���� ��� �� �	  +��� ��; �� ����� ��������� ?�����*	+��� ��	������	� ����
�	 ���� 		�*������ ��+���	 "�� �*���; �� ����� ��� %A�	�� +8� ��������� � ��	; ���
����������  �� ��	8���� ��� ������ ����� ������	��� �� ������� ��� )�����&�	*	
����  �� �� ����� � =�"���	��� ����	 ,��������� 5������ =� ������ �*���� 8���
	�����+���� ,�� �	�	�������� 3����	��  ��������

=���"��� ����� ��� -�	���� �� ��� +8���	����� -�5	����"��� ��	 ���������� 1�'
8��	����� 	��	+��� 3��	���� �� 3�������� +� ����� 3��5��A'-�5	��� ���� ������ ���'
�	����� -�5	����,��"���� ��	 �������� �� �	��; � ���� ��� 1��	�� ����� ��� ���	�
%	�"� 	��	+ ���� 3���	�������� ,�� 8���� >��	 ��� ��	�� ����� 5����� ��� ���	
��� 8�����S� ����� ,�������� 5������ 1�� ����� 3��5��A'-�5	��� ��	 +8�� ����	  ��'
������� ���������; �����	�� �� �	�� ��	 ���� ����	 ��� ���; ���  �� 1�+����� ���
+8��	 �����	�� �� �	�� 8��� ��� ��8����� ��� ?������5 � ��; +� ,��� +�  �+�����
��� 3��	���� ��� +8��	�� %	�"� 5����� ����	 ,�� ����  �� -�5	����� ��	 ����������
1�8��	����� +�� �����; � ���� ��� ,���C��	����	� =�"���	��� ����  �������� ���E�
B���� "�� ��� ������	���� 1�8��	����� ��� �� �	� �����	 ��� �+�  ��	�*�	; ��� ���
����������� #���� ��+��	 8����

(�(�� 6��� �2�����8	�/ ���������  �0����

=� P#><((Q �	����� ��� -�	���� ���� +8���	����; ������� -�5	��� ,��; ��� ��	���*I��,'
���	 +�� ���������� -�5	��� ��	� ��� 3��	��� ��� +8���	����� -�5	��� ��	 �E�����; ���
� ����� #�� ���� ��� ���������� -�5	��� 8�� L���' ������ ��� 3�� �������� ��	��
1��	��� ����	 ,��5����� 5�����; 8��8���� ��� -�5	����"��� �� ��� #�&�� -�8������
����	� ?� ���� ��������� ��8*��	 8�����; ��� ��� 3�������� 8���� ��� 1�+��� �" ���
?��� ����� �� P�>4�Q �C�5	�, ��	 ��� L�������� 3���	� ��� ���� -��������'1��
-�5	��� �			 ����	; 8� ��� -�	����  �� ����	 ���	���� ������	������ 1�� ��� L�'
������� -�5	��� �� 	 ��  ��������8���� 5��� L���' ������; � ��� #���� 5��	����������
,�� -�5	���	�� �����	 8���� � ���� ��� R ���������� ���� >��	���� �" L��� -�	
,�� ���� -��������'1�� -�5	����� 8�� ��� ���������� -�5	��� � ��	���� �����; ��	
���� �C��� ?� 8��� L����� �� "�������� - �����		 8���� ��� 1�+��� +�� -�	�5�� ���
1����C ��������� -�5	��� ,��8����	�

=� ��� ���	�� %	�"� ��� -�5	��� �� �� ��� 1��	�� ������� �� �	�  � -� ?��� ���



���

���	�� %	�"� ��������  �� �" ��� +8�� G����	 ��	����� ��� 1��	�� �� ��� -�5	��� ��;
��� �� �	� ��� ������������� 1��	�� 8����� �C��	����  �5��	 ���� ��� ��� +8�� 1��	��
��	 ��� �����	�� �� �	�� ������ � ��� +8��	�� %	�"� 	���� -��� ���� 8����� 8�����
������� �� �	�  ���� ��; 8� �� L���� 1��	�� ���� ������� �� �	 ��� ���	�� %	�"� ����	
��	�� ��	�� ��"� ��� G����	 ��	���� +��	 ��� 1�	�� ��� ��	��������� �� �	�� =� ���
,�� �� �	����������	�� ��	�������	 L�8���� ��� <�"���

��� -�	���� ,�� P#><((Q ����� ,�� "�������� -������  �� ��� -��A�� �����
-�5	��� ��.

• ?�� ��	��� ��� ��	 8��� ��� �	���

• ��� 1��	�� ���� ����5�'���	��

• ����� 1��	�� ���*�	 ,�� ��� -�5	��� ��� ���,	�� %����  +8� ���� %��*	+��� Xi ∈
[0, 1] ��� >��	� ��� ��	��� ��� Xi 8����� ����� ���� �A���	������; ���������
3��	������ ��+���	�

• ��� 8���� 1�8��	����� ��� ��	�� ���� ��	������� ,��5���"	 F�A���	��� D'
��	�� ,����H� ��� ���5	��� V (Xi, X−i); ��� +�� %���� Xi ,�� 1��	�� i ��� ���
����� X−i ��� %����� ��� ������ 1��	�� ��� 8���� >��	 ���"��	; ��	 "�� ���
1��	�� ������� V ��	 ����	���	�,; 5��	����������; �	���� ����	�� �	������ �� L����
3�� ��� ��� �A���	����� �� X−i�

• ��� 1��	"��5	����� b(X) "�� �� �� �	 ��� ���	�� B���� ��� β(X, Z) "�� ��
�� �	 ��� +8��	�� B���� ���� �	���� ����	�� �	������ FZ  �+������ ��� ���
%	�"� ���� +����5��8�������; ,���C��	����	�� �� �	�H�

#���A; >��"�	�		�� ��� <��� +�����; ��� �� ���+���; �A���	������; �	��5	� ������'
��8���	 "�� �� �� �	 ��� ���	�� B���� b∗ = V (X, X, 0) ��	; 8� �� V (X, a, b) ��� 1�'
8��	����"��5	��� ��	 "�� �� %���� X; �� �����	� �� �	 a ��� ������ 1��	�� ��� ���
3�5	�� b ��� ���	������ �� �	� ��� ������ 1��	��� ��� �� �� �	 ��� ���	�� B���� ��	
�� ��� ���  ��	� %	�	����; �,�� ��+������; ��� �� �����	�; 5��5���������� �� �	
��� ������� ��	������	 ��� ��� ������ �� �	� ��� ������ 7��� ����� �� ���� I��� ��
��� ���	�� B���� ���� �����  ��	��; �� �� ��� +8��	� B���� +� 5�����;  �� 	��	+���
�� ������� 8�� �������; � �� �� �	 ��� ���	�� B���� ���� ��	��� ����+� "�� �� ���
+8��	�� B���� ���	���	�

��� �� �� �	 ��� +8��	�� B���� ����� ��� -�	���� �� ���+���; �A���	������
��������8���	 �� β∗(X, Z) = max{b(X), V (X, X, Z)}  �� ���� ���� 1��	"��5	��� b ���
���	�� B���� ��� ��� ����� Z � ,���C��	����	�� �� �	�� ��� ?��� ��� ���	�� B��'
��� ?� ���"	 ��� 8����; �,�� ��+������; ��� �� %���� Y ��� )��5�����	�� ���������
��	 �� �� ������; � �� �� ������ ��� �,	�� +� 8����  ��	�� ��� ��� -�5	��� ,��������
8����� 7��� ���"	 �� �+�������; ��� �� %���� ��� ������ ����� ��	; ��� ��	����'
����� ���� +�  ��	��; ���� �� ������ ���  ��	�	 ��� )��5�����	 8���� ��� ����	���	*	
��� 1�8��	����"��5	���  ����	� ����� �� ��� ������ 1�8��	��� ��� ��	��; �� 8����
"�������  �� ��8��� ��� -�5	��� ����� 3�����	 ���������

��� -�	���� +�����; ��� ��� ?�	�� ������ ?��� ������ "�� ��� 3��5*�"�� ������
��� ��� ���������� -�5	��� ��	� �� ��������8���	 ����� ���������� -�5	��� ��	������	;
������ n − 2 1��	�� ������������ ����; ��� ����� %�����'#���� %����'1�� -�5	���;
������ ��� ��������	�� n− 2 �� �	�  �5��	 ���� P�>4�Q� ���� ��	������	 �� ������'
��8���	 ���� ��� +8��	�� %	�"� ��� ,�����	���	�� -�5	���� =�� �������� ��������	 L ���



��!

���� -��������'1�� -�5	��� ,��������� ��	 ����������' ���� %����'1�� -�5	����� ��
��� ,��5���"	�� >��	� FD��	�� ,����H ��� �����	�� ?�	�� "�� ��� 3��5*�"�� ��� ��	
���	 "�� ��� 3��5*�"�� � 		�5	�,�	�� F����� - �����		 /�0 ��� P�>4�QH� �� ,��'
����������; +8���	���� 3��"����  �����	�	 �E����� ������ 3��	���� ������ �� ���
���������� -�5	���� #�� ���� ��� ���������� -�5	��� ���� 3����� ������ ��	�� ���
1��	��� ���� +8������ 1��	�� ��� 3��5*�"��; 8����� ��� #����  ��������8���� 5���	���� ��
��� G��� 	��� �� 5�����; � ���� 8�� �� JL���' ������K; ��� �����; ���	���� �� �	 ��'
��� 1��	���; �� )��5�����	�� �,��  ������5	; 8��	�� +�  ��	�� ���� � �����	 �� ���
-�5	��� ���+��	������ ������; ��� ��� +8���	���� -�5	��� �� ��� ���	�� %	�"� ������
��	; ��	 ��� 8������ �"*���� "�� ����� #�� ����; � 5���� �����		8���� 3���C��	������� ���
�� �	� ��� ������ 1��	�� �			 ����	�

=� P#><((Q 8��� ��� +8���	����� -�5	����,��"���� ,�����	���	 ��� ��+���	; ���
������ 3��"���� �� ��� ,��5���"	�� >��	� ��� 1��	�� ��� ��	��  ��	���	�� -������
� �� ��� >��	� ��� 1��	"��5	����� �� ��������8���	 ��� 3����	�� ����� ����������
-�5	��� ��	������	� ��� 3��	��� ��� +8�� %	�"��  ��	��	 ���� 8������ �� ��� +��*	+������
=�"���	������	�������; ������� ,������� ����; ��� ��� =�"���	��� ��� ����� �			
8��  �� ��� ���������� -�5	��� "��	��"��� ��	����	 8���� ����� ����� ���� ���	��5	�,�
?�	������� 8�����  �5��	� #�� ���� ��� ���������� -�5	���  �����+	; ���� � ��
L����� �� ?��� ��� ��� -�5	��� �� ��������8���	 +� ,��*������ =� ������ ��� ����	���	
�� ��� ,�� ��� 5��	�������	�� ?�	������� ,�� =�"���	��� �� ��"� ����� -�5	����
������ -�5	����,��"���� ��	;  �� �" ��	���; ��� %��+��"�� ��� �� "�������� - �����		
,�����	���	�� %��,�,� -��	�����

(�(�" ��������  �$�����

=� P��%$$Q 8����� J%��,�,� -��	����K ,�����	���	� ?��� %��,�,� -��	��� ��	 �� #���'
+�� ���� �����	���� -�5	���;  �� ��� ��� L���� %	�"� ��8���� 1��	�� �� ��� -�5	���
������������� 8����� ��� ��� ��� ������ � ��� �*���	�� %	�"� 	��������� 5������
%��,�,� -��	���� 8����� ���5	�������	 �����

• ���� B����; 8����� 1��	�� �� ��� �*���	� %	�"� 5�����;

• ���� B����; 8������ �������� �	 "�� ��� 1��	�� ����� �*���	�� %	�"� ���	 F������
���	 ����� ������	���� "�� ��� 1��	��H

• ��� ���� B���� +�� 1��������� ��� ������	���� #������; ��� ��� ��8����� +�
+���� �	�

?��� %��,�,� -��	��� �	�	�	 ��	 ����� ���	���� �������� �	� ���� %	�"�  ��	��	
�� ����� �������� -�5	���� 7�� L���� %	�"� 8��� ��	��������; 8����� 1��	�� � ���
�*���	�� B���� 	��������� ���"��� =�	 ��� ��� 1��	�� � ���; �� ��	 ���� ��� ��8�����
��� ��� #���� 8���  �5��	 ���� ��� N����+����� ���� ������� 1��	��; �� 8��� �� ����
�������� �	 "�� ��� �*���	� %	�"�  �5��	 ���� ��; +������ ��	 ���� �� �	��
���L������ 1��	��; ��� �� ��� -�5	��� ������������� 8������

��� +8���	���� -�5	��� ��� P1�$�Q "*��	 "������� ����	 �� ��� )���� ��� %��,�,�
-��	����; � 1��� ��� �A��� ��� �� �	� ��� +8��	�� %	�"� �" ��� ����� ��� �� �	�
��� ���	�� %	�"�  �����*�5��; ����	  �� ��� �������� ���	���� �������� �	 ��� ���
? ���� ��	���������	 ���� ��� +8���	���� -�5	��� �� P#><((Q ,�� ����� %��,�,� -��'
	���; 8��� ��� ��� ���� ������"����� ?��� %��,�,� -��	��� ���� 	 �� ����� %	�"� 5����



��0

��	�������������� �������� �	� "�� ,����������� 1��	��; 8*����� �� P#><((Q "�� ���
1��	�� ��� +8��	�� %	�"� ��� �������� �� �	 �� ��� G��� ���� ������� �� �	� ��� ���	��
%	�"� ���	 F,��� %� ���H�

P��%$$Q ,���������� +��*���	 ��� (n−1)'�	���� %��,�,� -��	��� ��	 ��� L��������
-�5	���� 1�� ��� (n − 1)'�	����� %��,�,� -��	��� �������	 ��� L���� %	�"� ��� ���L�'
���� 1��	�� ��	 ��� �������	�� �� �	 ��� ������ �� �	 ��	 �� �������� �	 "�� ���
�*���	� %	�"�� ��� ��8����� +��	 �� �������� �	 ��� ��	+	�� %	�"�; ��� ��� #����
��� ,�� ��� �������������� 1��	���� ��� -�	���� +����� ��� �	�	������� OI��,���+
������ -�5	����"��� ��	 ��� L�������� -�5	����

��� �	�	������� OI��,���+ +8������ ���  ����� -�5	����"����� ��	 ����	 ���"��
���+�8�����; � ��� ��	����	�� =�"���	����� +8������ ��� ���+����� %	�"�� ��� %��,�'
,� -��	��� ��� ,���C��	����	�� =�"���	����� +8������ ��� %����		�� ����� L��������
-�5	��� ��	��������� ����� %	�	�������5	 �*��	 ���� ����	���� �" ����� ��	��������'
��� ��� ������ -�5	���   ����� ��� �� ���� ����	����� -5	����� �������� ?��� %	�"�
��� %��,�,� -��	��� ��	������	 ��� <��	����� ����� L�������� -�5	��� +8������ ���
-���������� ����� 1��	��� ��� ��� ��� �*���	�� 1��	����

���8��	����  �	���	�� ��� -�	���� ���� ����������� ���� ��� %��,�,� -��	���
��� ,���������� ��� ��	 ��� L�������� -�5	���� ����� ���� ��� %��,�,� -��	��� 8���
����� ��� "�������� ?�������"	�� ���5	��������	.

• ��� -�+�� ��� 1��	��; ��� ,�� ����� %	�"� �� ��� �*���	� 5�����; ��	 ,�� 1�����
� ��������  �5��	�

• ���L������ 1��	�� ��	 ��� �����	�� �� �	�� 8������� �� ��� �*���	� %	�"��

• �� �������� �	 ����� %	�"� ��	������	 ��� �����	�� 3���������� �	 ��� ,������
%	�"�� �� ���	��� �������� �	 ��	 −∞�

• ��� B���� ��	 ��� ��	+	�� +8�� 1��	��� ��	 ��� ��	+	� B����� ��� ��8����� +��	
��� #���� ��� �� �	� ��� ��	��������� 1��	����

%��  �	���	�� ��� %��,�,� -��	��� ��	�� ��� "�������� 1����������.

• ����� 1��	��  ���	+	 ���� ���,	� =�"���	��� ���� ��� %���� si � �� ��� >��	 ���
��	���

• ��� %����� {sj} 8����� �� ����� ���������� 3��	������ ��+���	 ���  ���	+��
���� �A���	������ )�����	���� >��� ��� ��8���� %����� "��	�����	 ����; �� ��	
��� �����	������� 3��	������ ��� ���	������ %����� ����� �������

• ��� 8���� 1�8��	����� ��� 1��	�� ���� ?��� ��� ����� ���������� ���5	���
,�� ���� %������. v(si, {sj}j �=i)� ��� ���5	��� ��	 "�� ��� 1��	�� �A���	�����;
����	�� �	������ �� ���� 3�� ��� ��� 8��	����� ��  ����C��; ��� vi  �� �����
"��	�� -��	��� ,�� si ������	��� � ���� �	�5 ���� �	*�5�� �	���	 ��  �� ������ ��
-��	��� ,�� sj� ��� ��	+	� ?�������"	  ���	; ��� vi �	*�5�� ,�� ������� %����
si  �*��	 ���� ���" ������	 8�� ,�� ��� %������ sj ��� ������ 1��	���

• ��� 1��	�� ���� ����5�'���	���

��L�����; ��-��� ��� %���� +�����; ��� ��	�� ��� �����	�� -������ ���
%��,�,� -��	��� 7��'?��� ���'*I��,���	 +�� L�������� -�5	��� ��	� ��� 1�8��� ��	



��/

8������ "���� �� ��� ��	���������� 1�8��� �� P#><((Q;  �� ,�� =���	 ��� ���� *��'
����� ?� 8���  �������	; ��� �� 7��'��������8���	 ��� L�������� -�5	��� �� L����
%	�"� �" ��� %	�	����  ����	; ��� 5	����� 1�8��	��� +�  ��	��� �����  ����	 �" ���
 ����	�  �5��	�� �� �	�� ��� �������������� 1��	�� ��� �" ��� -�����; ��� ���
���,	�� %����� ��� ���� 5	�,�� 1��	�� ��� ������� %���� ��	��������� %��� ��� ��
���  �	���	�	�� %	�"� 1��	�� 1  �� k  ����	� ������������ ��� ����� �� �	� b1, . . . , bk

 �5��	; �� 5�� ����; � ��� ���5	��� v "�� ��� 1��	�� ������ ��	; �" ��� 5��������'
���������; ���,	�� %���	� s∗1, . . . , s

∗
k ����������� 8������ ��� ���� 	 ���� �� 5	�����

�� �	 �� 7��'��������8���	 "�� 1��	�� j; j > k; �� v(sj, s
∗
1, s

∗
2, . . . , s

∗
k, sj, . . . , sj)�

��� ��������8���	��	�	���� "�� ��� %��,�,� -��	��� ��	 *������� ��� 1���������
��� 5	������ �� �	�  ����	 �" ���  ������� ��� %������ ���  ����	� ���������'
����� 1��	�� ��� ��� -�����; ��� ��� %����� ��� ���� 5	�,�� 1��	�� ������ ���
������� ����� ?� 8���  �������	; 8���� ���� ���  �� ��� %��,�,� -��	��� ��� 7��'
��������8���	 ���	���	 ��� �� ���� "�� 1��	�� ����	 ��+��	; 8������ �������, ����
�������,�� +�  ��	���

��� ��8����� ��� -�5	��� ��	 "������� ��  ����� �*���� ��� 1��	�� ��	 ��� �����	��;
���,	�� %���� ��� ��� +� +������ #���� ��	������	 ��� �� �	 ��� +8��	�����	��
1��	����

��� -�	����  �	���	�� +�� %������ ���� ��� %�����"�� ����� +8���	����� %��,�,�
-��	���; �� ��� ��������� ��� +8�� 1��	�� ��	 ��� �����	�� �� �	�� � ��� +8��	�� %	�"�
	���������� �� �������� �	 ��� +8��	�� %	�"� ��	 �� ��������	�; +����5��8������ ��'
 �	 ��� ���	�� %	�"�� ����� -�5	��� ��	 ��� %��+��"�� ��� ,�����	���	��; ������������
���� ��� "���	 ���	 � ��"��� �� 7��'��������8���	 +�� ��� �� ?��� ��� 8�� ���
L������� -�5	���� �����  �	���	�	� -�5	����"��� *����	 ���� �	�5 ��� �� P#><((Q
 �	���	�	��� =�  ����� �*���� 8����� D��	�� ���,	� ,���� ��� ����	�� �	�����'
��; �������� ���	��� 1��	'  +8� >��	�"��5	�����  �	���	�	� ��� ��	8��5��	�� 7��'
��������8���	� ��	�������� �������� ��� >�� ��� �������� �	� �	���	 ��� ���+����;
8���	���� 6�	�������� �� ��� ���	�	��� ��� -�5	������	����� ��; ���� �	 L�����
5����� ?��9��� �" ��� ?��� ������ =�  ����� N������ 8��� ��	 ��� L�������� 3���	�
��� ���� -��������'1�� -�5	��� ,���������� =���"��� �	���	 ��� ������������ ��� %��,�'
,� -��	��� ���� ��	������	� 3��������������� �" ���� ���E��� )���� � �����	�����
-�5	����� ��; "�� ��� ������ �� ?��� ����� +� ��8�	�� ���� 8�� ,�� ���������� ����
L�������� -�5	�����; "�� ���  �� 8��	��� 3��	���� ���	���

-�� 3��	��� ��� %��,�,� -��	��� ������ �� ��� L�������� -�5	��� ������ ���
-�	���� �� P��%$$Q ,�� ����; ��� ��� -�+�� ��� %����		� ��� ���	 ���  ���	��	�
<��	  �� ��� %��,�,� -��	���  �����+	 ��� ,�� ,���������  �5��	 ����; 8*����� ���
���� ����� L�������� -�5	��� ����	 ,�������� � ��	� ��� �� P#><((Q  ������� ����
3��	���� ��� �����	����� ������ �� ����� ���������� -�5	��� ���� �E����� � ���� "��
%��,�,� -��	���� ���	���

(�(�( �2�����8	�  �0������ ��$� 6�	��-��$���9�		���

?���� ����	'>����� P?>44Q  ������� 	 ��� 3��	���� ,�� �����	����� -�5	�����;  ��
����� ��� 1��	�� �� ��� ��	�������������� %	�"�� ��	�������� 5�����; � ���  ��	���'
	� =�"���	����� ������� ����	��; 8� �� �,�� ��������� 8���; ��� �� ?���	��
,�� =�"���	����� 5��	���9���	�� ��	� -�� 1������� ����	 ��� -�	�� ��� �������� ��'
��� ?������� � ��� -�5	��� ����� )���	8��5�; 8� �� �� ��� �������5��	 �� 	; ���



���

�� )���	8��5 ��� ��� ����	 ��"*��	 ��� ��� �� ���� 8��8��"	� ��� ?����� �	 ���
�������5��	; ����� ��� ��� ����"�� +�� -�5	��� +�  �		��; ���	 ��� ��� ��	; � ��
)���	8��5 5+��	 �� ��	� �� ����"�������*�� ��� ��� ���	 ��� ��� ������� ���� +�
��8����� )��	��; ��� �"����; ��� 8�� ��� ?�����  ��	�	 ��� 8�� ��� -�5	��� �����	�

=� L���� %	�"� ��� -�5	��� 5����� ��� 1��	�� ��	��������; � ��� ��8���� 5��	���9���'
	��� =�"���	����� ������� ����	��� %�� 5�����; ������  �� ����	  ��	��; ��� 5�����
��� ��������� �� ��� ��	+	�� %	�"�  ��	��� ?� 8����� ��� �� ��� %��� 5���� =�"���	��'
��� � �� ��� 1�8��	����� ��� �� �	� ��� ��	 ��	�� ��	����	; �� �����	���; �� ��	 ����
%����'1�� -�5	���� ?���� ����	'>����� ������	���	; ��� ��� %	�"�� 3��	����  ��'
	��; 8��� ���� L���� 1��	��  ������� �" ������ 5	������ 1�8��	��� ��� ��� ?�8�	���
������ �������5��	��; G����	 ��	����� +� ����; ��	�������� 5��; � �� =�"���	�����
��8�� �� ����	� ���� ����	� ���L������ 1��	��; ��� "�� ���� ���� ������� 
���� �����;
�� ��	 +� ��8�� ��; 8����� �" ��� )�" ,�� =�"���	����� ,��+���	�� ��� ���	
����� ��8�	�	�� 3�����	 ����*����� ��������� ���L������ 1��	�� ��	 ����� 
����� �"
��� ��8��� ��� -�5	��� 8����� ���� ,����	*����� =�"���	��� ����	��� �� ������ ,��'
������	� 3�����	����5� ���5	 ��	��	���� 8��	��� 1��	�� �; �� ��� ��� ��8�	�	� ?���� "��
��� 3��5*�"�� �	���	; � ��� ����� 1��	�� ����� ��	 ����� ������� �� ��� 5	���� �����	��
1�8��	��� ���� 5��� ?���� ����	'>����� ,��������	 ����� -�5	����"��� ��	 ����	��'
��� -�5	�����;  �� ����� ��	8���� 5��� 1��	�� � �� ��� +��*	+����� =�"���	��� ,��"��	
����  �� ��� ���������E��; 8�  ����	�	; ��� ��� )��	�� +�� ?������� ��� =�"���'
	����� "�� ��� 1��	�� �"����� =�  ����� �*���� ��	 ��� ��8�	�	� ��8��� "�� ��� 1��	��
�������� �� �� ��� �����	����� ���; �� ��� ���  ��	���	� 1��	�� ��� =�"���	�����
��8�� �� ��� ����� ����	�

O������� ?��� ����� +���	 ��� -� ��	 P
�(/Q� G��� 8����� ������� F%����'1��H -�5'
	����"����� ,��������� ��	 �C���� ������;  �� ����� ���� ��� #���� �� ��"� ��� -�5	�'
�� �C��	���� "�� ��� 1��	�� ,��*����	 ��� ��� 1��	�� �� =�"���	����� ����	�� 5������
6�	�� ����� -�5	����"��� "���� ��8��� ��������� -�5	����� �� ��� �����	���� -�5'
	�����; 8�� ?���� ����	'>����� ��� ��	������	� 
���	� ��� ������ ������ �; ���
��� 1��	�� ���,	�; �� �*����� >��	� � ��; ����� L����� ����	 �� �����	 ,�� ��� -�5'
	��� 5������ %�� 5����� ���� >��	�  �� +� ��8����� )��	�� ��"����� 1�� %����'1��
-�5	����� ������ ��� ?�	�����������; � ��� =�"���	��� ��5�"	 8����� ����;  ������
"����; 8*����� �� ����� ���������� -�5	��� ��� L���� ���+����� -�5	���������		 �����
?�	��������� ��	��C�� 8����� 5��� ��� ?C�5	 ��	 ������ �; ��� ?���� ����	'>�����
 ����	�  ������� �� �	� ����� �� ���5���� B���5� "�� ��� 1��	�� �	���	 ��� -�+�� ���
1��	��; 8� ��� ?���� ��� 3��5*�"��� ��	��	���� �����	� 6�	�� ��� �����	��� ,�� ����'
�	����� -�5	����� ,�� ?���� ����	'>����� "���� ��� ��������� -�5	�����; �����
�� L��� -5	���; ��� ��� -���	��� ����� 1��	��� ����  �� �� %	����� ��� #������; ��
���� ���� %	�"� ��	�����	���	�

(�(�+ �2�����8	�  �0������ ��� 6��������0�����

P\�(�Q  ������� 	 +8���	���� -�5	����� ��	 ?��	��		�5��	��� ?� �����	 ���� ���� �� ��
=����	�,� 1������ -�5	������ ����� -�5	����"��� 8���  ���	+	; 8��� �� ���� �� ����
	����; 5�����+���	� ��	�� �����	; 8�� +�� 1������� ��+� ������ ���� ������	����;
-����� �	�� ��� -�5	���  ��	��	 �� ����� ���	�� #���; �� ��� ��	��	���� ��	��������	�
)*�"�� �� �	�� 8�����; ��� ���	��; ����	  �������� �� �	  +��� ��� 1������� �"
������ �� �	�� F��� �,��	���� 8��	���� =�"���	����� � �� ��� ��I����	*	 ��� 1��	���
�	��H 8����� 8����� 1��	�� +�� �������� � ��� +8��	�� %	�"� ����8*��	� =� ��� +8��	��



��:

%	�"� 8����� ��� ���  �������� �� �	�  ���� �� ���  ������� ���" 8��� �� ��	
��� G����	 ��	����� +����������� �A�������8���� ��	 ��� �������� � ��� +8��	��
%	�"� ��	 ���� ������ =�,��	�	����5��	�� ,�� �����; � ���� ��� 1��	�� ��"������� � ��
�� ��	 ��"�������� ��� ������ >��	 "�� ���� "��	�	����� ������� ��������� ��� 1��	�� ���
+8��	�� #���  �5����� ,�� -�5	���	�� ���� �+������ 8��	��������� =�"���	�����
+�� 3��"����� ���	���	; ���  �� ��� 1�8��	��� ���"����� ����� 1�� ������ )��	�� �����	
�� ���� �� ?��	��		�5��	�� F��	�A ���	�H; ���  �� ��� �������� � ��� F+8��	�� %	�"�
���H -�5	��� "�� ��� 1��	�� ��	�	����; �� �*���� �,��; 8�� ��� <������ "�� �� ��	
���*�	�

��� -�"	������ �� +8�� #���� �	 3��	���� "�� ���  �	�����	�� 1��	�� ��� ��� ���
3��5*�"��� 1��	��; ��� �� ��	 �� ��� ���	�� #��� ���� ������  �8��	�� ��� 8��������'
���� ������� 
����� �" ��8��� ��� -�5	��� � ��; 8����� ����	 +�� +8��	�� #���
+��������; �� ��� "�� ��� 5���� ?��	��		�5��	�� ��	�	����� ����� ��� B��	��5	��� �"
8����� ���������� ��� +8��	�� #��� F�� /  �� �(H �� 	 �� "�� ����� ���������� ����
�������� ���� 
����; ��8����� ��� -�5	��� +� ����; �� ��� ��� ?��	��		�5��	�� ��
)�" �������� 8������ 1�� ����� ���E���� )��5�����+ �� ��� +8��	�� #��� 8�����
8������������ ,���� 1��	�� ,�� ,��������� ���	�����; � "�� ��� �� 3�����	����5� +�
���� ��	; 8� ���� 8������� ���	�, �" ��� ?���� ��� 3��5*�"��� ��8��5	�

!�# ���������������

������ )��	��  ����*"	��	 ���� +��*���	 ��	 ��+����A������������ ?��9���"5	���� �"
�� )�������	��,����	�� ��� �	���	 8��������"	����� ?��� ����� +� #���������5��	�	A'
��� ��; ��� ��	������������� ��+��� 3����	���8�����  �������� 6�	�� ������ 5�����
�������� �����	���	 8����� �� ������; ��� �" ����� ���	� +������ ��� ���� �� ���
���������"	 ���"����; ������; ��� ����� ���������"	 �������, ��� �� )��5�����	  �'
������ ��� ������; ��� ���� ����  ���	� ,�� ��� ���������"	 ������ ��	�� ��� ���
������ 6� �*����5��	 ������� ?� 8���� ��+���	; ��� ���� ��� ��	�������������� #�����'
����5��	�	A��� �" #�*"����+�� ��� ���� "������� )�������	����������� ��8��5��;
��� �"  ��	���	��; ��+���� �������,����	�� ������E�� ������ ����� ?�5���	����� ����
��� "�� �� >��5����+�	���������� ��� ��� ��� )����� ,�� >��5����� 8���	��; �
��� +�����; ��� #�*"����+�� "�� >��5����� ����	 ��� ,�� ������������ �������5  �'
+���� �" ��� >��5��������	  �*����; ������� �� � ��"��� ,����������� -�	�� ,��
- �*����5��	�� ����� #�*"����+ ,�� ������ #�*"����+�� ��� ���	 ,�� <�	���������'
�� ��� �� �� 5��� #�*"����+�� 8����� ��� ����� ��8���� =�"���	�����  ����9���	;
��� ��� �����������  ������  �� ����	  �5��	 �����

��� B���� ,�� =�"���	�����A���	���� �" -���5	�������������� 8����� �� ���
-�5	����	������  �	���	�	; ��� ���� ��� B��	 ��� )��	��� 8����	� �� >��5����+�	��'
�������� ��� ��	 ��	 ����� -�5	�������������� ,�������� �� ���� 8���  ������� ��;
8������ ?��9��� =�"���	����� ��� ,����������� ������ ,�� =�"���	�����A���	����
�" -�5	����� ��� ����� ?��� ����� � ��� =�� �������� 8����� �� ������ G�� ���5
�����	���� -�5	����� ,�����	���	; ��� ���� ������ ��+�������; ��� ����� ��� ?��"��'
���� �������� %	�"�� ��8���� =�"���	��� �� ��" ��� -�5	��� ��	����	 8����� 5��;
8� ���� �� 3�������� +� ����	����� 3��"���� �� ����	�, ��8���	� >�� P1�$�Q +�����;
���	 ���� ��� "�� ����� -�	�� ,�� %������;  �� ����� ��� ?��"������ ����� +8��	�� %	�"�
)������	������� ���� ����� 5���

1�� ��� ,�������������; +8���	����� 3��"���� 8����� ���� ��	������������� =�"��'



��4

�	����� ��	����	� P1�$�Q ��	������ � ?��� ��� ���	�� %	�"� �*�	����� �� �	� ���A�
���  �����*�5�� ��� �� �	� ��� +8��	�� %	�"� �" ��� ����� ��� �� �	� ��� ���	�� %	�'
"�� =� ��� ���,	�� >��	� ��+����� ��� ���	 ����� � ?��� ��� 8�� ���� 3��5��A'-�5	���;
��������� ��	 ,��������	�� 1�	�����������5��	��� =� ��� ���������� >��	� 5�� "��
���� �� +8�� %������ 5��� ����+5���	� ��� ��������8���	 ����� �� 8�����; "�� ��'
8���� %������ ����	 ���� ��� - 8������ ,�� ��� %	�	���� ��� ��������� �� �	� � ��
-��������� ,��������	 ��� -�5	��� ����� ��� 3���C��	������� ��� �� �	� ��� ?C�5	 ���
8�����S� ������

P#><((Q �	����� ���� +8���	���� -�5	��� ,��; ��� �� ��� ,�� �A���	�������; ���,'
	�� ,��5���"	�� >��	� F���,	� D��	�� ,����H ����� � ?��� ��� ��+���	 8�� ��� ����
-��������'1�� -��	���� G��� 8����� ��� ��� +8�� G����	 ��	����� ��� ���	� %	�"� +��
+8��	� +��������; ��� �� �	� ��� ������������� 1��	�� 8����� ,���C��	����	� ���� ��	'
������	 ��� %�	�	��� ��	 ��� ���� +8�� 5	�,�� 1��	��� ����� -��������'1�� -�5	���;
��	 ��� 3��	���; ��� ��� %	�"�� ��� -�5	��� +��	���� 5��  �����+�� ��� ������ #�� ����
,�� ���������� -�5	����� ,�������� 8������ ��� +8���	���� 3���	�  ����	 ��� 5���
3��	����; ���� 7��	����  �+������ ��� -������ ��� -�5	��� ��� ���� +� +������

=� P��%$$Q 8��� ��	 ��� %��,�,� -��	��� ��� B���� "�� ,���� -�	�� ,�� �����	��'
��� -�5	����� ,�����������; 8� �� L��� ���+���� %	�"� ���� %����'1�� -�5	��� ��	 ���
+8������ ��� %	�"�� ��8���� =�"���	����� � �� �� �	�  �5��	 ���� �� 8������ %��
������� �������; 5��5��	� -�5	����"����� ,��; ��� ��	 ��� L�������� -�5	��� �	�'
	������  +8� 7��'?��� ��� *I��,���	 ����� G��� ��  �	���	�� ��� ��� I��� ����	�����
-�5	����"��� +� ��� �� P#><((Q; � ��"��� ��	�� ��� 3������	+��� �A���	�������; ,��'
5���"	�� >��	�� ��� 3��	���� ���� 8������� ��� +��	����� 1�����+��� ��� -�5	��� ��� ���
3��������� ������� #�� ���� ,�� ���������� -�5	����� �� -����������;  �� ������ ���'
 ��� ��	�� -�5	�������� ���� %��� ��	+���� ��	 �E����� ��� ,�����	���	�; ���������
B���� "�� ��� �����	��� ,�� �����	����� -�5	������

>��	����� ����� 1�	���	����� ,�� -�5	����"����� �			;  �� ����� ��� >��	� ���
1��	�� +8� ����	 ��	������� ,��5���"	; L����� ��� 1��	��  ������ ����	 ,����	*����
 �5��	; �������  �*���� ,�� 8��	����; 5��	���9���	���� =�"���	����� ����� ��� 3��'
������� �� P?>44Q ��� P
�(/Q +�����; ��� �����	���� 3��"���� ��� 1��	��  ������
�������5��	��  ��	��; ���� +� ��	��������; � �� ��� +��*	+����� =�"���	��� +� ��� ��'
�� ���� )��	�� ��8�� �� ����	� ���� ����	� �� B���5� ���5	 "�� ��� 1��	��; ������	
���� "�� =�"���	����� ��+��� ��; 8� 8������� ��� -		�5	�,�	*	 ��� -�5	��� ���
���	 ��� ��8�	�	�� ��8��� "�� ��� 3��5*�"�� �	�����	� ��	+	������� ��	 �� ��� ���
?C�5	; ,�� ��� �� +8���	���� 3��"���� ����	���	; �� �� P\�(�Q ,�����	���	 8���� -���
���� ���	 �� �� ��� ?�	��������� ��� 5��	���9���	���� ?�8�� � ,�� =�"���	���; ��� "��
��� 1��	������ ��� ���,	�� >��	�� ��� ��	�� 8���	�� ��	� ��� )��	�� 8����� ���	 "��
1��	�� �� ��� +8��	�� %	�"� "*����; �� ��� ��� ���L������ 1��	�� ��	 ��� �����	�� �� �	��
��� ���	�� %	�"� 5�����; "�� ��� ��� ��� ��8���������  ����	� ����	 ���� ����� -���
���� ���	 �� �� 3����������� ��� B���5�� "�� ��� 1��	��; ����� +��*	+����� )��	�� ���
"�� ���L������ ��	 ����� ��8��������� ��	�	����� ��� ��� ���	�	������ ��� ��8���'
������ ������ �� L���� ��� =�"���	����� 8*����� ��� -�5	��� ��	����	 8�����; ��
��� �����	���� 3��"���� ���� ������	�� ,�� 3��	��� �����

��	+	������� ���� �� ��� ����� =�"���	����� � �� ��� ���,	�� >��	� ��� ������
1��	��; ��� ��	����	 8�����; ��8��� �� ��� ,�� ������ ���� D��	�� ,����; 8� ������
<��������� �" ��� G�� ����	; �� ��� �� ��� ��� ���	�	������ ��� ��8������'
���; ��� �	������ ��� ,�� ��� >��	�� ��� ������ 1��	��  �*����� ��� ,�����	���	��;
�����	����� 3��"���� +�����; ��� �� �����+�	� ���� �&���+�	� ?�	������ ,�� >��	��



��$

��� ������ 1��	�� ��� -�5	��������� ����	�,  ����9���	; ��"��� - �*����5��	�� +8�'
����� ��� 1�8��	����� ����� ��� 1��	�� �&��	������ �� �*���	� )��	��  ������� 	 ���
?���	+ ����� �����	����� 3��"�����; �� #�� ���� ,�� #�*"����+ �*����5��	�� ���
>��5����+�	���������� ���� +� ������



��(



������ '

��� (�	�� %)	 !�	������ �����	���
��% *��������	�����

-��� ��� <�	������ ,�� >��5����� 5�� �� -�5	��� �������� 8������ ��� #�*"����+��
��� ���������� "�� ��� >��5����� ��	�������� ��� �� �	��� ��� >��5������*	+� ����
��� +� ,���� ����� ��	��; ��� ��  �����+	�� -�+�� +�� 3��"����� �	����� ��� -��� �
��� ���������� ��	 ��� <�	������ ��� #�*	+� +� ��� ������������ =� ������ ��� ����
+8� 5���� #����� �� ��� � ������ ���� ,�� ����������	�� +� +����; ��� -��+����'
��� "�� L���� ���������� ��	�������� ��� 1�8��	����� ��� +���	���	�� >��5������ ���
B����� ������ ���������� 8����� ����� �� ��	������������ ���  ��	���	�

=� ������ )��	�� 8����� +��*���	 ������ �����	�����	����� 1�	���	����� +�� ���'
�	����� >��5����+�	���������� ��� ,���������� ��� ������ -����+�	��5	�� 8���  �'
������ ��� =� +8��	�� ���� 8����� ��� �������5��	�� ��� 3��	���� ����� +8��	�� %	�"�
 �	���	�	� ��� �������5	 8���  ������� ��; +������ ��	 ��� +����������; �����'
+���	�� ��	������������ ��� +�� ������ ,�� ����� <�	��������  ������� �" �����'
��� �	���

#�� ��� �������� ����������������

1��� >��5����+�	���������� ��� �� 	 �� +��*���	 ���� ����� ,�� ����������� P =
{1, . . . , pmax}; p ∈ P ; ��� �� ��� >��5������*	+� 5��5��������� ?� �� 	 wmax ,�������'
���� �A��� ,�� B��������� w ∈ W = {1, . . . , wmax}; �����	 >��5�����; ,�� L����
>��5���� w ∈ W �� 	 �� cw ,��"�� �� ?�����	��  +8� #�*	+�� ����� ���������� p ∈ P
����	� mp ��	�� ��	�������������� �A��  �5������ ?� ���� �,�� ��������� 8��'
���; ��� �������	 �������� ��	��  +8� >��5������*	+� ,������������ >��5����� +��
3��"����� �	����; �� ��� ����	 ���" +� ���5���

?� �����	 ���� ���� ��� +��*���	 �� ���� ������	��� -�5	���; � �� ��� ����� 3��'
5*�"�� �� 	; ������ ��	 ��� ������	�� ��� >��5����,����	�	���� ���8��	���� �� 	 ��
��,���� ��	�� ��� ,�� ������ 8������� ������� ?�����	��; 8�� � �� ��� ���� ���	�'
6��	 ���	�'=	�� -�5	���� -���������  �+����� ���� ��� �������� ?�����	�� ��������� �"
��� )�+�	*	 ��� 3��5*�"���; )*�"�� 8����� ��������� �&��� ���� ?�����	 ����� ��	��
����	��� >��	����� �� 	 �� 8���� )��������	*�' ���� %� �	�	�	�����C�5	� +8������
��� ,������������ ��	���; ��� 7�	+�� ����� >��5������	+�� "�� ����� ���������� ��	
�� ������� ��� �� �*���� �,��; � ������ �����  ��	���	��; ������ >��5������	+
� ��"��� +���	���	  �5���	 ���� ����	� ��� ����	��*"����+ � �� ��� +���	���	�� #�*	+�

���



���

��	 �&5	 ��� %���� ��� ?��+����*"����+�� ��� >��5������ ��� <�	������������	����
��"�����	  �� ��� ������+��	��� 3��	������ ���� >��5������*	+� �" ��� ����������; ��
��� ��� 3���	�������� ��� #�*	+� ����	 ��I���	�������	 8����� 5���

��� ��� ���������� ���	 ���  �����+	�� 1����	 G = {g1, . . . , gl} ,�� ��������� ��'
 �	��; 8� �� ��� �� �	� �"�	������ ���	���	 �����. gi ≤ gj ⇔ i ≤ j� ��� ?��"�����	
�� �� ��8��	��� 8�� G �� �"	 ��	 ��� >��	 0; ��� |G| = |W |; �� ��� "�� L���� >��5'
����	A� ���� ��� �� �	 ,������� ��	� ����� ���������� �	 "�� L���� >��5����	A�
���� #�*"����+; ��� ��8��� ,�� ����� ���,	�� %���� �� ��� ,�� ��� #�*"����+�� ���
������ ����������  �*��	� ��� ���,	� ���� ��� 1�8��	��� �������	 ��� ������������
�������5 ���� ��� 3����� � "�� ��� ����	�5 ��� >��5����� 8����; 8*����� 3�����'
 ��  �+������ ��� 1���� 	���	 ��� >��5����� ���� >������ ,�� ������� ,�� ��������
����� ���  �*������ ���� ��� >��	� ���������	 8������ %�� ��� spw �� ���,	� %����
,�� ���������� p "�� >��5���� w; ,�� ��� �� ������� 5��; ��� �� ��� ����������
 ������  �5��	 ��	� ��� ��	 ��� ��	���������� 8��� >��	 v(p, w) = V (spw, zpw) ��
?��� ��� ����� ���5	��� V ,�� ���,	�� %���� spw ������ ����������� "�� ��� >��5'
���� ��� � ��"��� ,�� �*�	������ ������ ���,	�� %������ zpw := {sij}i∈P,j∈W\{spw}
��8��� ������ ����������� �� ��� ���� ������; ���� ��� ��� ����	���	 ���� %���'
�� ���� #�*"����+��  ��	���	 ��� <�	������; ����� ?��� ��� 8������� ��� #�*"����+��
 ����9���	� ����� >��	�"��5	��� ��	 ��� 8���� �A���	����� �� ����� 3�� ��� ����  �'
��	+	 ��� ���������� ����	���	*	� �� %	����� ,�� #�*"����+�� 5�� ��8��� �� %	�����
�� ��� �� %��5�� ������ +�� ����� � ��� ��� 3��*������� ����� #�*"����+ 5�� ����
�	�5 ,��*����	� <�	������ +�� ����� � �� ��� ���	 ����� #�*"����+��  ����9������
������ � 3��*������� ����� 8��	���� #�*"����+ 5�� ��+ ���� ����� "�� ��� <�	������
 ��� ���

��� ��� ���������� p �����	 ��� 1��	"��5	��� Bp : W → G ��� >��5����� ���
+�� 3��"����� �	������� �� �	� +�� =� ��� ����� ��������� #�*"����+�� � 8���
�� ��8�	��; ��� ��� >��5����� ��	 ��� ���E	�� ���,	�� >��	������� F���� ���
����� ���� ,�� ��� <�	������  �5��	H ��� �����	�� �� �	� +���	���	  �5�����; ���
Bp(w) ≥ Bp(w

′) ⇒ spw ≥ spw′ ∀p ∈ P � �� <��� ��� >��5����+�	���������� ���� ��	 ��;
��� %���� ��� 8���� >��	� ���� +���	���	�� >��5����� +� �&�������; ���� �����
����� ����5	 ���� ��� �&���� <�"���������	 ��� ���������� ��� ��� <�	������ ���  �'
������ �� ����� zpw ∈ {0, 1} ��	 zpw = 1 ⇔ ���������� p ��	 +���	���	 +� >��5���� w�
>�� ������ ��� ���� -���5	���; ��� max

∑
p∈P,w∈W v(p, w) · zpw ��	������	�

��� ���	��� <�	������ ��� >��5����� +� ��� ����������� ��	������	 ,�� 3�������
��� ��� ����� �������� -�5	���� ��� #�*"����+�� ��� ���������� 8����� ������+��	��
 ���� ��; ���� ��� � �� =�"���	��� � �� ��� #�*"����+�� ��� ������ ����������
��	����	 8���� ��� ��	��������������	���� ���"��	 ��� ?��� ���; �� ��� >��	�  ���'
���� �" ���  ���� ���� �� �	�� �&�����	; �� ��� max

∑
p,w Bp(w) ·zpw ��	������	�

������ ?��� ��� ��	;  �+���� �" ��� �� �	�;  �����	 ����� ��� ��	����	*	 ��� ������
���	�'�D+���	� ?� 5�� 5����� ���������� ��� >��5������	+ ��	 ����� ������� ��'
 �	 +��������	 8�����; ���� ����� ������ ���������� ������+��	�� �������	�� +� �	������
���	 �� �,�� ��; ��� ��� -�� � ��� �� �	� ������� ��"���	; �� �������	 ��� -���5'
	��� � ��"��� max

∑
p,w spw ·zpw� ��� <�	������ ���	���	 ��������� ����	 �� ��	����

 �+���� �" ��� 8���� >��	� v(p, w); � ����� �� �5��	� )�������	�� ��	��	��; ���
 ��� ����	����� #�� ��� ����	 �� ��� 1��������� ��� �+���� 8����� 5������

?� �	���	 ���� ��� ��� +��*���	 ��� ����; ��8��"��� ���������� 		�*������ ��	�,���	
����; ���� #�*"����+�� ���� �� �	� 8�����	����*E  +��� ��; � ���� �����������
�"�� ��	; ��� ��� ����	���� <�	������ ��	���  �+������ ��� ���,	�� %����� ��	� ��	



��!

������ ����  ����*"	��	 ���� ��� "������� - �����		�

+����  �����0������-������

>����� %	�	����� ��� �� �	� � � ,���������� ����������� ����  ��	�������� #�	'
+������ �� ��� >��5�����;  �+���� �" ��� 8���� >��	� "�� ��� >��5�����X �����
���� ��	  �*���� ,�� ��� -������ ��� ���������� � �� ��� #�*"����+�� ��� �'
����� %������� >��  �	���	�� +��*���	 ��� ?��9��� ,����	*������ =�"���	��� �" ���
��������� %	�	����� ��� �� �	� � �� >�� ����� ��� �,�� ��; ��� ��� ����������
��� #�*"����+�� ��� ������ %������ 5�����; � ���� 8�� �� <�	�������,��"����; �� ���
��� ��� 3��� � ����� ������� #�*"����+�� ��	��������� ������ 5������

.������ '5� -� %�
�������������	��
����� ��� ����� �
������������� ���� �� ���
�������� /��������� ���� ���� ��� �� �
�����	��$�� .�	�� ��� (
$!�
����� ��
��� ��� ���� ����� �������
��

/�����5>��  �	���	�� ��� >��5����+�	���������� ��� ��	 ,��� >��5�����; ��� ��
��������� ��	 -; 1; 
 ��� �  �+������	 ����� ��� L�8���� ����� ���������� �"������
5������ >��	����� ����� ,��� ���������� �; �; ! ��� 0 ���� ��� ����� ���������� 5��
��� #�*"����+�� {4, 2} "�� >��5����� ,���� ��; ��� ���	������ >��5����� ����	�� ���
#�*"����+ 0� ?� ��� �,�� ���������; ��� ��� #�*"����+8��	� ��� 8���� >��	� "��
��� >��5����� 8������������� ��� #�*"����+�� ��� ���������� "�� ��� >��5����� �����
8�� �� F���H �����	���	�

A B C D
1 4 2 0 0
2 4 2 0 0
3 4 2 0 0
4 4 2 0 0

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

��8� #A�C. 1
4
· 4 + 1

4
· 2 + 1

2
· 0 = 1, 5

F���H

� ��� #�*"����+�� ������ ���� ��� ���	 L��� �������� <�	������ ��� ��	����� <���'
"��5	����8��	 �����	; 	���	 ��� -�����	����  �� ��������� -�� � ��� #�*"����+�� L����
���������� J+�"*����K +� ����� >��5���� +�� ��� ��8�	�	� #A�C ��	 "������� "�� L����
���������� 1, 5�

A B C D
1 2(4) 4(2) 0 0
2 4 2 0 0
3 4 2 0 0
4 4 2 0 0

}⎫⎬
⎭

��8� #A�C. 1 · 2 = 2

��8� #A�C. 1
3
· 4 + 2

3
· 0 = 1, 33

F���H

>����	 ��� ��� %������; ���� 8�� %������ �; ,�� ��� %	�	���� ��� ��������� #�*"����+�'
� �  ��� �� 	 �			 ������ ��� �� F���H �����	���	�� �� �	� � F�� )������ �	����
�� �� ��� �� �	�� ��� 8���� #�*"����+��; ��"��� �����  8������H; �� ,��*����� ����
��� ��8�	�	�� #A�C�� ��� -�����	���� 	���	 ��� %������ � �� L���� ��� >��5���� 1
+�; 8*����� ��� ���	������ ���� %������ 8������� J+�"*����K �" ��� >��5����� -; 
 ���
� ,��	���	 8������ ��� ��8�	�	� #A�C ,�� %������ � �����	 ���� ���	 �" 2; 8*�'
���� �� ���� "�� ��� ������ ���� %������ �" 1, 33  ���5	� ��� %	�	���� ��� ���������
#�*"����+�� � ��	 ���	 "�� %������ � ����	 ������	� �



��0

1�	���	�	 �� �� 1������� 8��	��; �� 8��� ���	����; ��� ��� 3��	����"	��5��	 ���
����������� #�*"����+�� � �	�5 ,�� 3����	�� ��� ������ %������  �*��	� >����	
��� ��� %������ �� ���  ������� ���� -�	 ,�� ��� %	�	���� ��� ��������� #�*"����+�'
� �  ; �� ��	 �� "�� ��� ���	������ %������ ���  ��	� %	�	����;  �� ��� ��������� #�*'
"����+�� � +�  ��� ��� >����  ��������8���� %������ � � ��"��� ��� #�*"����+�� "��
��� >��5����� - ��� 1 ,��	������; �� ���* �� ���� ��� �� F��!H ��+���	��; ��8�	�	��
#A�C��

A B C D
1 2(4) 4(2) 0 0
2 2(4) 4(2) 0 0
3 4 2 0 0
4 4 2 0 0

}
} ��8� #A�C. 1

2
· 2 + 1

2
· 0 = 1

��8� #A�C. 1
2
· 4 + 1

2
· 0 = 2

F��!H

��� #A�C� ���� �� ����; 8��� ��� -�����	���� �" L���� ��� ����� ��� %������ � ���
� +� >��5���� 1 +�	����� 8��� ��� ����� ��� %������ ! ��� 0 +� >��5���� -� ���
- 8������� ,�� ��� ��������� #�*"����+�� � ��	 ��� ��� �� ���� ,��	����"	; 8�� ���
������� <�	������ +� ��� ��� ��	 ������� #�*"����+  ����	�� >��5���� ��8*������	�	
��	; 8� 8������� ,�� ��� �� �	�� ��� ������ %������  �*��	�

�������+� ��� ��� 2"(� ��� ����������

1��� �� - �����		 !�!  ������� ���� 7	���� =�	��� �	����� #����� 8���� ��� %	'
 ���	*	 ��� ��+���	�� ?��� ������ �� 8��������8��	� ?�������"	 ��8�� ����� <���'
������ ��	 ��� -����+5���	� ���	*	 ��� -�����	����  ������� ��� 6� ��� ?��� �����
��	 ����� "�� �� >��5����+�	���������� ��� ,���������� +� 5�����; ���� +��*���	 ���
1����C ��� %	 ���	*	 ������	 8������

%	 ���	*	  �� ��� <�	������ ��� 7=�#  ����	�	; ��� 5���� ���	�*������� 3�����'
 ������ +8������ ������� ,�� ����������� +� ����� 3��	��� ������� ����; ���  ��
%������	���	������ ������ ����������� %	 ���	*	 �������	 ���� ��������� +�� ����� �"
 ������	���� #�*"����+��; ���  ���>��5����+�	���������� ��� ����	 ���� �� ����� <��
������  ����	 ��� 1����	��� ��� %	 ���	*	 ��8��� �" ��� ����8�����5��	 ��� ������'
�� � #������ �� ��� �" ��� ����8�����5��	 ��� -5+��	�+ ��� <�	������� 1�����
�*��	 ���� ���� >��	���� ����	 �" �� >��5����+�	���������� ��� � ��	����� � ��
�������8���� ����	 ��� -�	���	�,� �� �� 8���; ��� ���������� ������ 3�� ��������
��	 >��5����� ��	��� 	��C��; �� ���� �E���� ��� <�	������ #�*	+� +� �������; ��	
��� �������� � ��� <�	������ "�� L����; ��� � ��� 3����	�	��� � �����	 	������'
��� 8���; � ���	������� ? ���� ��	 ��� -5+��	�+ ��� ?��� ������ � ���	������ �� ���
%���; ��� 5���� ���	�*������� 3����������� ��� 7� �� ����� ,��������� ����� =��'
 �������� � �� ��� >��5����� ��	��; � ��� 5���� #�*"����+�� � �� ��� �����������
� ��; ��� 5��� =�	�������

?D+���+ ��� ��������	�� <�	������ ��	 �	������ ��� 8����	������ #��5	 "�� �� >��5'
����+�	���������� ���� >��	����� ����	� ��� <�	������ ����	 ����; ��� ��� ����������
3���	*����� "�� �� ?��� ��� � ��; ��� �������� ���L������; ��� +� >��5����� ��	
��������� 1�8��	��� +���	���	 8������ ��� L��� ���������� ,�� ����������� ���� �'
��� ���	��; ��� ��� <�	������ �� ��+��� ��	���� ��� ���������; ���	���� <�	��������
���	���	� �� 	 ��  ��������8���� +8�� ���������� � ��� �; ��� >��5����� - ��� 1; ��	
#�*"����+�� B1(A) = 4; B2(A) = 2 ��� B1(B) = B2(B) = 0� ��� 8���� ���� <�	��'
���� ,�� ���������� � +� >��5���� - �" 6�,���	*����� ����� ���������� � �	�E��;
��� L ���� ������ #�*"����+ "�� >��5���� - ����� �� �	; 8*����� ��� #�*"����+��



��/

 ����� ���������� "�� >��5���� 1 ������ ����� ��� <�	������ 8*�� +8� �D+���	; � ���
����� ���� 3���������	����� "�� ���������� �  ����	�	;  �� ����	 ��+�� ��	����

��� �� 7=�# 8���� ��+���	; ��� �� 5����� <�	������������	���� �� �� 5��; ���
+�� ����� ����� ���� �	 ��� <�	������ ��+���	 ��� +�� ������ "�� ��� ����������
��� 8��� -�� � ��� #�*"����+�� +�� ������	�� %	�	���� ���	� ���� 8���� ��'
+���	 ����� -�� � ����� 1��������; "�� �� L��� �	 ��� <�	������ "�� ������	��� �����
���������� ����� -����+ +�� �����  �	 PB%$$; %��0/"Q� O�������� ���	 "�� �� >��5'
����+�	���������� ���;  �+���� �" ��� ��+��� ��	����	*	.

.������ '5	 �� 	��� ������ .�	�
������� ��
 !�
 �� %�
�������������	��
����� ��
������ B������ �
���	� ��� 	����������	 �
������������ ����

/�����5 ���� �� ��� �� <�	���������� ��� ��	 ��� �� F���H ����� ����; 8����
#�*"����+��� ���� �������� <�	������ ��	 ���� ��+���� ��	����; ��	 ��� <���"��5	�'
���8��	 6� ?��� ������ �������� 8��� ,�� <�	������������	���� ��������	� ���  ��
��	 �� "�� ���L������  ����� ����������; ��� ��� -�����	���� �" >��5���� 
  +8� �
+�	���	; ,��	����"	; 8�� �� F���H ��+���	 ��8��� #�*"����+�� �+��� ��; � ��� ���
-�����	���� ������ ���������� +8����*��� �� >��5���� 1 ���	����� ����	�; �� ��
��+��� ��	���� +� ����������� ����� +��	 ���� "�� ������	��� ����� ���������� ���
�� ������	+ +�� -�� � ��� >�����	 ��� �

1�+���� �" ��� -����+5���	� ���	*	 �*��	 ���� �� >��5����+�	���������� ��� �'
�� ��	 ��� 7=�# ,����������� <�� ?�+������ ,�� ��	��; ��� �	 ����  +8� ��+�� ��'
	����� ?��� ������ �� 	 �� ����� %�	�	�����; �� ����� ���������� ����� ��8���
-�� � ,�� #�*"����+�� ����	����� 5������ 6� ����� -�8������ ��� %	�	���� ��'
��������� #�*"����+�� ��� ��8�	�	�� #A�C +� �������; ������ ���������� ���������
� �� �������� =�"���	����� � �� ��� #�*"����+�� ������ ���������� ,��"����� 1��'
�� <�	�������,��"����  ������ �" ��,����	*������; ���,	�� =�"���	���; ��� ��������
��� #�*"����+�� ��� ���������� 8����� ����	 �C��	����  �5��	 ���� ��� 1�+���� �"
�� 7=�# ����	� B�	� PB�	40Q ��������� "��	�	�����; ��� ��� ��� %	����	�� �����'
�� �������� =�"���	����� +�� 3��"����� �	����; �� ��� B��"����  8������� ,��
��� 8���� +� ����� 3��	��� �+��� ��� ���� �� ���; ��� ��� -��8��5��	����� ���
B��"����� ��� )��5���*���� ���� ����� ���	������� �	�� ��� ,��������� ���� ��'
�������� ���� ��������E�� ���E��; �� ���� ���� ,�� �����	�; ������ B��"���� ���	�����
+� 5������ >��	����� 8� ��� ����� ���5	����8���� ��� -�����	���� +�� ����� �C��	'
���� ��� +�� ������ ����	 +� 5�����+���	 ��� ���	 ���� 1�	��C���� ����*������
 �5��	�

=� ��� ��� >��5����+�	���������� ���� 5�� �� �,�� �������; ��� =�"���'
	����� � �� ��� -�+�� +�� 3��"����� �	������� #�*	+� �C��	���� ,������� ��� ���	
L���� ���������� ���������E��  �5��	 ����� >��	����� ��	 ����	 �,�� ��+������;
��� ��� ���5	����8���� ��� <�	������������	���� ��"����� ,���	���� 8���� ?� ��	 +�
��8�	��; ��� ��� ���������� ,���	����; ��� ��� 
����; �� �����  ���� 	�� >��5����
�����	���	 +� 8�����; �������� ��	 �� �� ����� 8������  ���� 	�� >��5����� >��  ��
���� ��� )�� ��	��� ��� #�*"����+�� +�� <�	������ "���	; ��	  �*���� ,�� ��� 8��'
	���� 7� �� ���������� ��� ���	 "�� ��� >��5������� ��� ,�� ��5	���� ����,�	��
���E��������� ����	 � ������ ��

��� #�*"����+�� ��� ���������� ���� ���,	� =�"���	���� ����� ���������� 5�� �'
�������� %��*	+����� � �� ��� ��������� #�*"����+�� ����� ��� ����� %	�	���� ���
�����	������ =���� � �� ��� 1���� 	���	 ,�� >��5����� 5�����  ��������8���� ���� ��



���

���� ����� ������; ��� 5	���� �� ���� ���� ,�� ���������� =�	������ ����� ��� �E'
�� ������ ?�������"	�� �*���� �	�5 ,�� ��� <��������� ��� ���������� ��� �����
G�������	*	  �+������ ��� ��� ���,	�� %�����  ����9�������� �5	����  �

G��	������� �	�� ���� ��� +�� ���� ,�������; � ����	 �� �����	 ��� >��5�����
����� 3����	�	��� F��� +�1� L*������ �			 ����	H  �� ��� ���" "�������� 3����	�'
	��� ��,��*����	 8����� ��� �	�� 8������ =� ������	+ �+� *����	 ����  ��������8��'
�� ��� ����� ��� )��5���*����; ��� #�5	�5 � ��	��; ��� ���� ������� ?� ��	  �*����
,�� ������	��; � ��	���������� �	�� �� ,��������� 3����	�	����� ,���C��	'
����	 8����� ���� ����	� #�5	����� ?�"������� +�1� ��	 ��� �*�����'������5	� F���'
�� - �����		 0�0��H +����� ���������E��  ���� ������+��. ��8����; 8��������	 ��� �'
	��� >��5����� 8��� 8��������	 ���������E��  ���� 	;  �� �� � ��� >��5�����;
��� �� ����� ��� ���	���� �������� ��� �� ���" "�������� ���� ,��� �	*�5�� �����'
"��	 8������

?��� 8��	��� N����� ,�� =�"���	��� � �� #�*"����+�� ��	�	��	 ����� ��� ��������
3����	+��� ,�� ����������� ��	���������; �� ���  ������ #�*"����+�� ��	���������
5������+���	 8������ ?�� 1������� ���� ��������5����� ���� %����5�����  �� 3���'
�	�	����� ��	 %������� �� <���������; 8�� +�� 1������� ��� �*�����'������5	��
=������ ,�� )����� ���� ��+���� 7�	+8��5�� ����	 ��� 8������������ ���� ��'
������	��� >��	��� � ��� #�*"����+�� �			� ����� =�"���	��� 5���	� ��� ����������
��	+��; �� ���� ����� ��� -�� � ��8���� #�*"����+�� +�������	 ����� #�	+ �� �����
>��5���� ��	 ����� ��		����� #�*"����+ +� �������� -��������� 5���	� �� ��� ���� ��
 ����	� -����+ +�� ����� �� ��; �� ��� ����� =�"���	����� ����	 ,���*������ �����

�� 1������� �� F���H  �� F��!H +���	; ��� ���� -�� � ����������� #�*"����+�� ��� ��
����  ��	���	�� )�� ��	����� �� #�*"����+�� ��� ������ ���������� ��� ,��"�� '
��� #�*	+�� ����� 3��	���  ��	�	� ��� 7��"��� ��� ��� ����	 ��*"�����	�� >��5�����
���� ���� ����� ���� ��� ��� 7��"��� ��� ��		���*E�� ��*"�����	�� >��5����� +��
������ ������� �����; ���	 ��� #�*"����+	���� ��� ��8�	�	�� #A�C �����	�

>��	����� ��	 ��� ?C�5	 ��� ������ ������ ���������� +�  ���	��� =�	 ��� ����'
������ ��� �������; ���� ���������� ,���*������� %��*	+��� � �� ��� #�*"����+�� ���
������ ���������� ��� �� +� 5�����; �� ���� ,��	����"	� 3��*������� ������ #�*'
"����+�� ,��+�������; �� ��	 �� �������; ��� ��� ����� ���������� �� ������ �� -�	
�*�������� ��� ���� 3��	������� ��� #�*"����+�� ,��������� ���	 ,���������	��	 ����
��������� 8������� ��� ��8�	�	� #A�C ��� ���������� ��	 #�*"����+,��	���������;
8�� �� 1������� F��!H ��+���	; 8*����� ���� ���L������ ��	 ��������� #�*"����+�� � +�
��	� 5���	� 6�	�� ��� 3����	���; ��� ����� ���������� ���� #�*"����+�� ,��	�'
����� 5�����; ��	 8������� ��� -�� � ��������� #�*"����+�� ���  ��	� -�	8��	�	�	�����

��� %	�	���� ��� ����������� #�*"����+�� � ��	 ��	 ���E�� 6����������	  ��"	�	�
=� ����� *��������; �� P1�$�Q ����������	�� %�	�	��� F����� - �����		 /�/��H 5�� "��
��8���� %������ ��� ,�� ���,	�� %����  8��������� �� �	 ��8��� ��� � �� �� ���
��� ��	�� ,�� 3��	��� ����� G��� ������	����� ��� -�	����; ��� ����� 6����������	
 �+������ ��� >�� ���  ��	�� %	�	���� 8������������ +� ����� ��������� �� �	� � �
"����� 8���; � ���� ��� %������ 8���� "�������� =�"���	����� � �� ��� �� �	� ���
������ ����	 ��	 ������������ %��������	 "�� ���� %	�	���� ��	�������� 5������

��� �� >��5����+�	���������� ��� ������ 5���� ��5	������ ?�"������8��	�  �'
+������ ��� ��8���� #�*"����+ � � ,�� F������ >��	� ���� ��� ���8�� +� ���� ��H�
<� ��8�	�� ��	; ��� �� -���������� �"����� ��� ����������	�� 6����������	 8���
#�*"����+�� ����� �� 8������ ������ ���� 	��	+��� ��  ��	���	�� %�	�	����� -����'



��:

+� "�� ���� ��8��� -�� � ,�������; �� ��� ���� ����	 ������������� 8����� 5��;
��� �������� ����	 ����� ��� ���������� ��� <�	������ � ����� ?� ��	 ����	 +� ��'
8�	��; ��� ,�� ���	�	�� ����� +� ����� ���E��; ���������� 6�+�"���������	 ��	 ���
<�	������ "����� 8���; �� ��  �� 	��	+��� ���������� �� ��; ��� �"����� ��8����
-�� �� ��	8���� ����� ���� ��� �	 ���� ����� ����� ���� ��,��	����"	� <�	������ ��'
������ -�" ����� #�� ���	�5 8���  �� ��� 3���	������ ��� �������5	�� ���� 8��	��
�����������

+���  ��2��� 
�� ,����������

=� ,������ - �����		 8����� ��� -��8��5����� ����� #�*"����+,��	������� �" ���
��8�	�	�� #A�C ,�� %������� ���5�	���	� 7�� �	���	 ���� L����� ��� ����; 8������
?��9��� ��� <����8��	� ��� #�*"����+�� �" ������ ?��� ��� � ��� ?� �����	�	 ���;
��� ���� ��� 1�+������ ��� ��8�	�	�� #A�C� +�������� ����	 *����� "�� ��� #�*'
"����+"��5	�����; ��� ���� ����� �� ��� �� ��� 1��������� F���H  �� F��!H ,��8����	��
#�*"����+8��	� � ��"����� ����� F+�1� #�*"����+8��	� {6, 3} �			 {4, 2}H� >�  ��
������	; 8��� ��� #�*"����+8��	� I������	 8����� F{16, 4}H ���� 8��� ��� -��8��
��� #�*"����+�� ��� ����������� � ������� 8���X ��� ��� "�������� -��"��������
8���; 8��� ����	 ����� ����� ��; �,�� ���������; ���  �� ��������� -�+�� �
+� ,���� ����� #�*"����+�� ����� ��� %	������*"����+ 0 "�� >��5����� ���	; �����
5���� ����� #�*"����+ +���8����� 8�����

0���� ��7#���������

<��*���	 �	���	 ���� ��� ����; � �� � �����	 ����,��� ��	; ���� -��8�� "��	�� #�*"�'
���+8��	� ,��+��� ��� �� <��� ��� <�	������ ��	 ���  ��	�������� 1�"��������� ��� �� '
L�5	�,�� %����� ��� ����������; ��� L����� ����	 ��	8�������8���� ��	 G��"� ��� "��	��
#�*"����+�� ������5 � ����� 1��������8���� 5���	� ��� ���������� �����  ��	���	��
>��5����; ���� 8�� >��5���� -; ���� �	�5 ��*"������� ��� ����� ��	 >��5���� 1
����	 ���� +�"������ ����; 8*����� ��� +8��	�� +8� >��5���� - �����	 � �� 1 ��*"�'
����	;  �� ��� ��	 >��5���� 1 ���� ����5���� 8*��; �,��	���� � ��"��� ��	 >��5����

� 1���� 8����� �� #�*"����+�� 0; �; (; ( "�� >��5����� -; 1; 
 ��� � ,���� ��;
 �� ���� <�	������ ��� ���	�� ����������� +� 1 ��� ��� +8��	�� +� - 8���� ���� ��'
�������; �� L�5	�,� <�"���������	 ������� �� ��� ����5���	� <�	������; � ������ ���
<���"��5	����8��	� ��� ��	������������ ���� ������ �����

?��� "���� >�� ��� #�*"����+�� 8*�� ��	 �������	; �� ��� �� L�5	�,�� #�*"����+��
��� ����������  ��	������� +� ����*���	������ -��������� +���	 ���� ��"��	 �� #�� ���
��� � ���� 1�����+��� ��� �&����� #�*"����+� ���� � ��� %����5� "�� ��� �&�'
��� #�*"����+ 8���� L���� ���������� ���� ��������	 ���� #�*"����+ "�� ��� ����	
��*"�����	�� >��5���� ��� ��; �� ���� ����� #�	+ +� �������� =� ������ ��� �� 	 ��
5��� ��������� 7��'��������8���	; � �� "�� L���� ����������  �� ���� ���� #�*"����+'
8��	�� ��� ������ ����� ,��	����"	 ��	; ���� �� � �����	� #�*"����+ �+��� ��; 8�
8������� ��� 3��	����"	��5��	 ��� ���� ���� #�*"����+�� ��� ������ %������ +���	��	�
?� ���� ��� �� L���� ��� ���� � ��� %����5� "�� ��� #�*"����+�� �� ���



��4

 ���#����

�� %A�	�� ��� #�*"����+�� � ����� ���� B��"���� 8����  ��������8����  ��� 7=�#
F����� - �����		 !�!H ��"�������� �������	+	� ��� %	����	�� ��� )��5���*���� ����5��
���� #�*"����+�� ����� -�� � ����� %��	������ ��� ��������� )����	�� ��� <�'
�*	+���� ��	 ��� �������5��	 ���� ��; ���+���� <�����������	��� �� J����	 5+��	 ��K
+� 5���+�������; ���� ��	���������� <�������� 8��� ��� ,��������	� � �� 5�� ��
��������; ��� �� ?��� ��� ����	 +��������	� )����	�� � ���  ��� ��; ����� ������
��� �E���� ��� -�����	���� ��� ����� <�	������ �������

��� �� >��5����+�	���������� ��� �	 ����� ��	���� L����� 7��	����� <�� �����
�� 	 ��; 8�� ��5	����� -�8�������"*��� +�����; ���� �� ���E� -�+�� � >��5�����; ���
��� ?��	������ ����� 5�����		�� B��"����; ��� ����� 	�	��� �������; +� �"8*����
8*��� 1�� ��� 3��� � ��� #�*"����+�� ���� ���� ��	����� %��+��5	��� ���� �� �'
����	 ������� ����� ?��� ��	����� B��"����; ���  ��������8���� ���� ?��������� ��� x
 ���� 	��	�� >��5����� �� ���� B��"����; 8���� �� ���  �� �����8����; �� ���� 	�
>��5����� +� 5���+�������� ?��� ��5������ �� J����	 5+��	 ��K ��	 ����	 �������;
� �� L���� ��� ���� <�	������ ���� ���������� ��"����� ����� ?� ���"�� 5���� ����	
+���	���	�� )����	�� � ?��� � ���  ��� ��; � ���� ����	� 7��,��������� ,��
"����� #�*	+��  +8� )����	�� +� +��	�"8*���� F��� �������� "�� ��� >��5�����'
 ��	��H ��� +� 5�����& �"����� ��� +�  ���	����� 7� �� ���������� 8*��� �����
+� ����� 3����	�	��� ��������	� )����	 ���� ������ ���� 5�����; ��� ��"�������'
��� -�+�� #�*	+� +���	���	 +�  �5�����; 8�� ���� L ��� ��� 7� �� ���������� ���
<�	���������� ���� ,��������

?��� 8��	��� ?�������"	 ����� B��"���� ��	; ��� �� 5���� +8�� ���� ���� >��5'
����� �� J������ ��	K ��5����� 5��� ���� ��  �� 8��������8��	 ����; ��� ��������;
� ��� ���������� ������� #�*	+� +� ,���� �� ���� 5������ -�� 1������� ��� ��� �� - '
�����		 0�0��  ������� ��� �*�����'������5	� �����	;  �� ��� L���� ���������� +8��
>��5����� +���	���	  �5���	� =� ������ ��� ��	 �� ���� ����,���; ��� ����������� +�
���			��; +8�� >��5����� ���������E�� �� J� ����	�� ��8�����	K +� ��5������

0���� ��7#������� ��� #����� $�����

1�	���	�� 8�� ��� �������5��	; ��� ��� #�*"����+8��	� �" ��� -��8�� {4, 2}  �'
����*�5	 �����; L����� �*��	 ��� ������	�� ��� �������5��	; ��� ������� #�*"����+ +8��
�� +� ,���� ��; �� >��5����� ��	 �������� �� L�5	�,�� #�*"����+ +� ��5������ ���
8����; �� L�5	�,�� #�*"����+�� ����� 8�� �� 1������� F��0H �����	���	; %������ � � � �'
�� "�� ��� >��5����� - ��� 1 ���� ������ ���� #�*"����+; 8*����� ��� ���	������ %������
>��5���� - � �� >��5���� 1 ��*"��������

A B C D
1 4 4 0 0
2 4 2 0 0
3 4 2 0 0
4 4 2 0 0

}⎫⎬
⎭

��8� #A�C. 1 · 4 = 4

��8� #A�C. 1
3
· 4 = 1, 33

F��0H

��� ��8�	�	� #A�C ,�� %������ � ��	 0; � ��� -�����	���� ��� +� >��5���� 1
+�	����� 8���; 8*����� ��� ���	������ %������ +�"*���� �" -; 
 ��� � ,��	���	 8������
��� %���� ��� #A�C� ��	 4�



��$

A B C D
1 4 4 0 0
2 4 4(2) 0 0
3 4 2 0 0
4 4 2 0 0

}
}
}

��8� #A�C. 1
2
· 4 + 1

2
1
3
· 4 = 2, 66

��8� #A�C. 1
2
· 2 + 1

2
1
3
· 4 = 1, 66

��8� #A�C. 1
3
· 4 = 1, 33

F��/H

>� ������	 ���; 8��� ����� ��� %������ ��8��� #�*"����+�� ��� 	X 1������� F��/H
+���	 ��� %�	�	���; ��� %������ � "�� >��5���� 1 � ��"��� ��� #�*"����+ 0 ��� 	;
� 8��� ����� �� L�5	�,� #�*"����+ "�� >��5���� 1 5������ ��	 �� "�� >��5���� - F '
8�������� �� L�5	�,� #�*"����+�� �	���� �� )������ �� �� ��� �� �	��H� =� ������
��� L����� �	���	 ��� ��8�	�	� #A�C ,�� %������ 1 �" �;��; 8*����� ��� ��8�	�	�
#A�C ,�� %������ � ���5	; � ��� >������������5��	 ��� <�	������ +� >��5���� 1 �"
(;/ ���5	� ��� %���� ��� ��8�	�	�� #A�C� � �� ��� %������ ,��������	 ���� �" :� ���
����	+�"���������	 ���� %������ ���5	 ��� �� 3�������� +�� ��������� #�*"����+�� ��

� ���� ��� #A�C ,�� %������ � ����� �	�	�������� 3����	�� �����	;  ����	�	 ����
����� � ��������� -����+ "�� ��� %������ ! ��� 0; ��8��� #�*"����+�� �+��� ��� ����
8���� ��� �� 1������� F���H ��+���	� %�	�	��� +�� ����� � ���

A B C D
1 4 4 0 0
2 4 4(2) 0 0
3 4 4(2) 0 0
4 4 4(2) 0 0

}⎫⎬
⎭

��8� #A�C. 1
2
· 4 = 2

��8� #A�C. 1
4
· 4 + 1

4
· 2 = 1, 5

F���H

��� %���� ��� ��8�	�	�� #A�C� ,��������	 ���� 8��	�� �" 6, 5� %������ ! ��� 0 � ��
+8� ����� ������� ?�8�	����8��	 �� �� ���  ����� ������ 1���������;  �� %������
� �	��	 ���	���� �������	�� �; %������ � +�������	 �������	�� �� �� 1������� F��/H� ���
����	+�"���������	 ��	 �������� ��  �� ��������� -�� �; ��������� �	���	 ��� #�*"�'
���+�� � �� 1������� F���H �� 7��'��������8���	 ��� ?� 8��� ��� ���	����; ���
���� "���� -�+�� � +� ,���� ����� ����� #�*"����+�� ����	 ����,��� "�� ��� ���������
<�"���������	 ��	; � ����� �������5��	 L���� %������ �+� ,�����	�	; ��� �����	� #�*"����+
�&��� �"	 �+��� ��; �� ����� 
����� �" ����� ��*"�����	�� >��5���� +� ��������
���� 8������� ������	 ��� -�����	���� ���; ���L����� 3��	������ +� ����������; ���
��� ��	����  �+���� �" ��� ���,	�� %����� ��	������	�

?�  ��� �� ��� �������5��	��; +�� ����� ��� +� ,���� ����� #�*"����+�� �" ����
,������ ��� -��8�� ����,����� ���E� +�  �����+�� ����  �� ��� %���� ��� +� ,����'
 ����� #�*"����+8��	� ��� � �� +�  �����*�5��; ��� -��8�� ��� -�+�� ,���� ����
#�*"����+�� ��� ����� G���  �� ��� ����������� +� � �������� ����� ��	+	��� ���'
����5��	 8��� �� "�������� - �����		 ���5�	���	�

��7#�����������

�� (
$!�
������	��  �+������	 ��� � ��� %����5� "�� ��� %���� ���� ,���� ����
#�*"����+�� "�� L���� ����������� ����� ���������� 5�� "��� ��� �� ��	��������; 8��
�� ���� 1����	 ,��8����	; �� 5�� ��� ��� -�+�� ��� G��� ��� ,���� ���� #�*"����+��
��� �	  ��	�����; ������ ����� %���� ����	 ���E�� �� �� +�� 3��"����� �	������
1����	 ��	� ��� 3��������8���� ��� ��� ,������������ %	�	����� 8����� ���� ,��
1��������� �����	����	�



�!(

��� %���� ���� #�*"����+8��	� ��� �" 6  �����+	� ���� 8���� %������ �  ��������8��'
�� ��� �������5��	 ���C���; ���  �����; ������ ��*"�����	�� >��5����� - ��� 1 L�8����
��� #�*"����+ ! +�+�������; �� ��� ��� �� L�5	�,� ?�����*	+��� ���� �� ��� #�*"����+'
8��	�� 8�����������	� ? ���� ��	 ��� 3��� � ��� #�*"����+ 6 "�� ���  ���� 	��	�� >��5'
���� ���� 	; ��� 8��	���� >��5����� ����	�� ��� �	��	���� ��� %	������*"����+
0� ?��� ������ 3��� � ��	������	 ��� J���� �" ���� )�	� ��	+�� K�

H A B C D #�
1 3 3 0 0 3
2 6(4) 0(2) 0 0 4
3 4 2 0 0 0
4 4 2 0 0 0

 H A B C D #�
1 3 3 0 0 3
2 6(4) 0(2) 0 0 1, 33
3 6(4) 0(2) 0 0 1, 33
4 6(4) 0(2) 0 0 1, 33

F��:H

�H A B C D #�
1 3 3 0 0 3
2 5(4) 1(2) 0 0 0
3 6(4) 0(2) 0 0 2
4 6(4) 0(2) 0 0 2

�H A B C D #�
1 3 3 0 0 0
2 0(4) 6(2) 0 0 2
3 6(4) 0(2) 0 0 2
4 6(4) 0(2) 0 0 2

F��4H

1�������� H ���  H �� F��:H +�����; ��� ��� ?�"��� ��� %	�	����; ���� �" ����
)�	� +� ��	+��; �E�� ���� ,�� ��� %	�	����� ��� #�*"����+�� ��� ������ ����������
 �*��	� G��� ��� �,�� ���������; ��� %������ � ����C����	 +8������ >��5���� -
��� 1 ��	 ��� ��� ������ %������ �� L�5	�,� %����� ,�� 0 "�� >��5���� - ��� � "��
>��5���� 1 � �� F�� L�5	�,� %����� �� )������ ���	�� �	�	�������� �� �	��H� J#�K
 �+������	 ��� ��8�	�	�� #A�C�

=� 1������� H ��	 %������ � ��	 ��� %	�	���� ��� %�	+��� �" ���� )�	� ��"��������;
������+��	�� ����	���	 %������ � ,�� ��� ��������� #�*"����+�� �� =� 1�������  H ��	 ���
�������� #�*"����+�� � ,�� %������ � 8������� ���  ��	� -�	���	�,�; 8*����� ���� ���
���	������ %������ �� ��� ����5������ �� >��5���� -  ��� ��� =� 3�������� ��	 1�������
H 8��� L����� ���	����; ��� ��� #A�C ,�� %������ ! ��� 0 ����� �� %�	+�� �" ����
)�	� �	���	� ��� ?�"��� ������ %	�	���� �*��	 L����� ,�� ��� 1���� 	���	 ��� >��5�����
 � G*		�  ��������8���� %������ ! ���� �� L�5	�,� #�*"����+ ,�� � "�� ��� �����	��
�� ���� 	�� >��5����� 
; �� 8���� ��� ���� �������� #�*"����+�� � �������� ������
>��5���� ���	�����; 8*����� ���� ���+��� ���� #�*"����+ ,�� � "�� ���  ���� 	��
>��5���� - ���	����� 8*���

1�������� �H ��� �H +����� ��� -��8��5����� ,�� )�����������	������������ =�
1������� �H ���	 %������ � ����� )��������� ��� +8������ ��������� #�*"����+�� �
��� ��� %�	+�� �" ���� )�	�� ���� ��	 L����� ���� ��,��	����"	� %	�	����� 1����� ��	
%������ � �� 1������� �H ���; 8� �� ����	 ���� �" ���  ���� 	��	�;  �� �" ��� +8��	
 ���� 	��	� )�	� ��	+	� ���	  �5���	 �� >��5���� 1 ������ +������������

>� �*��	 ���� ���� +������ "����� ���� � �� ��� ��	���� ��� #�*"����+'
 ����	�X ��� 3��	����"	��5��	 ����� %	�	���� �*��	 ��	��������� ,�� ��� �� �	�� ���
���	������ ����������  � %	�	�������� 3����	�� 5�� ���� ��+����;  �� ��� ����
���	����� ��8��5��� �� 1����	 �*��	 ��� ����������� �" ��� ����� %��	� ���� ���E�
�������	  �� ��� %��+��5	��� ��� #�*"����+��� =���C����+ +8������ >��5����� ��� 3��'
��� �� "�� ���� ���E� -�+�� � -��� �	�� 5�� � ���� ��������5	 8����� 8�� ���
�� L�5	�,� ��5��������� �" �����  ��	���	�� >��5����� ����� ��� 1�����*�5��� ���
1����	� ��	 ��� ��"�� ��� %	�� ��� ����� ��������� ���E� #�*"����+8��	� ����	 ����'
 ��� -���������  ����	�	 ����� ���&� ���	*	 ��� ��� JN�� ��� >��K; 8� �" ��� ������



�!�

%��	� R ���������� +�� ��	�����; �	�	�������� 3����	�� "������ 5�� ��� ���� ���
�������� #�*"����+�� � �,��	���� ����	  �����	��	�

0���� ��7#����������

-�� ��	+	� �������5��	 �	��	 ��� -�� � ����� "��	�� ����� � +� ,���� ����� #�*"����'
+�� +�� -��8��� ��� ����������� �	���� ���� -�+�� � #�*"����+�� +�� 3��"�����;
��� �" ��� >��5����� ,��	���	 8����� �������

=� #���+�� 5���	� �� � ��"��� "������; ��� ��� +�� 3��"����� �	������� #�*"�'
���+�� +8� ,���� �� 8����� 5�����;  �� ����	 ������� ���� "���	 ��������� +� 6���'
����	��5��	��; ��� ���� ���� ����� 5������ 1�������� �����	������ ������ -���������;
�� �� 	 +8�� >��5�����; - ��� 1; ��� +8�� %������; � ��� �; ���  ���� ���,	� %�����
,�� 0 "�� >��5���� - ��� � "�� >��5���� 1 � ��� ���  ����� #�*"����+�� 0 ��� �
�	���� +�� 3��� � +�� 3��"������ ��  �	���	� ��� %�	�	���; ��� %������ � �����
#�*"����+�� ������� ��� ,����	*���� ��� 	; ��� 0 "�� >��5���� - ��� � "�� >��5����
1� %������ � ������ �� 	 ��������� #�*"����+ 0 "�� >��5���� - �� =� ������ ��� 8����
��� -�����	����; ������  ������� -�	���	�,�� "�� %������ �; ������ >��5���� - +�'
�������� ��� %������ � �� >��5���� 1 ���	������ ?� ��	  �� 8��������8��	; ���  ����
%������ ���� ������ ���E� 
���� �"  ���� >��5����� ����	�� ��� ��� -�� � ���� 8�'
����� #�*"����+�� ����	  �����	 8���� -��� ���� ��	 ��	+	���� �� �	�	�������� 3����	��
+� ������ >����� #�*"����+�� �� �����8���� ��� -�����	���� ��� 1��������� �����
<�	������; ��� ���� �� L�5	�,�� #�*"����+�� ��� ���	 ��� �C��	������ >��� ��	���
��	������	� 6� ������ -����+ +� ,��������; 8��� ���� ��"�����	; ��� ��� ��� �	����
#�*"����+�� �" >��5����� ,��	���	 8������ �� 5�� ���� �� ��� #�&�� �����	 ������
���������; ����� �� ��� ����	 ,���� ���� #�*"����+�� ,�� ��� <�	������ +�"*���� ,��'
�� 	 ��� ����� 3��������8���� ��� ����������� ,�� ���	����  �5��	 �� 	� -�" �����
>���� 5�� ��� -����+ +�� ��,����	*������ #�*"����+�� �  ����	��	 8������

��� %	�	����� ��� ���������  +8� ����������� #�*"����+�� � 8�����  ����	� ��	'
������� ,���������� �� ?��� ��� 8�; ��� ��  �*���� ,�� ��� ������ #�*"����+�	��5'
	�� ��	; � ��� -�� � ��������� #�*"����+�� ����� ������� #A�C ��8�	�� �*��	 �� ��
3��	������ ,�� #�*"����+��� %	�	������� ������ �� +���� ���� ��� ��  ��	���	��
)���	���	����� ��;  �� ����� -����+� �&��	����� ��� ����� ���� ����	  ����	�����

>� �*��	 ���� +������ "����� � �� ��� -�	���	�,�� "�� #�*"����+8��	� ����X ?�
���� �� L���� ��� ���� ��	����� #�*"����+�� � ��"�����; � ���� 	�	�� %��+��5	���
��� #�*"����+�� +� ���� ����5	����5��	�� "�� ��� ����������  ����	�� 8����� ?,��'
	���� 8*��� ��� ���������� �� ����	 �� ��� ���; ��� >��5����� ���� ��� ,���������
=�"���	��� �� ��C����+���	 +�  �8��	��� >��	����� �*��	 ��� ��	����� #�*"����+�� �
��� -�����	���� �������� %������� +�� ������ ����� <�	������; �  �� ����� )��'
+��	�	��� ��� #�*"����+�� �" 8�����  ���� 	� >��5����� ��� <�	������ +� 8��	����;
����	  �8��	�	�� >��5����� ������� ��	� ��� -�� � ���	�,�� ��	������ #�*"����+��
,��������	 � �� ������� ���� <�	������; ��� "�� ������ ���������� ���E� 6�+�"������'
���	 ��+����� 8����� ��� 3��������� ��� <�	������ ���	�,  �8��	�	�� #�*	+� �� 	 ����'
������� ���  �� ����	 �� ��	�� <�	������ �� ��"���; ��� ��� ������� #�*"����+��
 ����5����	��	 8������

6�,��	����"	 8� ��� ��	����; ���� �� �����+	� -�+�� � �������� #�*"����+�� +�'
+������; � ���� �� L���� ��� ��� ���������� #�*"����+�� � ��	���	�	+	� -��� 8���
�� ����	 "������ 5��; ��� ��� �����	�������� -�� � ��� �&����� #�*"����+ ��
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L���� ��� ���� ������	� %	�	���� ���	���	; �� ��	 ���� �����	 ������	����; ��� ���
-����+ �+� �� -���������� ���� ��	� ���� 8��5	 ���� ���	�, �" ��� ��+���	� ����	'
+�"���������	 ��� ? ���� ��	 ��� �������5��	 ��� -�� � ����� B��"���� ��,��	����"	
"�� �� >��5����+�	���������� ����

%�8���  ��� #�*"����+ ����	 �� ���  �� ��� "��	�� #�*"����+����� ��	 �� ��  �'
�	���	�� �*���� ,��	����"	; ���������� #�*"����+8��	� �+��� ��;  �*���� ,�� ���
#�*"����+�� ��� ������  �� ��� �"	  ������; �������� -�� �� +� ������ ��� 6�'
���������	 � �� ��� ������ -�� �� ��� ������ ���������� �*��	 5���� ,���*��������
3����	����� � �� ���  ������ %	�	���� +�� -�� ������ ����� 5�� ��; 8��  ����	�
�� - �����		 ����� ������	���	; 8��� �,�� �������; ��� ��� #�*"����+�� � ���E'
	��	���� ������� ��"����� 8����� �� #�*"����+ ����	  ��	�	 ��� 3��	��� ��� 9�&� �����
>�������������� ��� ���,	�� %�����; ��5��������� �" ����� >��5���� ��	 � ���� ���'
���� 8�� ��� 3��	����� ��� #�*"����+8��	� �" ���� ���E��� ����� ,�� >��5������ ���
���&� ���	*	; ��� ����� ��� ,����� )�� ��	�����������5��	�� ���� �� ��	; 5�� L�����
�" ��� ������ %��	�;  �*���� ,�� ��� 3����	�	��� ��� ��� <��������� ��� ����'
������; ��� #�*"����+�� � ���� 5�����& ������ ?��� "��	� #�*"����+����� �*��	
8������ �������5��	�� ��� ,��������	 ������  �� ��� ��� )�����&�	*	 ���� JN��
��� >��K� - ������� �,�� 8��� ����� ��� "��	� #�*"����+����� ��� 3��	������ ���
#�*"����+�� �" ������� >��5����� ��+8������ ���� ������E	 �&	���� %�	�	����� ��;
���  ��� #�*"����+ ����	 �	8 �"	��	��; 8��� ���� ,���� ���������� ���� ���+��� ����
#�*"����+ "�� ���� 5����� -��8�� ,�� >��5����� ��� ��� =� ������ ��� "����� ���
��	��������������	���� �	�� +�� ������ ����� ��	�� <�	������ ��� ,���� �������'
��� 8����� +�"*���� �" ����	  �8��	�	� >��5����� ,��	���	; � 8��� ���� �	�� ����
 ������ <�	������ ����������� 5���	��� ?��� 3��	������ ��� #�*"����+�� �" �������
>��5����� ��	 ���� +�� ������ ��� 		�*��������; ��+���� ��	����� 8���	���

+���� ������� 
�� ������8	�� ��������	

1�� ����� ����	����� <�	������ 8��� ��� ��	���� <�	������  ������� �" ��� ���,	��
%������ ��� ����������  �������	� ��� =�"���	�����; ��� ��� ����������� +�� 1��	��'
���� ����� ���,	�� %����� +�� 3��"����� �	����; ���� +�� ����� ��� 1������� �����
��� ���+����� >��5����� ��� +�� ������ ��� -�� �� � �� ��� -�+�� ��� �������	
+�� 3��"����� �	������� #�*	+�� ��� ���������� � �� L����� 5���� ,����	*����� =�"��'
�	��� � �� ��� #�*"����+�	��5	�� ��� ������ ����������� ?,��	���� ,��"���� ������
���������� � �� ��	����� =�"���	����� � �� ��� #�*"����+��  �"������	�� �����������

��� 8���� >��	� "�� ��� >��5����� 5����� L����� ,�� 8��	���� �5	����  ����'
9���	 8�����; ��� +�� ���� �" ��� �� - �����		 /�� ���*�	��	�� �5	���� ��� #�����'
����5��	  �+���� �" ��+���� 3����	��  ������.

• ?�� ���������� ��*"�����	 �� J%��8����� ��	 ��� ����K; ��  �,��+��	 ��� �����
>��5����; ��� �������� ����  ���� 	 ��� ��	  �����	 ��	 ��� �� ����� ����	� ����
���� ��� 	�����+���� ���L������ ���������� ��	 ����� ������	�� #���������5��	�

• ?�� ����������  �,��+��	 ����� ����,�������� >��5����; ��� ���� �� ���� 	� ���
8����  �����	� >��5����� +� ����	�5��; ��� ����	 �� ���������� =�	������ �	�'
���� ?�� ������� ���������� 8*�� ,�� ������ #���������5��	 ��� �� ����  ��5���	
+� 5�����+������ ����� =���,������	�� 5����� ��� >����� ��� �	8� 1������'
��� ����� ���� ���� "�� ��	����,� 1�	������ ����� ��� ������	���� ��	����������;
�� ��"�������� ?��*�	������� ����	�� +� 5������
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• ?�� ���������� ����	� �� �����	 +������ ��	 ����� ������ F���� ����� ����'
�� ,�� ��������H >��5�����  �������� ���� 5��  ��������8���� ��� ��� ��� ����;
8��� ��� ���������� -���*���� ���� ��	 ��	 ��� ��	 ����� ������; ��� ������'
+��	�� �����	�����  +8� 1�	����� ��	; ��� >��5�����  ������� ����	�� O�������
- �*����5��	�� 	��	�� +�1�  �� 1������������ �"�

• ?��� ������ ,�� ����������� ����	� ��� ��������	  ���	�� 1��� ��� 3����	�'
	��� ����	�� ��� �	�� 	 ����; ��������	 ,���� ��	������������� >��5����� +�
 �������; �� ��*	�� ��� ?�"������� ��	������ +� 5������ -��� ��� -�� �
��	�������������� #�*"����+�� ���	���	 ����	 ��� 		�*������� <�	������ �� ,��'
��������� >��5������ G��� 5����� +�� 1������� ��� <��	���	��5	����� ���� B����
�������; ���  ��	���	� )�� ��	����� ����	 +�������

����� �5	���� 5�����  �� ��� ����	����� <�	������ ����	 ���� ��� ��  �����+	��
�E  ����5����	��	 8������ ��� -����	��� ��� >��5����� ��	 ,�� ��� <�	������ ����	
 �5��	; �� ��� ,�� ��� -����	���  �*����� #�*"����+�� �� L���� ��� ����	  ����5'
����	��	 8����� 5������ ��� ��������� >��5���� ����� ����� ������� 5�� +8�
����� ��� -�� � ������ �� #�*"����+��  �����	��	;  �� ����	 ���	���	 8�����;  ��
��� ���� ��	 ���	 ��� ��� ��"���	�� <�	������ 5��� �� ������� ���	 "�� ��� 1�����
,������������ >��5����� ����� ���� ������ ,�� ������������

?�� 8��	���� 8���	���� #��5	 ��	 ����� ��� -����+��� ���	�5 ���� ��; ���  �����	;
��� ���������� ������� ����� -����+ � �� 5�����; ����	 ���� 8����; ������� ,��*�'
���	� #�*"����+�� �+��� ��� ��� 3��	����"	��5��	 ����� ������� %	�	���� �*��	 L�����
�	�5 ,�� ���  ���� ���� #�*"����+�� ��� ������ ����������  � ?� ��	 �������
�������; ��� ��� %	�	���� "������ -�� �� ����	 +�� ��8�����	�� ?�"��� "���	 ���
��� ���������� ���� �������	� <�	������ ���*�	; �,	�� �������	�� ��  �� 8�����	����*'
E�� -�� �� ��� ����� ������� ���������� 5�� ��� �������5��	; ��� #�*"����+8��	� ��
7�������� �+������; ���� ���"����� ����; �� ����� <�	������ �� 7��������; ��	��
 ������� )���	��� ��� #�*"����+�� ��� ������ ����������; +� ,�� �������

���8��	���� 5�� ��� -�� � ��� #�*"����+�� "�� ������ ���������� +� ������ "��
���� ��	� <�	������ ����� ����� ��� 1�����*�5��� ��� ����� +� ,���� ����� #�*"����+��
5�� �� ������� ��������; ��� ��� ����������; ��� ����  ���� 	� >��5����� ��8*��	
�	; �� 5����� ������ >��5����� �����	���	 8����� 5�� ��� ���� �� ����� ��	 ���
%	����8��	 7���  �8��	�	�� >��5���� ����	� � �� 8��� L����� ���	��� ��� -���'
��	���� 5���� 6�	����������� +8������ ,������������ ��	 7���  �8��	�	�� >��5�����
�����	; � ��� #�*"����+�� ����	 �� ������ ��	�� ��"��	 8������ ��� ����� �������
���������� 5�� ��  �� ���� ���"����� ����; ��� ,�� ,��������� ����	  �8��	�	�� >��5'
����� +� 5�����+�����; �� ����� ��������	 ����� <�"���������	���� +� �������� ���
8����� ���������� ����� %�	�	��� ��������� ���	��C	; ��	 � ��"��� ���	 ��� ��"���	��
<�	������  �5��	�

��� <�	������ 8������� ��	 �� ��� G��	����  �*���� ,�� ��� ����� ���� #�*"�'
���+�� ��� ���	�� %	�"�;  ������� ,�� ��� � ����� 7� �� ����������  �+������ <��	�'
� ��; #�	+�+�� �	�� ����� %�	�	��� ��	 ,�������� � ��	 ���L������ ,�� ����	�����
-�5	�����;  �� ����� ��� =�"���	����� � �� ��� �� �	� ��� ������ 1��	�� ���	 �
?��� ��� -�5	���  �5��	 ���� �� 8�����; � 8��� ��� ����� ,����� ��	+���� 8*����
>�� �� )��	�� / ��+���	 8����� +8��' ���� �����	���� -�5	����,��"���� �������	+	;
�� ��� >��	��� � ,�� =�"���	��� �� ��"� ��� -�5	��� +� ����������� ��� ���	
�� -�5	�������� ��� ����	�, +�  ����9�����; ��8��� "�� ��� 3��5*�"�� �� ��� "�� ���
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1��	��� %� �� ��� #�*"����+�� ��� 1��	�� ����	 ���� ,��������� �� �*���� ����; ��	
��� 3���C��	������� ��� #�*"����+�� ��� ������ 1��	�� ,�� 3��	���; ��� +8� ��8���
"�� ��� 1��	�� �� ��� "�� ��� 3��5*�"���

1���>��5����+�	���������� ��� �� 	 �� 5���� )��	��; ��� ����� ��� �������� ����
�� ?��� ��� ��� <�	������ ��	�	����� �� <��� ��� <�	������ ��	 �� ��+��� ��	����;
�� ��� �&���� ����	+�"���������	 ��� ���������� 8������� 	; 8� �� �������
��	 ��� �&�������� ��� 3��5�"������� ,���������� 5��� � 5���� 1�+����� ��"���	;
���� ��� 1��	�� ��� � ���� 8�� ��� 3��5*�"�� ��� ��	��������	; ����� ��������	 �����
#���� ��� ���	 ���� ��	� 1�8��	��� ��� <�	������ +� ��+������ �� #�� ��� ��� 8��'
���S� ����� ��	  �� ��� >��5����+�	������ ��� ����	 ���� ��� 1�� ��� >��5����+�	������
���� ��� #�*"����+�� ��� ���������� ��	�� ������ ���  �*���� ,�� ��� ����	���	
��� #�*"����+�� ��� ������ ����������; ��� L����� 8���� 5�����		 ,�� ,���������
���� ����� ���� �����		8���� ,��������� -�5	���  �5��	 ���� �� 8����� 5������ ��
�����		8���� 3������� ��� ���� �" ��� ��������� -�5	���  �+����; �� ����� 3����"  �'
���	� =�"���	����� ,���C��	����	 8������ ��� <�	������ L����� ���� 	 ���� ���	 �� ���
����	���	 ���� #�*"����+��; ��� �� ��� <�	������ ��	+	������� ���� �� ���� 8�������
������	� #�*"����+�� ��� ����������; �� ��� ��� ��	����	*	 ��� <�	������  �+����
�" ��� ������	�� >��	� ����	 ���� ��	8�������8���� ���� �� ��	� 6� ���� 8��	�'
�� -������� ��� <�	������ ��	 8��	���� 3�� ��������  �+���� �" ��� ����� >��	�
+� �����������; ���� ��� <�	������ ��� +8����*��� �� ���� +��*	+����� %	�"� ��8��'
	��	 8������ ��� 3������� "�� ���� +8��	� %	�"� "�� �� >��5����+�	���������� ��� ��	
�� )���������	 ������ -� ��	 ��� 8��� �� ��� "�������� - �����		�� ��*���	���	 ���
��	8��5��	�

#�� .��������� �����  %���� (���

>�� 5�� ��� 5��5��	 ���� +8��	� %	�"� "�� �� >��5����+�	���������� ��� �������;
8����� -�"���������� ���� ��� ��"�����; 8�� 5�� ��� ����� <8��5 ���������X ��� #�*"�'
���+�� ��� ���������� ���� ,���������  �*���� ��� ������ ���� �� �������	�� >����
,���C��	����	 8������ 7�� ��	 ��  �� ����� �"����� ��� ���E�� ����� ��� �"�������
=�"���	��� ������ ���������; ���"�� ��� ����� ���� #�*"����+��  �5��	 +� �� ��;
+������ ��	 ��� ��	��� +�� <�	�������,��"����� ��� ���������� 8*��� +�� �����
8���� ��� ���� ��� +�� ������ 8���� ��� )�����&�	*	 ��� 3��"����� ����	 �� ���
���; ����� =�"���	����� ��+�8��	��� -�� ������ �� ����� ��	 ���� 1�5��	� � ���
#�*"����+�� ��
 ��� <�	������ ��	 ��� �������5��	 ��� #�*"����+*�������  ������� �"
������ =�"���	����� 5���� ��5	�5 �� �������

?� ���� ���� ���� ���"��� -�	 ��� >���� ��"����� 8�����; =�"���	����� � ��
��� #�*"����+�� ���� ���������� ��� ��� <�	������ �� ,���	*�������� -�	 ��� >����
�C��	���� +� ������ � �� ���	 �� ���� 8���� ��� 7� �� ���������� ��� #�� ���� �"'
"�5	�, ����; #�	+,��	��������� ,��+�������� ?�� ����� �����	 ����� ����������
����� ����	  �����	�� >��5���� +� ��� ��	"���	 ��� ������+��	�� �� �����  �����	��
>��5����� ��� -�+�� ��� ,�� L���� ����������  �����	�� >��5�����  ��� 	 ������;
��� ��	���������� 7� �� �������� +�� ������	�+��  �����	�� >��5����� 8��� ���
����	 ,����	+	� =� #���+�� 5�� �� ��� ������� ����; ����� ���������� ����� +��*	+��'
���� #�	+ +�+�������� ���� 8��� L����� �� ��� #�&�� ��� ���	�� ��� ��� ����; � ���
-�����	����  ����	� +�� �&�������� ��� <���"��5	����8��	�� ��� ��������� <�	�����'
��� ,������	 ��� 8��	����� ��� #�	+ �����+����� ��� >��5����� �������	�� 8�����



�!/

������� >����� =�"���	����� ����  ���	���� ��� ��� ����������; �� ��8�����	�
#�	+,��	��������� �+��� ��X

�������; ��� ������ �� >��5�����  ������� 8�����;  ���	���� +��*���	 ��� =�"���'
	���; � ��� 		�*������ �� ������ �� >��5����� �����	���	 ����� ���� 5�� ����� 1�5��	'
� � ��� <�	������ ��� ���������� ���������; � ����� =�"���	��� �����	 +8������ ���
����������� 5������+���	 8����� 5��� %��� ��� ������� ����	 �� ������ �� >��5�����
�����	���	; �� ��	��������	 ���; "�� 8����� �	���	�,� #�*"����+�� � ��� 
���� �	�����
8����; �� ������ �� >��5����� +� 5������ ������� 8������� ���� ��� ����� >��5'
����8������ ��� ����� G��8��� ���"; 8������ >������ ��"����,����������� 8*��� ����
��	 ���	�*������  �*���� ,�� ��� 1���� 	���	 ��� >��5������ ��� >������ �� �����
 ����	� ����  ���� 	�� ��� ���	 J� ��"���	��K >��5���� ��	 8���� ?�"��� ,�����������;
������ ��	 ��� >������ �� ����� ��������  ���� 	�� �� ����� 8������  ���� 	�� ����
��������

��� 1���� 	���	 ��� >��5����� ��	 � ��"��� 8���	�� ��8��� "�� ���� ,�� ��� ��'
��  5������� ���������� �� ��� "�� ��� ��� ���� �	�� ���� ����������� ��� �����
 �,��+���� �������� ���� �� ���� 	� >��5�����; 8*����� ��� ������ ���L������  �,��'
+����; ��� ��� ����� �+������ %�� ��	 � ��"��� 8���	�� "�� �	�	������� ������; ��� ����
R ���������� +�� ��	�������� ��� ������� #�*"����+8��	� L �"  ������ %��*	+�����
��� 1���� 	���	 ,�� >��5�����  ������� %��� ����� %��*	+����� "���� ��� ��� <�	��'
���� ��	 ��,��	����"	; �� 5����� ����� ���������� �� 7�������� ���� #�*"����+8��
 ������� �" ��� ��� ,��������� =�"���	����� � �� ��� 1���� 	���	 ��� �������

?��� 8��	��� ����������������; ��� ,�� ����� ������������5��	 ����	����� 5��;
���� ���L������; ��� ��������E���� #�*"����+�� "�� ����  ���� 	� >��5����� ����� ��
� �� ��� ���� +�1� �� ����� ��� ,����� ��	 ��� %	������*"����+  �8��	�	�� >��5'
����� ������	 ����� ����� ���������� 8����� ,�� ����� 8��	���� #�*"����+,��"��������
����	�����; ����� ��� 3����� ��  �+������ ���  ����� ����	  �8��	�	�� >��5����� �'
�� �� 5�����; �� ���� <�	������ +�������	 �� ������ B���� +� ,�� ������� ?� ���	
���� ��� �� ��� ���	�*������; +��*	+����� -�� � ,�� #�*"����+��; ��� �� B���� ���
���	�� #�*"����+,��� � ����	 �� ������ ��	�� ��"����� 5���	� F��� "�� ��� ���E	��� ���
���������� �������8���� ��� ����	 ��"����� ����H� ����� ���������� ��	��������	 ���
���; 8����� ������������5��	�� ����  ��	�� 8�����; ��	+	������� ���	 �� ��� ��� ����
�� ��� ����; 8� "���� #�*	+� ,������� ���� ���� ��	�	���� 5���	�� ��� 8� ������
��� R �� ������  ����	� +� ���� ��	; �� ���� ������ �������5��	 +�  ��	���

>� ����  ����	�	 ��� ?��"������ ����� +8��	�� %	�"�  ������� �" ������ R ��'
��������X ����� ����� ��	���� 8����� +8�� ����������� ,����������� #�� ���	�5��
��	������� ,��5���"	� <�� ����� ���	 �� �� ��� #�� ���	�5 ��� ��	�������� +��
1��	������ ����� ��+�� ��	����� <�	������� ���� ��	 ��� #�� ��� ��� ����	���� B�'
�����; �� �� ������ -� ��	 ��	 G��"� ������� #������������  ������	 8���� ��	�'
����������� ����  ������ �" ��8�����; "��	�� ?��� �����	��� ��� ��+����� �+�
���� ��	���� ������� =� ������ %�	�	��� ���	 �� L����� +��*	+���� �� ��� #�� ���'
	�5 ��� -����+� ��� ��� >��	��� � ,�� =�"���	��� +�� ?�+����� ����� ������ �����
#�� ����; �� ��� )����5	�, ,�� ��������  �	��C	� G���  ������ 8�� ��� �� �� ��	
��� %����	������; ��� ���� ��	 �	�	�������� 3����	�� ,�� #������� ��� ��� B���� ,��
=�"���	�����A���	���� "�� �� ?��� ��� ����� #�� ����	������ ��	��������	� ��� ?��'
� �����	�� ��� ��	������������ ���� ��	�������� � �� ������ ?��9����� ��� ����
���� ����	 �� "��	 ���� �� +�  �	���	��; �������  ����9����� ���� ,������� ��������	��
��� ���	 �	������ ��� ��� ��������	� <�	�������
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=� ������ -� ��	 8����� ��� ���	�� �� ��� ��	�������� ��	�	������ ?��� �����
 ���	+	; �� ��	�	������ =�"���	�����A���	���� �� 7�������� +� ,���������� ���
=�"���	����� ����� �� ���� +8��	� %	�"� ��� ��	�������� ���; �� ��� �� ?��� ��� 8��'
	�� ,�� �����	 8����� 5��� ��� �� L�5	�,� ����	+�"���������	; ��� ���� ,�� 1�����
��� ���	�� %	�"� �� ����	 ��"����� ��	 G��"� ��� #�*"����+�� ������5�� �*��	; 5��
������ ���� 8��	�� ���	�����	 8������ =� ������ ����	���� )�� ��	��� ,�� #�� ��'
��� ��� ��	�������� ��� #�� �����  ������� �" -����+�� ��� "�������� =�"���	���
 ��	��	 ��� ����,	�,� )��� ��	�� ��� ,����������� -� ��	�

+��� 6�	���$������ ����� #�2�����	����� ��� ;���������������

�4����	

>�� �� ��	+	�� - �����		  ������� ��; ��	 �� <��� ��� %��C��� ��� �������5��	; >��5'
������*	+� ���	�*����� +� 	������� �+� ��	 �� =�"���	��� ��� ��� ��� R �� ������
��� ���+����� >��5����� 8���	��� ������������5��	�� ��	�	���� ����; 8��� ��� 8����
� �� ���	�� >��5���� ��8�����	 8��� ��� ��� #�	+ �� ����� �	*�5�� � �� ���	�� �'
"�� "��� ���� �� 8���� =�� �������� ��	 �� 8���	��; ����� 6�	�������� +� ����� +8������
����� >��5���� ��	  ��������8���� �( #�*	+�� ��� /( 1�8�� ��� ��� ����� +8��	�� ��	
�( #�*	+�� ��� �� 1�8�� ���� 1���� ���� +8� � �� ���	;  �� ��� >������������5��	
"�� ����� ����������; ����� #�	+ �� ����� ������ >��5����� +���	���	 +�  �5�����;
��	 ���� ��	������������; ��� �������� �� <��������� ��	 ��������; ,������������
�������� �	��; ��� ���� ��������	�� ���*�+�� 5������

>�� �*��	 ���� ��� =�"���	��� � �� ��� #�*"����+�� ��� ������ ���������� ��� �'
��	 ��� R �� ������ ��� >��5����� ����,��� 8��	���� ��X =� ��������� 8��� ��A����	;
8����� ?�������"	�� ���� <��; ��� =�"���	����� � �� ��� 1���� ���	 ��� 3��"�� �'
5��	 ,�� >��5����� ���"��� ����; � �� ����; �� ���� -�"� � +� ��"������ 7�� ���
<�	������  ������� �" ��� #�*"����+�� ��� ���	�� %	�"� ���� ��� <�	������ ����� 3��'
�C��	������� ,�� ����� 1�8��	����+�� "�� L���� >��5���� ,�� �����	 8����� 5������
��� 1�8��	����+�� ���� ��� ����������� -��5��"	 ��� �� �� ��; 8����� >��5�����
 ���� 	  +8� � �� ���	 ����; ���� "�� 8����� ,���� ���������� ���� #�*"����+8��	� �'
���� �� � ��; ��� 8����� ������ 8������  ���� 	 ����� ���� ���� 	 ����; 8�����
�������� �	� -������	 �" ?�"��� � �� ��� 8����� ����	� <��*	+���� �+� �	 �	��'
���� L���� ���������� ��� ���,	� =�"���	��� � �� ��� ��� �� ��� ���	�� %	�"� +���	���	��
#�*	+��

=� ��������� 8���  �� ��� -��A�� ��� ������������5��	�� �,�� ���������; ���
��� ���������� ��� �	  ��	�����; 8����� >��5����� ��� �"����� ��� +��	������ B��	��5'
	�����  ������� 5�����; ��� +�� ����� 5���� �������� �	� "�� >��5�����  �� ��;
��� +� ����� <��	 �			 �����; 8*����� ��� ��� ��� �	  8����� ����; ��� +�� ������
��� >��5����� 8*����; ��� ���� +��	���� ��	 ����� ���	������; +���	���	�� >��5����� ����	
� ������������ ����� B��	��5	����� ����� ���� ��� ����� ��� >��5��������5	��� ��'
�����	�����; ����� ��� ��� ��� +��	������ B��	��5	����� ��	���������� �������	��� +��
-��8�� � ��	�	�

-�� 8��������8��	� ?�������"	�� ��� 1�8��	����+�� ����� ���� ��� "�������� ����'
	��+������

-������� ��� 1�8��	����+�� ���� �� ����� ���+���� <��8��	  ��	����� )�� ��'
	����� �� ,������������ <���� ���� 1����	 �� ���� +� 5�����&; �� ��� ���



�!:

���������� ���"  ������� ����� 3�������� ��� >��5�����  �8��5�	������� 5���'
	��� ���� ��	  �������� ���� ���� ��; 8��� ���� 1�8��	��� ���  �� ����� ���E��
-�+�� >��5����� ������� ���� ����� ��� 1�8��	����+���� ������ �� -�"�	�����
����� B��"���� ��� 1���� 	���	 ��� >��5����� ���� ���

:���� "�����4������ !�� ��������� ��� #����� ��7���� >��5�����; ����� #�*	'
+� ����� ��� <�	������ ����	 ,����	*����  ����	 8�����; �	���� "�� �������� �	�
��� ������ +�� 3��"������ ?�� ����������; ��� ��� ���� ������ #�*"����+ "�� �����
>��5���� ��	 "����� #�*	+�� ���	����	; 5�� ���� ������ ����; ������ #�	+ ���
��� �	�� +�  �5������ ���� ���� ����� ��� 1�8��	����+�� ���	���� �����	
8������

;����7�������� !�� ��7#����������� ��� 1�8��	����+�� ���� "�� ��� ���������
#�*"����+8��	� "��5	��������; ��� ��8��� "�� ���� "��	� #�*"����+����� �� ���
"�� ��� #�*"����+��	��,��� ? ���� ���� ���� �������� ,�� ����	�,�� ��� ���	�,��
#�*"����+��; +�� -������5 ,�� - �������; ������� �����

���������+����� #)� ���� .��������� ����� >��5���� ���� ���� "�� ��� ����������
������	����� 1�8��	����+�� ����	��� �� 1��	����� ����� ����	�� <�� "��
L���� ���������� 8��� +��*���	 �� +� 5�����& ������	�"	 ��� ����	 8��	��  �'
	���	�	; ��� 8��� ����� ��� �������� #�������������� � �� �� >>>' ����	�
=�	��"�� ���� ���	������ 	��������� �+������ 1�8��	����+���� 	�������� ���'
 � 8*���

/��+����� ��� ��7#������� ��� .��������� �� 5�� �,�� �������; ��� ���
���������� ��	 ����� ��������� #�*"����+ "�� ������ >��5���� ���� +� �����
�����  ����	 ��	 �� ����� ��	 ����� ����� #�*"����+; ��� ���+�"���� +�"������
��	 ������ 5	������ <�	������ ��	� ��� 1�8��	����+�� ����	� ��� ��� #�*"����+��
��� +���	���	�� ���������� 8������������� 7������� #�*"����+�� ��� ����������
,���������� ������ 
����� �" ����� ��"���������� ������

/��+����� ��� 2�+�#����)����+������ ��� ?�"���������� ����� �������� �	�
8����� ����	 ��� ,�� ��� #�*"����+�� ��� 		�*������ +���	���	�� ����������  �'
�	���	; ������� � ��"��� ,�� ��� ����	  �"������	�� 7��"���; ��� ��� #�*"����'
+�� ���L������ ���������� "�� ����� >��5����; ��� 5����� #�	+ +���	���	  �5��'
��� � ��� ���� �� ����� >��5���� ����� ����� ����� ��� #�	+ "��� 8���;  ��
������+��	�� ���� ����; ����	  �"������	� 7��"��� ,������� ��	; �� ���� ��� 
��'
��� "�� ����� ���������� �" ��� ?�"������ ����� ��	����������� �������� �	�
��������� ��  �� ����� +8��	�� >��5���� ��	 ����������� 7��"���� ���������

?��� 8��	��� 8��������8��	� ?�������"	 8*�� �	������ ��� )����5	���	 ��� �����
��� 1�8��	����+�� ����+���	�� B��"���� ��� >��5������ ?�� >��5���� ��	 ����� ��'
����� 1�8��	����+�� ����	� ���  �� ����� �������� �	 ����� ����� ����������
8������ -������	 �" ����� ��"���������� �����  ��	�� �� ��� ������ >��5���� ��	
����� ����������� 1�8��	����+��� � ��� 1�8��	����+���� L����� ������	���� "�� ���
���������� ���� ��� ��� �������"��� ������+��	�� ,�� ��� +���	���	�� #�*	+�� ��� #�*'
"����+�� ��� ���+����� �����������  �*��	; �*��	 ���� ����� ��������� 5�� ��"������
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#�� (*����������

%��		�������� �	����� ���� �������� 1�8��	����+�� ��� >��5����� ��� ���� ������
%��		�������� ,�� ������� ��	������������ ����� �� ��������� 5��+ ,�����	���	 8��'
����

%��		�������� ���� �5�������� �� >��	 �����  �����*�5	�� B�������� +� ��	�����	��'
���� 3���� ��	������������ ����  �����	�� ��� 3��	������ ,��  �����*�5	�� B������'
���; ��� �������� ≤'7� �� ���������� 5����� �� -�� � ����� B��������� �����*�'
5��� �������� 8�����; 8� �� ��� ����+� ��� >��	 ��� ����	�� %��	� ��	������	� ���
%��		������� ����	 ��� ����+��	+�� ����� B��������; ���� �� 8��,��� ��� <���"��5	�'
���8��	 ������ �� ����� ���� ���� ������ ,�� �����	 8����� 5��; 8��� �� ��� 3��'
"�� �5��	 ��� ��	����������� B�������� �����	 �����	 PG�(�Q� =� ��� ,�� ��++������
>��	�� "�� B�������������+�� ���	 �� ,�� ����� ?������� �� ���� ?�����	 ���

%��		�������� 8����� �"	 �� B���� ,�� %����	�,�	*	���A��� ,��8����	� %����'
	�,�	*	���A��� ��	��������; ��8��"��� 3��*��������� � ��� 3�� ��� ���� 7� ��'
 ���������� ����� ��	������������ ���� ���� �" ��� <���"��5	����8��	 ��8��5��� %��
������ ���  �� ����� ���� ���� %�	�	���; ���� ��� ������ ����� ���	���� ��	����'
�������� ����; �+� +� ��	��������; 8����� -��8��5����� 3��*��������� � ��� #��'
 ����	������ �" ��� <���"��5	����8��	 ��� ��	������������ ���� � ��� ����	��� ���	
�� ����; 8����� 3��*��������� ���� �E����� ���� 8��	��� 3�� �������� ��� <���'
"��5	����8��	�� +�� ����� � �� P-%((Q�

��� %��		������� �� 	  ��������8���� ���� -��5��"	 � �� ��� ����+��	+�� ����� �'
������� #��	 ��� �� 6�	�������� ���� =�,��	�	��� �� +��*	+����� �������� ��� ����	�
8�����; 8����� �������� ���� ������C	 8����� ����	��; �� ��� ��� =�,��	�	��� ���
���E	�������� ?�����	�������� ��� ���� +���	; �� ��	 ��� 1�	���	��� ��� %��		��������
��� ���+����� �������� ��� ��	�� -��������5	 "�� ���� ������ ?�	����������

=� ��� ��� >��5����+�	���������� ���� �	����� ��� >��5������*	+� ���� 5����
B�������� ��� ��� >��	 L���� B�������� 8��� ����� ��� ,���� ���� #�*"����+��  �'
�	���	� 3�� �	�5 � �� ���	�� >��5����� ��	 ��� +� �������� -��� �	 ��� #�*	+� ,��'
�����; ���� ?������� ��� -�+�� ��� ,��������� #�*	+� 8���� �� ?��� ��� ���
<�	������ �	�5 ,�� ������ ��� ��� <�"���������	 ��� ���������� �������� %����� >��5'
����� � �� ��� ���� %��		��������� �� 	 �� ,�� ����� >��5���� �&5	 �� ,���� #�*	'
+�; ��� ��� 7��"��� ,���  �"������	 8����� 5��; �� ��	 ��� %��		������� ������ 7���;
��� ���� ��� �� ������ >��5���� +8����*��� "���� #�*	+� ����� %��		�������� ,��
� �� ���	�� >��5����� 5����� ��� �������� ���E�� ���� �� ��� �����	�; +� ,���� ����
#�*"����+� ���� ����	 ���; ��� ��� 6� ������ ����� ����������� �" ����� +��*	+��'
���� #�	+ 8������� ����� ������ #�	+ "����� 	; �� ��� 8��	��� �*����� ��	 #�*"�'
���+,�� �������� ������� 8����� F����� - �����		 ��!�!H� ��� %��		�������� ���� ��
��� ���� -����� � �� ��� >��	 ����� >��5����� "�� ��� ��������� <�"���������	 ���
�����������

��� %��		�������� ����� ������� ��	������������ ���� 8�����  �� ��� ������ ���
#�� ���� ����� ��� %�����& �	��	���� ��+���	� ��� ��	����	*	� �������� 8���
����� ����� 3�������� ��� <���"��5	����8��	�� ��� ������� #�� ���� ��	 ���L������
��� ����� #�� ����  �����"	� �� ���� #�� ��� 8��� ��� +� L���� )����	����'
����  �������	� ��� %��		�������� ����� ���� �� ��� >��	�� ��� 3�� ��� ��� �����
#�� ��������� 8������ =�� �������� �	 �� ���� #�� ��� "�� L��� 7� �� ��������
��� ������� #�� ���� ���� 3�� ��� ��� %��		�������� ����� ���� �� ��� 3�� ���; ���
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��� B��������� �����*�5��� �� ������� #�� ��� ��	��������� ����� 8���  ��� >��5'
����+�	���������� ��� ����� ��� 7� �� �������� H �����	���	; ��� ��� -�+�� ���
+�� 3��"����� �	�������; 5����� B�������� J>��5������	+K "��	������ ��� �&����
����������+�� ��	 ��� B��������� �����*�5���; ��� +���������� 3�� ��� ��� �����
#�� ���� ��	��	�� �� ��� #�� ��������� ���� ��� %��		�������� "�� ��� >��5������
��� %��		�������� ���� ��� �� ����� ,��������� ������ ��� ��	������������ ����
 ��	��� ��

-���  �� ��� ������ ����� ��++������ #�� ���� ��	 ��� 1���� 2 
�	 3��"����
8����� %��		�������� ��+���	; � �� ��" ��� 3��"����� %� ��� ���� ��������	 ���
��	 ��� %�����& �����	 8������ -��� "�� ��� ��	����; ��++����� ������ �� ������
��� B��&������ ����� %� ��� ���� 5����� ��� ���	��� %��		�������� ����� �� 8��'
���� ����� ����� 3��"���� F+�1� ������	����� ���� �����A'3��"����H; ��� ����	 ��	
��� ����� #�� ��� �������; 8����� %��		�������� ����	 �	��	���� ��+���	�

+���� ��� 6������ ��� �$������������� �� 
�� ���������

<�� )������5	��� ,�� =�"���	��� 8����� %��		�������� �� �5���5����������
)��	�&	 ��� B������������5	��� ,����������� PG��:!Q� �� #�� ���  ��	��	 ���� ��
����; ��� ?D+���+ ����� �5���������� %A�	��� +� �&�������� ?D+���+  ����	�	 ��
������ <��������� ��� ��	�������� ��� 7�	+��"��5	��� ����� )�������	�� F����
��� %���� ��� 7�	+��"��5	����� ���� )�������	��H  �*���� ,�� ��� ,�� %A�	��
�����+���	�� ��	��� ��� ��� � �� ��	�	������� )��	��� 7� �� ���������� ���� +��
����� ��� 1�����*�5��� ,�� B��������� ��� +�� ������ ��� #����5	����"��5	�����
��� #����5	�����	*		��� 6� ������ ��	������������ ��� +� �����; ������ ��� ��������
��� ��	8������� =�"���	����� ,������� ����� =�����8���� �� 	 �� ���� +��	��� ?��'
���	; ��� ��� =�"���	����� 5������+���	  �5���	 ��� ��� ��	���� 3��	������ ���
B���������  �������	� ���� ��	 L����� �� ��� #�&�� ����	 ����	 �����"��� �; 8��� +��
����� ��� )������5	��� ���� =�"���	����� ��� ���	���� ��	 ��� +�� ������ ��
#�� ��� �� ������ ����	���	 �� 5�����& ��	; ��� �� �� 	���������� ������� �������	
����	 ��� � ��	� ?� 8����� ���� 3������*�� +�� <�������� ��� #�� ���� �� 5������� ����'
��� ���� �����	; ��� � ��� L�8������� %	�����; 8� ��� ����,�	� =�"���	��� �"*��	;
�����	 8�����;  ��������8���� ����5	 � ��� #����5	�����	*		��� ��8���� ��� �� =�"��'
�	��� ���� L����� 8��	����� ,�� ����� +��	���� ?�����	 � ��� ��+��	���� ?�����	��
�����"��	 8�����; �� ��� ������ ��� ������� ���� +� ��8*������	���

7� �� ��� -��	+ ��� )������5	��� ,�� #����,�5	���� ������� ��� -�	����
�� P)��/Q ��� )������5	��� ,�� ����� N��	�	*	�,�5	�� ,��� ��� ����� #����5	�'
����	���� 5������+���	� 3�5	�� ��	�*�	 "�� ���  �����*�5	�� B��������� ��� -�� �;
8��,���� ��� B��������� ������ %	*		� +���	���	 8������ ���� #����5	�����	*		�  �5���	
����	 ����� ������ N��	�	*	�,�5	��� -���� ��� -�� �� � �� ��� ,��"�� ��� B��'
������� 5�� 8������� L��� #����5	�����	*		�  ��������; 8��,���� ,�� 8������ #��'
��5	�� ���  �� �&����� ?D+���+ ����	����� 5��� -�� ������ ?��� ��� ���	�� ���� ���
%��		�������� "�� ��� B���������  ; ��� +� L���� B�������� ��� ��; �� 8��,��� ��'
�� +��*	+����� ?�����	 ��� ?D+���+ ������� 8����� ����� %��		�������� 8����� � ���
+��	��� %	���� +����5 5������+���	� -���� ��� %��		�������� 5�� ��� +��	��� %	����
��� ��	�� 1���	��� ��� ��� ��� B��������� �����*�5��� ��� ��	���� 3��	������ ���
B��������� �" ��� #����5	�����	*		��  �������� ��� ����	 ���� ��	���� ?D+���+ ���
����	�� %A�	��� ����������
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G��8��+  ����*"	��	 ���� �� ������ -� ��	 PG��:!Q �������� ���	; 8����� ?�������"'
	�� ��� ���������� +�� B������������5	��� � �� ����	� ��� 8�� �� ,�����������
���������� ,���������� ���  �8��	�� 5��� ?�� ������� ���������� �	 +�� <���;
��� -5	����� ��� � %A�	��  �	�����	�� -���	�� +� �	������ � �� ���� ��� %����
��� ��	�	������� -5	����� +�� ����� �������� � ���� F�� 5�� +�1� ����	 ���� 5��'
������	 8����� �� �����+���	 8���H; +�� ������ ����	� �� ?��� ��� 8��������8��	�
?�������"	�� ��"����� 8�� #��	�'?D+���+ ���� ��	����	*	 F�&�������� ��� ��+����
>����H� ?� "���������	 +��*���	 ��� ������������� ?�������"	�� ����� �����������
?�� ����������  ������� 	 � �� +�� ����� ���� %�����; ��	 ��� ��� -���	�� 5����'
��+����� 5�����; ���� -�	8��	�����; ���  ������� 	; 8�� �" ���� ���"����� 7������	
������	 8���; ��� ���� ?��� ��������; ��� ��� �" ���� ����� ,�� 7������	�� ��� �'
����� =�"���	����� "�������� -5	����� ,�� -���	�� "��	���	� ��	 ������ ����������
B����8��5 5�� ���� 3���+�� ,�� ��������� ���������� +�� B������������5	���
 ������� �� 8������

=� ������ <��������� ���� ��� %��		�������� ��� �� ���� ��� ����� ��� -���5'
	�������������� �������	�� %����� +� ������ ��� %��		�������� ������ ���� ��� +��
)������5	��� ��� #����5	�,�	*	 +8������ ��� ���+����� #����5	�����	*		�� ��� ���
+��	���� %	����� G��8��+ ,��������	 ,����������� ���������� �" 1��� ��� ���E� ���
�������	�� %����� ��� ��� )�����&�	*	 ��� �������	�� 7������	�� ��8�� ��� -�+��
��� 7������	��; ��� �������	 8����� ������; �� ��� ?��� ��� +� ��+������ ��� B���5'
	��� ��� +� ��������� 7������	��  �����	 � �� �"	��� ���� ���� 5�����&� %������
%��		�������� �	����� ���� ���� ���"��� �������5��	 ��; ����� 5�����&�� %��,����	
+�  ������� ��; � ��� ��� �� ����� ���+����� <����8��	  ��	����� %�� ���"�� ���
 �� ��� -�"���������� ����� 5�����&�� ��	������������ ���� �� ������� ���� 5��������
)�����&�	*	 ��� ��� )������5	��� ,�� ��	8������� =�"���	����� � �� ��� ?��� '
����� ��� ������� ���� +�� +��	���� #�� ���������� ��	 G��"� ��� %��		�������� 5���	�
��� ��������8���	 �������	 8�����; ��������� ���� ��� ���	�� ��� ?������5��	 ��� -�'
+�� ���  ���	��	�� %����		�� ����� ��	���� ��	 ��� ��� 1������� "�� ����� ����������;
������ 7������	�� ������ ����;  �� ������ -�+��  ���	��	�� 7������	�� ���E ����
5��� ��� ?���	+ ,�� %��		��������� +�� )������5	��� ,�� =�"���	��� ��	 ���
 ����	� ,����������� 8�����; ��������� ���	 �� ���� ����	 �� ��� 3�� �������� ���
��	����� ������ ����� ��	�������� �� +8�� %	�"��; ������� ,������� �� )�����&�'
	*	�����5	��� ����� -�"	����� ��� #�� �����

+��� �5	��$�� #�2�����	�������

>����� <���� 5����� �� )����	�� "�� ���� >��5���� �8��	����+�� �� ����X =�
������ - �����		 8����� �������� )����	�� "�� ���� >��5���� �8��	����+�� ���'
5�	���	 ��� �� G�� ���5 �" ��� �����	�� 8��������8��	�� ?�������"	�� ��	�������
,���������� -�� ���������� 8����� � �� ���L������ #�������  �+������	; ��� ��� ���
���	�� %	�"� ����� >��5���� +���	���	 8�����; 8*����� J7��"����K ��� #�������  �'
+������	; ��� ���� #�*"����+ "�� ����� >��5����  ���� �� � ��; �� �*���� ,�� ���
 ��	������� <�	������� ��� 7�		��� �����	���	 ���� � - �����		 ����

$��������!� �= ���+��+����� ��� .�����������7#�������

alt1w =

∑
p∈P zpw · Bp(w)

cw
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����� <�� alt1w  �������	 ���� "�� ��� >��5���� w ∈ W �� ��� %���� ��� #�*"����'
+�� ��� ���������� ��� >��5����� ��	���	 ����� ��� -�+�� ��� ,��������� #�*	+�� ?�
��	 ���������� ����	 ����,���; ��� %���� ��� #�*"����+�� ��������� ����� ��� -�+�� ���
���������� +� 	�����; � ��� ��� >��5���� ��	 �( #�*	+��;  �� ��� � �����������; ���
 ��  ���� ���� ���� #�*"����+ "�� ������ >��5���� � ��; ���� ���� <�� ���*�	; � 8���
�� "�� �������� �	� ��	 +�� 3��"����� �	��	� ����� #�*	+� 8����� ����	 �����������
��	 ����� #�*"����+ ,�� ( ����������	+	�

����� <�� ,�����	����	 ���� ����� ��� +� ��8�	���� ����� ����	���"	 ��� >��5'
����	���������� =�	 ��� ����������		 �������; �� �� 	 �� ���� ��	� 
���� �" �����
��"���������� ����� �� ������ >��5����; ��	 �� ������ ����; �� 8����� ��� ����������
����� #�	+ ����  ���	�� 8������

����� <�� �	 ��������� ������ 7��	����.

• ��� -�+�� "����� #�*	+�; ��� ����� ����� ��"��	 ������� �����; 8��� ����	 ���	'
�����

• ��� <�� ��	 ����	� � �� ��� ���+����� #�*"����+�� ��� ?�� ���������� ��	 �����
�	�5 ���	�,�� #�*"����+ 5�� ��� ����������		 � ����  ����9����� 8�� �������
���������� ��	 ����� ����������		������;  �� ����	�,�� #�*"����+� -��������� 8*��
"�� ����� �����8������� ��� =�"���	���; ��� ����� ���� ��+�"������ ��	; ���"�����;
� L ����� ��� ,��"�� ��� #�	+ "�� ��� ����� ���������� ��	�

• ��� #�*"����+�� �E���� ��� +���	���	�� ���������� ���� ����	 ������	����� ?�
5�� "�� ����� >��5���� ���� -�+�� ���������� ��	 ���� ����� #�*"����+ ��'
 ��; "�� ��� ���� #�*	+� ,������� ����� =� ��� ��� ��	 ��� ����������		 ����
����;  �� � �E�� ��� <���	���	�� ���� 5����� ����  �������� "�� ��� >��5����
��	��������	; ��	 ��� �������� �	 ?�"��� ,�������������; �� 8��� +��*	+���� ��'
�� ���E�; ����	 ��"���	� 7��"��� ,������� 8*��� ��� 7��"���� �������� 8���
��� ����	  �� ����	�

$��������!� 	= *���� ����� ��7#�������

alt2w =
∑
p∈P

Bp(w)

��� ��� <�� alt2w 8����� �*�	����� #�*"����+�� ��� 7��"���� �"�������	� ?� 8�����
��� ����	 ��� ��� #�*"����+�� ��� >��5����	���������  ����5����	��	; ������� ��� ���
���E� ��� ����	  �"������	�� 7��"��� ��	 ��� �+����� ����� <�� +���	 ���� �����'
����; �" 8����� >��5����� ��� #�*"����+�� 8�� ,��	���	 8�����; 8����� ��� ��������
 ���� 	 ���� ��� 8����� �� ���� 	 ����� -��������� �� 	 �� ��� "�������� 7��	���� +�
 ��*�����.

• ��� <��  ����5����	��	 ��������� ��� 7��"���; ����	  �� �� -��� �	 � #�*	+���
�� ����	 ��� ����	 ��� 6�	�������� +8������ +8�� >��5����� ��	 ������ ��
#�*"����+��;  �� ����� ��	�������������� -�+�� � #�*	+��� ��� )������	 ���
#�*	+� 8��� ����	 ����	 �����	���	; � 8��� ��� ����� ��	����������� ?��9��� �"
��� �������"��� �	�

• ?� 8��� ����	 ���	����; 8������ -�	��� ��� #�*"����+�� ����	�, ��� 8������ ���	�,
��	� 6�  ���	����� +� 5�����; 8�� ���E ��� 7��"��� ��� ������ >��5���� ��	;



�0�

��	 �� 8���	�� +� 8�����; 8��,���� ����	�,� #�*"����+�� ��� >��5����  �5�����
�	� 1�� ����� ����� ��	���������� ���L������ ����������; ��� ���  �	��C�����
>��5���� ����	  ������� 8�����; ����	 �� ����; ������� ,������� ���L������; ���
��� ���  ������� 8�����; ��� ��� ����		�� �� )��5�����+�

$��������!� �= *���� ����� ��7#�������> ������� ���+� $����� ��7���

alt3w =

∑
p∈P Bp(w)

cw

����� )���+�� ��	������	 ��� -�	���	�,� � ��	���	 ����� ��� -�+�� +�� 3��"����� �	�'
������ >��5������*	+�� ������ 8��� ��� ���	� 7��	��� ,�� -�	���	�,� � ������������
��� )���+�� �� 	 I��� 8�����; 8��,���� #�*"����+�� �" L���� >��5������	+ ��	"�'
���; �	���	 ��� �� 3���*�	��� +8������ 7��"��� ��� -��� �	 ��� %�� +���	 ���������
����	 ��� 6�	�������� +8������ 8������ 7��"����� ��	 ����� #�*"����+�� ��� ,�����
7��"����� ��	 ��������� #�*"����+��� ��� +8��	� %�	�	��� 5�� ��������� "�� ���
?�"��� ����� �������� �	� ,��	����"	�� ����; ������ ��� "�� ��� ����� ��� �	���
#�*"����+ ���� ����� ��	�

-��� ���� �� 	 �� L����� �� #�� ��� ��� ���	�,�� #�*"����+��� ?�� >��5���� ��	
����� ���E�� -�+�� ����	�,�� #�*"����+��;  �� � ��"��� ����� ���E�� -�+�� ���	�,��
#�*"����+�� ���*�	 ���� 5����� )���+��; � 8��� 8�������; 8��  �� -�	���	�,� � ���'
���5	; ��� )��5�����+ ���E ��	� ������ #�� ��� 5�� �� L����� �������; ����� ���
��� ����	�,�� #�*"����+�� +�� 1������ ��� )���+�� ������+���� 8������

$��������!� �= *���� ��� ������!�� ��7#�������> ������� ���+� $����� ��7���

alt4w =

∑
p∈P Bp(w) · 1{Bp(w)>0}

cw

��� %���� ��� ����	�,�� #�*"����+�� ��� >��5������	+ ��	 ���� )���+��; ��� ���  ��'
��� 8����	������ ���	�,�� ?�������"	�� ,�� -�	���	�,� � ����	 ���� �"8���	� �����
��� -��8������ ��� #�*"����+�� ��� #�	+ ��	 �� -��� �	 �� ��� )���+�� ��	���������
 ����5����	��	� ����� 1�����*�5��� �" ��� ����	�,�� #�*"����+�� 8��� ,�����������	;
8�� ���E ��� )��5�����+ �� ����� #�	+ ����� >��5����� ��	; 8� ����� ��	�����������
G��8��� �" ��� ?�"����8������������5��	 ����� �������� �	� �� 	�

� ��� �������� �	 	��	+ ����� ���E�� )��5�����+ ��"�������� ���� 5��; �*��	
� ��"��� ,�� ��� #�� ����	��5	�� ���  �	��C���� ����������  ; ��� ���� L����� ����	
���� >��	���� �� ����� )���+�� ��5���������� �*��	� ��  �	���	�  ��������8���� ���
%�	�	��� ,�� +8�� *I��,���	��; ����  ���� 	�� >��5������ >���� ��� OI��,���+ 5��
L���� ���������� ��� ����� ���  ����� >��5�����  �������; �� ��� ����	�� �*���� ��	
��  �� �������; 8��� L���� ���������� "��  ���� >��5����� ������ � #�*"����+ *�E��	�
���� ��	 ����,���; 8��� ������ � >��5���� �"	�� �			 ����	 ��� ��� ���������� ��� ��'
5���	; ��� �� ������ >��5���� ����  ������� 8����;  �� ����	 8��� 1���� >��5�����
8����� ��� ����	 ���� >��	� "�� alt4 ��+�����; � 8��� ��� 7��"��� ���� L ��5	����
�"  ���� >��5����� ,��	���	; � ��� ����������; ��� ����� #�	+ �� ���	�� >��5����
 �5����� �	; +8� ����� ���� ���� ����	�,� #�*"����+ "�� ��� +8��	�� ��*�E��	 �	;
 �� ������ ����	  ������� 5��� ������ ���������� �	��	 ��� ����� ������"��� �����
���		�� ��5	���� ����	 �� >��; � 8��� ��� ���� )���+�� ���� ���������	�
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$��������!� �= *���� ��� ������!�� ��7#������� ��� 2�+�#����)����+������

alt5w =
∑
p∈P

Bp(w) · 1{Bp(w)>0} · (1 − zpw)

��� %���� ��� 7��"���� ���������� ��	 ��� %���� ���� #�*"����+�� ,�� 7��"�'
���� ����� >��5�����; ��� 5����� #�	+ +���	���	  �5����� � ��� ����� )���+�� �� 	
-��5��"	 ��� ��; 8�� ���E ��� ����	  �"������	� 7��"��� ��� ���	 ��� )��5�����+
�� ����� �,��	���� ���+�	��������� #�	+ ��	�

������  ���	�	 ����� �E+�� ����	 ��� ��� �5��	 ����� <�	������� ?�� �����
7��"���� �������� ���� ����	 +8����*���  ����	��; ��� ����� ���������� ��� ��
��� >��5���� 8������� 5�����;  �*���� ,�� ����� ���	������; +���	���	�� >��5�����
��� ��� +��	������ ��8�� ��� OI��,���+���	��5	������ 3�� ���� ��	 ��� ����� 7��"�'
��� �������� ����	 �� L���� ��� ������+���	+�� ��	 �������� ?�"����������	�� "�� ���
�������� �	�

����� �E+�� 8*�� ���� ����,���� ?��*�+��� +� alt1; � alt1 ��� 7��"���� ��'
������ ����� ����	 ��+��	����� ,����� ��� )�� ��	��� +8���� <���� 8*�� L�����
+� 5�����& ��� ��� ������	��� %��	������ ��� >��5����� 8*�� �����8��	; � +� 5�*���
8*��; 8����� �E+�� 3����� ,�� ��� ������ �	�

+���� 6�	���$������ 
�� �$������������� ��� #�2�����	�����

��� ,������������� �	���	�,�� 1�8��	����+���� ���� ���+��� L�8���� ����	 �����'
5�*"	�� �����; �� ��� 1���� 	���	 ��� >��5����� ��"����� ����� ��+��	������ %�8���
��� ,���� ���� #�*"����+�� �� ��� ��� 7��"���� �������� ���� 8���	��� �5	����;
��� L����� "�� ���� ������� ����	 ���������; ����  �� ��� �������	 +� ����� <�� 5��'
 ������� ������ -��� ��� -�+�� ��� "����� #�*	+� 8��� ����	 ���	����; � ��� >��5����
��	 �����	�� ����� ������������*"����+�� 	��	+��� ����� "����� #�	+ � �� 5��;
��� �� �����5����	 ��� ������ �� ���� 5*��� >��	����� ���� �	������ ��� 		�*��'
������ �������5��	�� "�� #�	+,��	���������;  �*���� ,�� ��� 7� �� ����������; ��
������ 1�8��	����+���� �� ����	  ����5����	��	�

��� %��		������� ��	 �� ������	+ +� ��� �����	�� �	���	�,�� 1�8��	����+����
��� ���+��� >��	; ��� ��� B��	��5	����� ��� 7� �� ���������� ��� #�� ����  ���	�	�
?�  ���	�	 ��� ����	 ��� ��� 7��"���� �������� ����� >��5�����; ������� � ��"���;
8����� ��� 7��"���� �"����� ��� B��	��5	����� � �����	 �� ������ >��5���� 8���'
���� 5���	��� 7�� 8��� 		�*������ 7��"���� ,������� ����; ��� ����� +��*	+������
#�	+  ������ 8�����; ��	 ��� %��		������� ��	��������� ����; �����	�� ��	 �� ������
7����

>��	����� ��	 ��� %��		������� �	8� � �� ��� - �*����5��	�� ��� ���������� ���
>��5����� ��	��������� ��� ?� ��9�5	���	 �� ���+���� >��	 ��� �������5��	; ���  ���
?�	�	���� ����� +��*	+������ #�	+�� ����� >��5����� ����� ����� ������ ���������'
	�� ����� 8��	��� �����	*����� ������� 8����� 5�����; ��� 8��	����� +�� 3�� ��������
��� <���"��5	����8��	��  ��	����� ���� ��	 ���� 8���	��; � ���" ��	+	������� ��� ��'
�����	����������� ��� -�����	����  ������� �*��	 ���  ��������8���� ��� +��*	+������
#�	+ ����� >��5����� ��� ���� <�	������ ����� ����������� ��	 ��� #�*"����+ 0 +�;
����� ������ ����� 5��  �� ��� 8��	���� ���������� �" ��� ��� "����� #�	+ ���5��;
��� �� ��	 $  �8��	�	 �	; �� �������	 ��� %��		������� ����� - �*����5��	 8�����

���� ����  ��������"	 � �� F��$H ���� ���� >��5����+�	���������� ��� ,�����	'
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W = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} c = (2, 1, 1, 1, 2, 1, 1)T

P = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} m = (2, 2, 1, 1, 1, 1, 1)T

T = {1, 2, 3, 4}

Q =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ F =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

9 9 3 0 0 0 0
9 9 3 0 0 0 0
0 0 9 3 0 0 0
0 0 0 9 0 3 0
0 0 0 0 0 9 3
0 0 3 0 9 0 0
0 0 3 0 9 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0
1 1 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

F��$H

w → � � ! 0 / � :
p ↓
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� ���� ���. #�*"����+�� ��	 ��	����� <�	������ F)������H ��� %��		��������

����	 8������ ��� �����	�; +� ,���� ���� #�*"����+ �� ������ #�� ��� ��	 ��� >��	 9�
��� ��	���� <�	������ ��	 �� � � ��� ����� )������ �����	���	; +������ ��	 ���
��	�	������� %��		��������� "�� ��� >��5������ >��5���� � �	 ����� %��		�������
,�� 27; ��� ���	 ���	���� � �� ��� �����	�� +� ,���� ����� #�*"����+ ����	� ���� ����	
���; ��� ��� +��*	+������ #�	+ �� >��5���� � 8��	��� 3�� ���������� ��� <�	������
����������� 8����� -�" ����� 8��	���� #�	+ 5���	� +��*���	 ���������� � +���	���	
8������ ���� �����	 ������ 1�8��	��� ,�� ! �" $� ������ 8��� ��� #�	+ �� >��5'
���� ! "���; ��� ���������� !  ������ 5���	� F��	 1�8��	��� $ �			 (H; ��� ��� ���
"���� #�	+ �� >��5���� / 5���	� ����� ���������� �  ����	 8����� F��	 1�8��	��� $
�			 (H� ��� -�����	���� 8���� ��� ���������� / +��*	+���� +� ������ ���	�� #�	+
��� "����� #�	+ �� >��5���� : +�	�����; 8� ��� <���"��5	����8��	 ��� ������ �� !
�����	� ����� 3�� ���������� ���� �� ���� ����	� %	�������� ��� <���"��5	����8��	��
,�� 9 − 3 + 9 + 9 + 3 = 27� =� ��� �	 8���� ��� +��*	+������ #�	+ �� >��5���� � ���
<�"���������	 ,�� ���� ����������� �	�5 ,�� �������

��� %��		������� �������	 ��� �*�	�����; ����� ����� +��*	+������ #�	+ �������� ��
3��	���� 8�����; 8� �� ��� ����� ��� 7� �� ���������� ���� ���� B��	��5	�����  ���'
	�	 8������ ?�  �����	�	 ��� %���� ��� 1�8��	����,�� ���������� L�8���� ��� J���	��
7��"���� �� ��� %������K "�� "���8������� #�*	+�� ?�� ������� ���������� �	��	 I���
�� ����5	�� )��5�����+ +� ����� 8��	����; ��� �� ���  �	��C����� >��5���� 	������
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����	�� %���	 ��	 ����� =�"���	��� ���� ��	+���� +�� 1�8��	��� ��� �������	��	���
��� >��5������

��� >��5����� ��	 "����� #�*	+�� ��	 ��� %��		������� ����� ������ 7���� -���������
5�� ��� ��� ,���  ����	�� >��5���� ����� %��		������� ,�� 7��� � ��; ��� %��	'
	������� ��	 ��� ����	 ������	�� �	8� � �� �� 3����������� ,�� "����� #�*	+�� ���
-��������� ��	 ��� %��		������� ,�� 7��� ����� �� =���5	�� "�� ��	� ������������'
5��	�� �+�������

?�� )��	�5���5	 � %��		������� ��	 ��� �	����; ��� �� ���� �" ��� 3��"��'
 �5��	 ����� +��*	+������ #�	+�� ��� L�8������� >��5�����  �+���	� =� ��� B���	*	
���	 ��  �� ����	 �� ����� +��*	+������ #�	+; ������� �� ��� 3��"�� �5��	 �����
 ����	� ,��������� #�	+��� =�	 ��� >��5���� +�� 1������� ����� ,���  ����	; ��  ��	��	
 �� 5��� 7��"���� ��������; �� ��	 ��� %��		������� ������ 7���; � ��� +��*	+������
#�	+ ����	 �����"��	 ��	� ������� 5�� �� ��� ��� ����; ��� ��� ,��������� #�*	+�
�����	 ��	 ����������� ��	 ����� 1�8��	�����  ����	 ����; �� ��� ���� ����� �
����� ��� ,��������� #�*	+� ��8������������ ��	� -��������� 8��� ��� ������� ��� ����
���	�� �"	��	��; �� ��� ��� ������*	+����� ?���	+ ��� %��		��������� ������ ����	
�� ���� ���	���	 8����

��� ������������ ��� ��	������������ ���� +�� �������5	 F����� - �����		 ��/H
�	 �E����� +�� �����; ��� ��� %��		������� +��*	+���� +� ��� ������� #�*"����+��
��� ��� �" ��� ��5	  ���������� �������� �	� 8�����������	� �� 3�����������
,�� �������� �	�� "�� ����� >��5���� 5�� ��� ��� ������ %��		������� �������;
8� 8������� ��� ��	�� =���5	�� "�� ����� ���������� ��	; ������ >��5���� ����	 ��
�������	��� ��+�8*����� ���� ��	 �	������ ����,���; � ���� ������ ��� ��������'
 �	� ����� �" ��� 5	���� � ,���,������������	�� >��5����� 5��+��	������ ��� ����
5��5���������� �������� �	� "�� ��� ��� ������ �� >��5���� ����	 J�"�*�"��K�

#�� ������ 12��*��

=� ��� ,������ - �����		�� 8���� ��� =��� ����� +8��	�� %	�"� +�� ����� ,�� >��5'
������*	+�� ,����	���	� =� ��� ���	�� %	�"� 8����� ��� #�*	+� ��� �����������  �������
�" ��� ���� ���� #�*"����+�� +���	���	� ����� ���������� 8����� ����� #�*	+�  �'
5��	 ���� ��; 8��	����� 8����� ��� %��		�������� ��� >��5����� "�� ��� ����������
,���C��	����	� =� ��� +8��	�� %	�"� 5����� ����������; ��� ��	 ��� <�	������ ��� ��'
�	�� #��� ����	 +�"������ ����; �������� �	� ������ %��  ��	�� ��� L�8���� +8��
#�*"����+�� +�� ����� �; �� ��� -��8�� ��� +� 	��������� #�*"����+�� 9��E	 �'
 �� ��� =�"���	��� ��� %��		�������� ���; ��� -��5��"	 ��� �� �� 	; 8����� �*�����
��"����,����������� ���� ��� 8����� �� ���� ����	 ����� 1������� �" ��� ������'
�� �	�� 5�� ���� ���� <�	������ ��������	 8�����; ��� �,��	���� �D+���	�� ��	 �� ���
������������� <�	������ ��� ��� <�"���������	 8��	�� �	�����	�

��	+	 �	���	 ���� ��� ����; 8�� ���� ���� ������ �D+���	��� <�	������ ������� 5��
 +8� ��" ��� 8�� ���" �" ���� �� ��	������������ ��� ������	; �� �� ���
+8��	�� %	�"� �����	 8���� ��� J1�8��	���K ����� #�	+��  �+������	 � �� ��� #�*"����+;
��� ��� ���������� "�� ����� >��5������	+ ��*�E��	 �	�

��� ��� <�	������ �� %	�"� +8�� �� 	 �� +8�� ������������ -�	���	�,���

• ��� <�	������ 8���  ������� �" ��� �������� �	�� 5�����		 ���  �������	� ?�
8��� ���� ����; ��	���� ������ ���	���	; ��� �� �*���� ,�� ��� <�	������ �� %	�"�
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���� ��	 ��� �����	��������� 5���� ���	�� "�� �� %	�"� ���� +���	���	� #�*	+�
������ ���������� ��	�*�	� ?��� ������ <�	������ �	���	 �� ��+��� ��	���� ���

• ��� <�	������ ��� +8��	�� %	�"� ��	  �*���� ,�� ��� <�	������ ��� ���	�� %	�'
"� ����	; ��� ��� ���� ������ <�	������ ���� 	 ��	;  �� ��� 5����� ����������
�������	��  �8��	�	� #�*	+� �� �� ��� ���	�� %	�"� +���	���	 8������

��� +8��	� -�	���	�,� �*��	 ���� ��	 G��"� ��� 1����C� ��� #��	�'������+ ������
���5	���������� ?�� -��+������,�5	�� ��	 ������ �� ����� +8��	�� ���	�'������	;
8��� �� 5����� ���������� �������	�� �	���	 ��� ������	��� ����� ���	  ����� �	���	
�� ��� +8��	� PB�$(Q� ��� ������ <8��5� �����	 L����� � ��"��� ��� OI��,���+ ���
-��+������,�5	����; ��� ��� 5��� ���������� �������	��;  �� ��� 5����� ���	  �����
���	���	 8���� ���� ���� ��� 1����C ��� #��	�'?���	��� ,�����	�������

��4������ '5� ��� .�������	������
 x = (x1, . . . , xn) ��� �
�����
������ 	�	�����

����� � ����� �����
 y = (y1, . . . , yn)�  ��� ∀i ∈ {1, . . . , n}xi ≥ yi 	����

#��	�'?���	��� "�����	 ��� ���������; ��� 5��� ���������� �������	�� ���	���	 8���;
 �� ����	 ��	8�������8���� 8��  �� ��� #��	�'������+; ��� �� ����� �� �� ����; ���
���	  ����� ���	���	 8���� =� ������ %��� "�����	 ��� +8��	� -�	���	�,� +�� ?D+���+ �����
<�	������; ��� ����� ������ �� ��� 5	���� ���	���� <�	������ ��� #��	�'?���	��� ��'
8*������	�	; ��� ��� 5��� ���������� +� >��5����� �������	���� 1�8��	����� +���	���	
8����� ��" �� �� ��� 5	���� ���	���� <�	�������

��� 3��	��� ��� ���	�� -�	���	�,� ����	 5�� �� ��� ?�������"	; ��� �� ��+��� ��	�'
��� �������	 8���; �� 8��� ��� ��� ���E	�������� ����	+�"���������	 ���� ����������
�������	� -��������� 8��5	 ���� ��� �������5��	; ���  ����	� +���	���	� #�*	+� 8�����
8���������� 8����� 5�����; ���	�, �" ��� -5+��	�+ ��� -����+�	��5	�� ��� +8��'
	�� ��������� ��� ���� ���	 ��� �������� "�� ����������; ��� ��	 ����� <�	������ ���
���	�� #���  ����	� ���� +�"������ ���� ��� � ��� ��������� ����	 	��������� ����'
	��� ?��� ���	�*������ 3���������	����� ��� <�	������ 8���� ���� ��	8���� ���� ���	�,
�" ��� <�"���������	 ������ ���������� ��8��5�� ���� ���  �� +8�����; ��� �	 � ���
��������� 	���+�������; �� ���� <�	������ ���������8���� 8����� +� ,�� ������� ?�
��	 ���� 8���	��; ��� ��� 7���	'1�	�������� � ��� ��������� 5���� ���	�,�� ������
�	�

?��� 1���������	�	��� ���� ��� ��� ��	�	������� -����+� ��� ���	�� -�	���	�,� ,��'
���	������� 1�	���	�� 8�� ����� ���������� ��	 #�*"����+ $ "�� >��5���� - ��� #�*'
"����+ 0 "�� >��5���� 1� ��� ���	� <�	������ 	���� ��� �� >��5���� 1 ���� >��5���� -
� � ����� %��		������� ,�� 0; 1 ����� %��		������� ,�� ( ��� ��� ���		�� >��5����;
>��5���� 
; � � ����� %��		������� ,�� $� 6� ��� 	��	+��� �� ��� >��5���� -
�����	���	 +� 8�����; 5���	� ������ ���������� ��� #�*"����+�� ,�� >��5���� 1 ��� 

,��	������� � >��5���� 
 ����� ���� ������� %��		������� �	 �� -; 8*�� �� �����'
�� �������; ��� ���� 5�����		 ���� <�	������ ��� �� >��5���� - ���	����� 8���� ���
�"�� ����� ������ ���������� �� >��5���� - �����; � ��� ��� ������ ����������
�� >��5���� - ����  ������ -�	���	�,+�	������ �	 �� ������  �	���	�	� �����������
���  �	���	�	� ���������� 8��� ���; �� ���� <��� +� ���������; �+� ,�����	�	; ��8���
#�*"����+�� �+��� ��; �� ��� �� ��� -�����	���� +�  ����9������ ����� %�	�	���
	��		 �� ��� ��� +8��	�� -�	���	�,� ����	 �"; � ����	 ���"�� ��� ������ ����������
�� >��5���� - �� ����� -�	���	�,8��5���� ��	 ����� �������	���� #�*"����+ +���	���	
8����� 5���	��
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6� -�	���	�,� +8�� ��*+���� +�  ������� ��; ���� +��*���	 "��	�����	 8�����; 8��
"�� ����� ���������� ��� 1�8��	��� ����� <�	������ �������	�� ��	 �� ��� ����� +8��	���

��4������ '5	 ��	���� ��� ��� #��������
 p ∈ P ��� ����
 ����������� � �� ���
��������� %�
������ mp� ��	���� �����  ����
��� � �� ��������	�� A ��� B ���
(
$!�
����� ��� |A| ≥ mp ��� |B| ≥ mp� A ��� B ����� �����	��� ��
���
�� ai �� � bi

��������� �� 7� ���� i��� ������� ��
 ���	� A �� � B�

-�� ����� ��� (
$!�
������	� A �	
�� �
���
���� �� B� ����	�� �! #��������

p�  ���

ai ≥ bi ∀i = 1, . . . , mp

-�� (
$!�
������	� A ����� ��������
������ �
���
���� �� B !�
 #��������
 p�
 ��� �� ��� i ∈ {1, . . . , mp} 	��� ���

ai < bi

6� +8�� <�	�������� ��	������� +� ,����������; 8����� ��� ��� #�*"����+������
��� L�8���� +���	���	�� >��5������*	+� "�� L���� ���������� ��	������� ,����������

��4������ '5� ��	���� ����� � �� %�
�������������	��
������� ��� ���� ����	���� ��
��� (
$!�
����� ��
 #��������
 !�
 ��� %�
������ ����
�������� �'���� )���� ��� 2����
!��������� Bp ��
 #��������
 p ∈ P ��
!�� ���� ����
��������+� -�� ����� ��� ������
�� ��������	 ��� �
���� (
������ �	
�� �
���
���� �� ��� ��� � ����� (
�������  ���
!�
 7���� #��������
 	���� ��� ��� ���	� ��
 (
$!�
����� !�
 ��� %�
�������$��� ��
 �
�
���� ��������	 ����� ���������
 ��� �� ��� ���	� ��
 (
$!�
����� !�
 ��� %�
�������$���
��
 � ����� ��������	�

��� ����� ����������; ��� ������	��� � >��5�����  ������� ���� ��� �� ��� ���	��
%	�"� ! >��5����� ��	 ��� #�*"����+�� {9, 4, 1} +���	���	  �5����� �	;  ����	��
����� �����	�����; ��� L��� <�	������ ��� +8��	�� %	�"� ��� ����� >��5���� ��	 �����
#�*"����+ ,�� $ ��� ����� 8��	���� ��	 ����� #�*"����+ ,�� ������	��� 0 +�8�����
����� ��� <�	������ ��� ���		�� >��5����� ��	 ����	 � ���	������ ��� 5�� ���� ��
��� +8��	�� %	�"� ��+ ��"����  +8� ����"�� 8����� 5���� #�*"����+���	��� ���� ���
>��� �� ��� +8��	�� %	�"� ���� ��� 8��	����; ,���	�� >��5���� +���	���	; �� 8����� ���
� �� ������ #�*"����+ 5���� -������ �����	� 3��������� ��	 {9, 4, 1} 8*�� ��� ����
#�*"����+����� ,�� {9, 9} ����	 �������	��; � ���� ���� #�*"����+����� ,�� {9, 4, 4, 0}�
%������	�� 8*�� ������  ��������8���� ���� #�*"����+����� ,�� {4, 4}�

����� ��� ���	�� ��������� �� ,����� #�	+ �8��	�����; 8�� ������	��� >��5�����
 �����	 8����� ������;  ��� 	 ��� ��	8������ ���&� ���	*	 "�� ��� +8��	� %	�"� ����	���
?� ���� �� ��� +8��	�� %	�"� ������� ������� ����; ����� ���������� 8������ >��5'
����� �� �� ��� ���	�� %	�"� +�+�	�����; ��"��� ��� 1�������� ��� ������	�+�� 8��'
	����� ��"���	 ��	� ����� ��� ���	�� ��� ?���	� ���  ��	�� 1�8��	����� ���*�	 ��
���� ��� <�"���������	 ��� ���������� ��	 ��� ?��� ��� ��� +8��	�� %	�"�;  �5���	
 �� � ��"��� ��� ��	��� ���&� ���	*	 ��� <�	������ ������; ��� ��� J� ������������K
>��5������*	+� ����	 �� �����	 8����� +���	���	 8����� �������

?� ����� ���� ������� 8��	��� �������5��	�� �����; ��� N���	*	 ,�� +8�� #�*"�'
���+������ ��	������� +� ,����������� ����� 8����� �� ��������� 5��+  ������� ��;
+������ ��	 ����� 3��' ��� 7��	������
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*���� )��� ���� ��7#������� 7���	 �� ��� %���� � �� ��� #�*"����+�� �� 1'
��� "�� ����� 3�������� +8���� #�*"����+������; �� ��	�	���� ��� �������� #�� ��'
��  ��� 3�������� ,�� #�*"����+������ ��	�������������� )������	*	� ?�� ����'
������; ��� ������	��� ����� >��5����  ������� ����; �� ��� ���	�� <�	������
 �� +8�� >��5����� ��	 ��� #�*"����+�� {9, 1} +���	���	  �5���	; 5�� �� ���
+8��	�� <�	������ ����	 ���� �" ��� ���� ����� >��5���� +���	���	 8������ ����
8����� ��� 7� �� ���������� +8� ���� ��; L����� ��	 5���� <�	������ +� ��'
��� #�	+ ��	 ����� #�*"����+ ,�� ������	��� 10 ������� F9 ��	 ��� �&����
#�*"����+H�

- ���"� ���C�� 8���� ��; ��������� ��� %���� � �� ��� mp �����	�� #�*"����'
+�� "�� ���������� p �� 1��� +� ������; ��� ��� �� ,���� #�*"����+��; 8�� ���
���������� ��� >��5����� ������	���  ������� ����� ��� 3��	��� ��� #�*"����+'
����� 8*�� ���� �����	� ���&� ���	*	; � ����� ���������� ��	 � +�  �������'
��� >��5����� ��� ����� ���	���� <�	������ ,�� >��5����� ��	 ��� #�*"����+��
{4, 4} ��� ���� ���� )�� ��	��� ,�� >��5����� ��	 #�*"����+�� {9, 1} +���	���	
8����� 5���	�� -��������� ��	 ��� %����"	��5��	 ��� %���� 8�������  �*����
,�� ��� 5��5��	�� >�� ��� #�*"����+8��	�� ?� ���	 ����� 6�	��������; � ��
#�*"����+�� {9, 4, 1} ���� {3, 2, 1} ,���� �� 8����� 5����� ��� 8��  ��	���	�
)�� ��	����� "�� ��� ���������� �� L�5	�, ���"����� 8������ 1�� ��� >�� ���
#�*"����+����� �� 3����������E "�� #�*"����+������ ��	 ���� ��� �������	�
>�� ��� #�*"����+8��	�  �������� 8���	��; �� ��� <�"���������	 ��� ����������
����	 +� ��"*������

������ ��� �+���+������� ��7#������� ?��� 8��	��� �������5��	  ��	��	 ����; ��'
������� ��� ?���	 ��� �������	��	�� #�*"����+�� +�+��������� ?�� ���������� ��	
������	��� +8�� +�  ���������� >��5���� ��� ����� ���	�� <�	������ ,�� >��5'
����� ��	 ��� #�*"����+�� {9, 4, 1}  �5���	 ��� ��� ?���	 ,�� >��5������*	+��
��	 ��� #�*"����+�� {1, 4} "�� ��� +8��	� %	�"� +���������	� ��� ����� ������ 3��'
������8���� ��	 ���� �����	� ���&� ���	*	  ��� ?�������� ��� <�	������ ��� +8��	��
%	�"�; �� ����  �� � ��"��� ��	 ����� ���������� -5+��	�+ ���	��� ��� ����'
������ �������� ?�� ���������� ��	 ��� #�*"����+�� {9, 4, 1} "�� ����� +���	���	��
>��5����� 8��� ���� 8������������ ���� � �� ��� <�	������ ��� >��5����� ��	
��� ����� #�*"����+ 9 "����� ��� �����	��������� ��		*����	 ����; 8��� �� ��
��� +8��	�� %	�"� ��������� >��5����� ��	 ��� #�*"����+�� {4, 1, 1} +���	���	  �'
5���	� ����� #�*"����+����� ��	 ������	�� �� �������	�� +�  �8��	�� ��� 5��
���	 5���� �������� "�� ���� #��	�'?���	��� �����

������ ����� ��7#������� ?���	 ���� #�*"����+��  ����	�	; ��� L���� ����������
�� ��� +8��	�� %	�"� ������	��� � ���� ,���� >��5����� +���8����� 8����� 8�� ��
��� ���	�� %	�"�� ����  ����	�	 L����� ���� ����	��� ?������*�5��� ��� ��	����'
�������� ����; ��� �� �������������� #�� ��� ����	 ,������� 8� ��� ����	���
���&� ���	*	���� �E��  ����	�	�

-�" ���� �" ��� 3�������� �5��	 ,�� #�*"����+������ ��� <�	�������� 5�� ���
 ������� �� 8�����; 8�� ���� #��	�'?���	��� �� ��"���	 ��� ���	 ���� �����+�'
	������ �� ���	�� �+������ ��	�

��4������ '5� ��	���� ��� ��� %�
�������������	��
����� ��� ���� ������� ������
���	� ��� ����	��� $���
� ��� ���� � ���� ��������	 ����
��� �! .�	������ �� ���
�������
 (
$!�
������ ��� ����� ���������
 ��� �� ��� �
���� ������� ��������	�
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Z ∈ {0, 1}pmax×wmax ; zpw = 1 ⇔ ������ p ��	 >��5���� w +��������	

tp ∈ {1, . . . , wmax}wmax ; tpwi
= wj �= wi ⇔ ���������� p

 ��	�	 ����� ��� #�*"����+�� ��� >��5����� wi ��� wj �

STausch(p, w) ∈ R ��	 STausch(p, w) =

{
spw "��� tpw = w
spw′ "��� tpw = w′ ∈ W\{w}

min]s(p, ŝ) ⊂ {1 . . . wmax}; min]s(p, ŝ) = {w ∈ W : spw ≥ ŝ ��� STausch(p, w) ≥ ŝ}
visit]top(p) ⊂ {1 . . . wmax}; | visit]top(p) | = mp; w ∈ visit]top(p) ⇒

(zpw = 1 ��� �w′ : (zpw′ = 1 ��� spw′ > spw ��� w′ /∈ visit]top(p)))

cnt(p, w) ∈ N ��	 cnt(p, w) =| min]s(p, spw) ∩ visit]top(p) |

� ���� ���. R ������	 � �� ��� +��*	+������ �	���	��5	���� ��� ���5	����� "�� ��
��	������������ ��� ��� �������5	�

#�! ��� ������������������ ��� 	�� 1���*����"

��� #�����
��  �+������	 ��� ����� ���� �������� �	�; ��� 5	���� �C�� �����
-��� 8��� ���� ���� ��� G�������	��� ,�� >��5������*	+�� ����	 ����5	 ������ ��
�	����; ������� ��� G���� ��� ����� ��� <�	������������	���� ��"���	; �� ��	 �� ����
�"	 ��� ���; ��� ��� �������� �	 ��� ��� ��"���	 8����� 5��; 8��� ��� ��	���������
��������; 8��	���� -��� �	 ,������	� %� ��� -��� �	 ���� ���� ����	 ��	8�������8��'
�� �" ������ �� >��5�����  �+�����; � ��� ����� 8��	��� ���������� ��� 8��	���
>��5����� ���������E�� 5��� >��	����� 8����� ��� �" ��� ��5	  ���������� �� �'
	� ��� ����������� ������5	 5������+���	; ����� ���� ��� %��		�������� ��	���������
������� -��� ��� �������5	  ��	�	 ��� ��� -��	���� ,�� =�"���	���; ��� +��
<��	���5����� ����� ������� ��	+���� ���� 5���

�� ��	������������ ��� "�� ��� >��5����+�	������ ���� ��� ����	 ������	
8�����; ��� �� +�� ����� ��� ��	���� <�	������ ��	�� 1���	��� ��� ���������; ���'
	���� �*����� ��������	; ��� +�� ������ ���L������ �������� �	� �� ��� #�� ���'
�	������ ��	������	; ��� ���� 5	���� �" ��� �������5	  ������� ��� ���� <�	������
���� #��	�'����	��� ���� ,��������� ��	 ��� 5	���� ���	���� <�	������ ��� ��	 ���� ��
������ %���� ,�� ��� 5	���� ���	����  �*����� <�� �����	��� ��� ��	������������'
 ���� "�� ��� �������5	 8����� ��� "��������; +��*	+������ �	���	��5	����  ���'
	��	� ��� �	���	��5	���� ��� >��5����+�	���������� ���� ���� �" %� 0�  ������� ��;
���� R ������	 ��� ����� %	��5	���� ��	 �E����� �� � � ��� �����	���	�

Z pmax × wmax �	��&; zij ∈ {0, 1}; ��	
zpw = 1 ⇔ ���������� p ��	 >��5���� w +��������	

��� �	��& Z ��	�*�	 ��� 5	���� ���	��� <�	������ ��� >��5����� +� ������������
zpw = 1  ����	�	; ��� ���������� p ��� >��5���� w 5	���� +���	���	 ��	�

tp wmax 3�5	�� "�� ���������� p; tpi ∈ {1, . . . , wmax}; ��	
tpwi

= wj �= wi ⇔ ���������� p  ��	�	 ����� ��� #�*"����+�� ���
>��5����� wi ��� wj �; ���

tpwi
= wi ⇔ )��� �������� �	 ,�� ���������� p "�� >��5���� wi



�/(

��� �������� �	� ���� "�� L���� ���������� p �� ����� 3�5	�� tp 5�����	; ��� "��
L���� >��5���� ����� ?��	�� ��	�*�	� =�	 tp

w = w; �� �� 	 �� 5��� �������� �	 ,��
���������� p "�� >��5���� w� =�	 ������ tp

w = w′ �= w; ��  ��	�	 ���������� p �����
#�*"����+�� "�� ��� >��5����� w ��� w′ +�� ����� �� ����� ���	������ ���	
��� �������� ���	����; ��� "�� L���� >��5���� ��� ��� �������	��� +�������� ��	�
-�����"��� 8*�� �� ����	 ������	��; 8����� #�*"����+ ����� >��5���� +�+������� ��	;
"�� ��� �� +8�� ,����������� �������	��� ��	 ��	�������������� #�*"����+�� �� 	�

STausch(p, w) ∈ R ��	 STausch(p, w) =

{
spw "��� tpw = w
spw′ "��� tpw = w′ ∈ W\{w}

��� #�*"����+"��5	��� STausch �� 	 "�� ����� ���������� +� ����� >��5���� ��	8����
������ ������������� #�*"����+ +����5 ����  �� ��� #�*"����+ ��� �������	����; ��'
"��� ����� �&��	���	� ��� ���5	��� �� 	 ��� ��� #�*"����+�� ��	�� 1����5����	����� ���
�������� �	� ���

min]s(p, ŝ) ⊂ {1 . . . wmax} ��	
min]s(p, ŝ) = {w ∈ W : spw ≥ ŝ ���� STausch(p, w) ≥ ŝ}

��� ���5	��� min]s �� 	 +� ����� ���������� ��� ����� #�*"����+8��	 ��; "�� 8�����
>��5����� ��� ��8*��	� ���������� ������	��� ��� ����� ��� #�*"����+ ���� ����
���E��� ��*�E��	 �	� ���� ���	 ��8��� "�� ��� ������������� #�*"����+ �� ��� "�� ����
+�� ����� ��� �	��� #�*"����+� ��� ���������� p ��� #�*"����+ �( ��	 �� ?��� ���
��� ����� ���� >��5�����; "�� ��� p ���� #�*"����+ ,�� ������	��� �( ����� �� �	
���� "�� ��� p ����� �������	��� ��	 ����� #�*"����+ ,�� ������	��� �(  ����	 �	�
����� ���5	��� ����	 �� G��"�"��5	��� "�� ��� �����	��� ��� 7� �� ����������; ��� ���
���	��5��	 ��� ������� ������ �	������

visit]top(p) ⊂ {1 . . . wmax} ��	 | visit]top(p) | = mp ��� w ∈ visit]top(p) ⇒
(zpw = 1 ��� �w′ : (zpw′ = 1 ��� spw′ > spw ��� w′ /∈ visit]top(p)))

��� B��	��� visit]top �� 	 +� ����� ���������� ��� ��	 ��� �����	�� #�*"����+��  �'
8��	�	��; 5	����  �����	�� >��5����� +����5; ��� +8� �� ,����; 8�� ��� ����������
������	���  ������� ����� ����� ����� ��	 �,��	���� ��������	��; � ������ �� #�*"�'
���+�� "�� ������� >��5����� ,���� �� 8����� 5������ =� ������ ��� ��	 L��� ��������
������ +��*���� ��� �� 8��� +�"*���� ���� ��8*��	; �� �� ��	������������ ��� +� ��'
+������ visit]top ��	 "������� ����	 ��L�5	�,� -�� 1������� ��� ��� ���������� �����	;
��� ������	��� ����� >��5����  ������� ���� ��� �� ��� ���	���� <�	������ +8�� >��5'
����� ��	 L�8���� ������ �� #�*"����+ +���	���	  �5����� �	� visit]top ��	�*�	 ���
��� ����� >��5����; �� ���� L�����  ���� +���	���	�� >��5����� L�8���� +��*�����

cnt(p, w) ∈ N ��	 cnt(p, w) =| min]s(p, spw) ∩ visit]top(p) |
��� ���5	��� cnt(p, w) �� 	 �; 8��,���� >��5����� ��	 ����� #�*"����+ ������ ���� ���'
E�� �� spw  �����	 8����� ������; ���	 ��� #��	�'?���	��� ��8*������	�	 ��	� -��
1������� ��� ��� ���������� p  �	���	�	; ��� �� ��� 5	���� ���	���� <�	������ ��� >��5'
����� -; 1 ��� 
  �����	; 8� �� �� >��5���� - ��	 $  �8��	�	 �	 ��� ��� >��5�����
1 ��� 
 L�8���� ��	 �� ��� ��	 cnt(p, A) = 1; � +�� ?���	��� ��� 1�8��	������,���
����� ����� <�	������ ���������� p ������	��� ����� ��	 ��� #�*"����+ 9  �8��	�	��
>��5���� +���	���	  �5����� ����� >��	����� ��	 cnt(p, B) = cnt(p, C) = 3; � ���
-�+�� ��� ��	 ���������� 1  �8��	�	�� >��5����� ����� ���	����; ����� <�	������
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������ 3 ���� ����� G��� +*��	 ��� ��� >��5���� - ��	; ������ 1�8��	��� ����� p L
����� ��	 �� �� � 8��� visit]top ����	 ��L�5	�, ��	; ��	 ��� ���5	��� cnt ����� ������	��;
��� ���"��	 "�� ��� -  �������� ,�� visit]top ����� � ?��� ����

�� ��	������������ ��� "�� ��� �������5	 ���� 	 ���� ��� "���������E���

�&������
∑

p∈P,w∈W

STausch(p, w) · xpw

��	�� ��� 7� �� ����������
H ��������������+�� "�� >��5����� ����	 � �������		��∑

p∈P

xpw ≤ cw ∀w ∈ W

 H ���������� ��	 �� ��� <��	���	� ��� +���	���	�� >��5����� �
xpw = 0 ∀p∀w(p ∈ P ∧ w ∈ W ∧ ∃t(t ∈ T ∧ fwt = 1 ∧ bpt = 0))

�H )��� ����������  �����	 ���� �� ����� ,�� *I��,���	�� >��5�����∑
w′∈[w]∼Q

xpw′ ≤ 1 ∀p ∈ P, ∀w(w ∈ W ∧ [w]∼Q
∈ W/ ∼Q ∧|[w]∼Q

| > 1)

�H ����� ����������  �����	 ����� ������	�+�� >��5�����∑
w∈W

xpw ≥ mp ∀p ∈ P

�H )��� ����������  �����	 ���� �� ����� >��5���� ��� �������	∑
w∈W :fwt=1

xpw ≤ 1 ∀p ∈ P, ∀t ∈ T

"H ��� <�	������ ��	 ���	�� F#��	�'?���	��� "�� ��� ����������H∑
w′∈min�s(p,spw)

xpw′ ≥ cnt(p, w) ∀p ∈ P, ∀w ∈ visit]top(p)

�H xpw ∈ {0, 1} ∀p ∈ P, ∀w ∈ W

��� 7� �� ���������� H  �� �H ���� ��,��*����	 �� ��� >��5����+�	�������'
��� ��� � �������� F����� F0�0H �" %� 0:H� ��� ���� 7� �� �������� "H �	���	 ���
���	��5��	 ��� ����� <�	������ ������ ��� 5�� ����	 �� 7� �� �������� ��� #��	�'
?���	��� �������� 8������ ��� ������������ ��� ���	��5��	� �������� "H 8���� ��'
8*��	; � ��� 7� �� ���������� ���� �5	���� �������� ?��� ,�� ��� 3�� ��� ��+���	
��� +���� �&5	 ��� �������5��	�� ��� <�	������ +��*��	; ��� "�� ���� ���	��� �����+�'
	������ �� ���� 5������ 1�	���	�� 8��  ��������8���� 8������� ����� ���������� p�
��� ���������; +� ,���� ����� #�*"����+�� ����� {9, 4, 1, 0}; 8� �� L��� #�*"����+ +8��
�� ,���� �� 8����� ��"� ��� ���������� � � "�� ��� >��5����� - ��� 1 L�8����
��� #�*"����+ 9 ,���� ��; "�� ��� >��5����� 
 ��� � L�8���� ��� #�*"����+ 4 ��� "��
��� >��5����� ? ��� � L�8���� ��� #�*"����+ 1� =� ��� 5	���� ���	���� <�	������ ��� ��
+� ��� >��5����� -; ? ��� � +���	���	; ��� ����� ��� #�*"����+�� "�� ��� +���	���	��
>��5����� ��	 ��� {9, 1, 1}� ��� ��	 min]s(p, 9) = {A, B} ��� ����� ���� >��5�����;
��� ���������� p ��	 ������	��� 9  �8��	�	 �	 ��� min]s(p, 1) = {A, B, C, D, E, F}
��� ����� ���� >��5����� ��	 ����� 1�8��	��� ����� p ,�� ������	��� 1� mp ��� ������
3; ��� ����������  �����	 5	���� ��� � ���� ,���� >��5�����; 8�� ��  ������� �����
��� ��	 visit]top(p) = {A, E, F} ���� ��� ����� ��� 5	����  �����	�� >��5������

��� L���� ��� >��5����� �� visit]top(p) ��	�	��	 ���� 7� �� ���������+����.

>��5���� -. xpA + xpB ≥ 1
>��5���� ?. xpA + xpB + xpC + xpD + xpE + xpF ≥ 3
>��5���� �. xpA + xpB + xpC + xpD + xpE + xpF ≥ 3
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��� +8��	� ��� ��� ���		� 7� �� ���������+���� ���� ��������� ����	����; ���� 5��
���� ���  ����� 8��������� 8������ ����� 7� �� ���������� ��+8�����; ��� ��� ����'
������ ������	��� ��� >��5���� ��	 #�*"����+ $ ��� +8�� 8��	��� ��	 ����� #�*"����+
,�� ������	��� �; ���������8����  �� ��� �����; +���	���	 8������ ?���� ��� >��5'
����� - ��� 1 ����  �����	 8����� ��� +��*	+���� +8�� 8��	���;  ���� ��� ��� >��5'
����� -  �� �� >����� ��� ���������� p �� ����� ��� ��+���	�� <�	������ ��� ���
>��5���� - +���	���	 ��� +��*	+���� ���� ��� >��5����� 1 ��� �; ��� �� ��	 $  +8�
0  �8��	�	 �	; �� ��	 ����� <�	������ ����	 �������	�� �� ��� ,������ =� �����	���; ���
��	 ���� ���	����  �����; � ��� ����� ��� 1�8��	����� ���� ,�� {9, 1, 1} �" {9, 9, 4}
,�� �����	� ����� ������������ ��� ���	��5��	��� �� �������� ���� 	 ��� ���� ���
���	���� >��5����5�� ��	������

1��� �������5	��� ��� 8����� ��� #�*"����+�� ��� �������5	� �� ��� �	 ,��'
	����	 �� ��� <���"��5	��� ��� ��	������������ ���� � ��������� ?��� 	 �� ?��� ���
��� ��	������������ ����; ��� ��� �������� �	 +� ����� ��*����	�� <�	������ �����
����������� ��"���	 �	 ����  �� +� ����� O������� ��� #�*"����+  �� ������  ��� �����
<�	������; �� 8��� ���� 		�*������� 3��	������� ��� #�*"����+�� ,���������� ���
��� �������� �	� ������ ����������� 8����� ,�� �������5	 ��	"���	� ��� ��*����'
	� <�	������ 8��� +�� �����; 5	������ <�	������ ��� ���	 +�� ����� �������� ���
���	��5��	 "�� +�5��"	��� �������� �	��

?��� O������� ��� #�*"����+�� ���� O������� ��� <�	������ ���� 	 ����; 8��� ���
���������� �� ����� >��5���� ��	 ��������� #�*"����+ �����	���	 ��	; ��� ��� ������'
�� �	 ��	 ����� 8��	���� >��5���� ��	 ������� #�*"����+ ��� 	� =� ������ ��� 8���
���� ��� <�	������ �����	8������������ ����	 *�����; � ����� <�	������ ��� ����� ����
������� <���"��5	����8��	 ��������� 5��; ����� ��� �����	� #�*"����+ "�� ���  ����	�
+���	���	�� >��5����� ���� ��	 ��� ���; 8��� ��� ���������� ��	 ������ <�	������ ��
����� >��5���� ��������� #�*"����+ ���� +�"������ ��	 ��� ����  �5�*"	���� ����	�; ��'
��� �� ������ >��5���� ���	�*����� ���� ������ #�*"����+ �� ��� ���	��� �� 	� -�"
����� >���� 5�� �� � ��"��� ���� 1�8��	������,�� �������; �� ��� ��  �� +�5��"	�'
��� �����+�	�������� ����	 ���� �� �����	 �� ������ >��5���� ��� �� ����� ������
�����	���	 8����� 5��� %�"��� �� �� ��� �	 +�"������ ��	 ��� <�	������ ��	; ��	 ������
3����	�� 8��������8��	; � ��� ����� #�*"����+�� ��� �� L�5	�,�� 1�8��	����� ���
>��5�����  ����� 8����� �� ���

1��� 3�������� ��� <�	�������� ,�� ��� ��� ����� ����� ���� 	 ���� ��� ��'
��; � ���� "�� ����� ���������� ��	 �������� �������� �	�� ���� �*��	; 8�����
�������� �	� "�� ���� ��*����	� <�	������ ,���	8��	���� 8��� ��� 8����� ����	�
)�� �� ����� <�������� "�����"��� �����; �� 5�� �� ��������� ���  �	��C����
�������� �	� �� ��� ��5	 ��	"����� ��� ����� #�*"����+�� *�����; ��� � �����
�������� �	�  �� �" ��� ��5	  ������� ?� �� 	 ���������� �*���; �� ����� ��
����� <�������� ���	�, ��"����� ��� "�����"��� ,�������� 5��� =� -���������� ��	
���� L����� ����	 ��� ���� �������� �	�  ����9����� ���� <�	������ ���  �*����
,�� ��� #�*"����+�� ��� �������� �	�� ������ ����������; ����� <�������*���
���� �"	 ����	 ����		�� � ������	����� 7���	 L���� �������� �	 ,�� >��5���� - ���
1 �����	 �� ����� >������ ,�� ,����� >��5���� - �� ������ >��5���� 1 F���� ��'
��5���	H� 1��������8���� 5�� ��� ���������� ��� �������� �	  �� ��; �� �� �����
 ��	���	�� >��5���� ����� �����	���	 +� 8�����; ����� ��  ��������8���� ������ >��5'
���� ���� ���������� #�*"����+ �� ,����� �� 	� ?��� ������ O������� ��� #�*"����+��
5�� ���� #�	+,��	������� ��� ���� +�����; ��� ���� ����� >��5����� ��,��,���	�

=� ��� �	 ��	������	 L ��� ��� <�	������ ��� ����� B���� ,�� �������� �	��
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�&5	 ��� ��	����� ?��� ���; �� ���� �� ��� ����	���	 ������ �������� �	�  '
���	�	� ���� ���	 �� %���; ��� �������� �	� ����� ����������� ������ +�  �������;
���� ��� ��� ����� ��"���������� <�	�������*������� "�� ������ ���������� ,�� ��5	
+� ��	"������ ��� ���������� �	 ���� ����� ���� ��� >��; 8��	��� �������� �	�
��	��������� ��� ��� 5	������ <�	������  +��� ��; �� ����� <�	������ ���� 8��	��
+� ,��*������

� ��� ����	 �������	�� �������5	 		�*������ "��5	������	 ��� +�� 3�� ��������
��� <���"��5	����8��	� ��� ��� ����������+�"���������	 "���	; 8��� ���� ����� %���'
�	��� �� "�������� )��	�� : ��+���	� #����� +�� %����	��� 8��� ��� ��� ?��9���
,�� ��� +��*	+������ 7� �� ���������� +�� #��	�'?���	��� �" ��� ��++����� ���'
 �5��	 ����� ��� %�����& ��	������	� <��*���	 ����  �� ���� ��� 5��+ ��� �������5��	
��	������	 8�����; 7� �� ���������� +� ���������; ��� � �� ��� ?���	 ��� 1�8��'
	������,��� ��� ����,�������� ���������� ����� ����� ��� +��*	+���� �&���+�	 ��+���
7�	+8��5�	��5	����  ���	���

+�(�� 1�-��-�
��	��	�� �4� .����
�

��� 7� �� �������� "H ��� ��	������������ ���� "�� ��� �������5	 �	���	 ��� #��'
	�'?���	��� "�� ��� ����,�������� ���������� ������;  ������� �" ��� "�� ��� >��5'
����� ����� ���� #�*"����+��� ���� ������	 L����� 5���� ?���	��� ��8����� <�	�������'
��������"	�� +�; ��� - �*����5��	�� +8������ ,������������ �����������  �����	���
<�� 1������� 8��� ����� ��� 1�������� "H ����	 ������ ���	���	; ��� +8�� �������; ���
�� ��� 5	���� ���	���� <�	������ ��8���� >��5����� ��������  �������; ���� ��� ��
����� ���" �" ������ <�	������ 	��; � ����� �	���� �� ��	������������ ���
����	 "��������	 ��	� ���� 8��� ���� ���� ?�8��	����� ��� ������� 7� �� �������'
��� ,�����������; ��� ����� <���������� ��"���	; ��� ��� ��� ���������� 1����� ,��
>��5����� �� 8��	���� )��	����� "�� ��� #��	�'?���	��� ���"���	�

�+� 8��� +��*���	 ���� OI��,���+���	��� ∼f � �� ��� ����� ��� ���������� P
�������	 ��	 p1 ∼f p2 ⇔ p1 ��� p2 ���� �������� ?�	��������� 8*�� [p]∼f

��� �����
���� ������� ,�� p ���� ��+��������� ��������5	 ��� ������ ���� 
��I�� ,�� p; � ���
������� ,�� p ��� ������� ,��������� �����

��� 7� �� �������� ���� ������ �	�����; ��� <�	�������� ,�� ����������� +� >��5'
�����; �� ��� ������� ���������� ����� 
��I�� +���	���	 ����; ����	��  ��� ��� �+�
�����	 ��; ��� 3�� �� xpw �" 1 "��	+���	+�� "�� ��� ���������� p; ��� +��*���	  �'
���	� �� ��� 5	���� ���	���� <�	������ >��5���� w  ������� F��� zpw = 1H ��� "��
��� �E����� ���	; ��� ������	��� ��� 8��	���� ���������� ��� �������������� [p]∼f

������ �� >��5���� w  �����	� ���� 8��� ����� ��� "������� ������������ ��� �����;
+��*	+������ ������� 7� �� �������� �H ���������	���	.

�H �������  ��� �� �� ��������  �����	�� >��5�����

xpw = 1 ∀p∀w(p ∈ P, w ∈ W, zpw = 1,
∑

p′∈[p]∼f

zp′w ≥ 2) F���(H

��� 7� �� �������� �H ���	���	 ��� ��� ?���	 ��� <�	�������� +� >��5�����; ���
�������� ��	 ������	��� ����� 8��	���� ������  �����	 8������ ?� �����	 � �� 5����
B����; 8�� ���E ��� ��������������� ���� ���� 8������ -�	��� ��� ������� ����� ������
������ �� >��5����  �������� ?� 8��� ��� ��������� 1����� ��� ���� ����������
,�� ���������������  ��� ���E� � ����	��� %���	 5�� ��� ��������� ��� ���
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#��	�'?���	��� ��+���	�� <�	�������� ��8��	��	 8����� �� ��� +��*	+������ )��	�����;
 ������� �" ��+���� ��������	��5	����  ���� ���� ���E� +8������ ������������

?� �� 	 +8�� 8��	��� -�	���	�,��; ��� ���������� 1����� ,�� >��5����� �����
������� �� ��� #�� ����	������ +� ��	��������; ��� �� ��������� 5��+  ������� �� 8��'
���� <��*���	 5�� �� ��� 7� �� �������� �H ���������� �����+����� ��� ,������'
�������; ��� ��������� ��� ���������>��5���� ����� ��"�����	 8���; ���� ���	������
�" ��� 5��5��	�� >��5����� 1������� ��� +8�� ������� �������� ��� >��5���� -;
�� 8��� ��������� ��"�����	; ��� �� L���� �����+�	������ ������	��� ��� ����������
>��5���� "�� �����  ����� ������� �&��	���	; �� 5��  �� ��� ��� ������ �� >��5'
���� - ����� ���� �����	 ��� ���&� ���	*	 ,��������� ��	 ��� 7� �� �������� �H; �	�����	
��������� ������+��	�� ��� )�����&�	*	 ��� #�� ����	������ ����� ���� ���� ,��� ���E���
-�+�� � 3�� ��� ��� 7� �� ����������� 6� ��� 3��������8���� +� +�����; �����	
��� ���	������ ��� ������������ "�� <8������� ,�� ���������

<�� 3���	*����� ��	 �� ���"�����; +��*���	 ,�� ��� "��������; ����	'������� ���	��'
���� ��� ��"����������� 7� �� �������� "�� #�� ,�� �������� ��+������.

∑
w∈W

xpw · xp′w ≥ anz(p, p′) ∀p∀p′(p, p′ ∈ P, p ∼f p′) F����H

8� �� ��� ���5	��� anz(p, p′) ��� -�+�� ��� �� ��� 5	������ <�	������ ,�� p ���
p′ ��������  �����	�� >��5����� ���"��	� ��� %������� ��� %���� 8����� ���
��� ������ �; 8���  ���� ������� ������ �� >��5���� w  �������; 8� �� w  �� ���
 ���� ���� >��5���� ���� 5���

����� 1�������� �*��	 ���� ��	 G��"� ,�� +��*	+������ 3�� ��� ������������� ��� L�'
��� ���������� p, p′ ��� L���� >��5���� w 8��� ���� 8��	��� 3�� �� yp,p′,w �����"���	
��� "�� L���� ���������� 8����� ��� "�������� ,��� 7� �� ���������� ��������	.

�SH -�+�� ��������  �����	�� >��5�����  ��� 	 ����	��∑
w∈W

yp,p′,w ≥ anz(p, p′) ∀p∀p′(p ∈ P, p′ ∈ P, p ∼f p′)

yp,p′,w − xpw ≤ 0
yp,p′,w − xp′w ≤ 0
yp,p′,w − xpw − xp′w + 1 ≥ 0

⎫⎬
⎭ ∀w∀p∀p′(w ∈ W, p ∈ P, p′ ∈ P, p ∼f p′)

��� ��	+	�� ���� 7� �� ���������� ,�� �SH  �������; ��� ��� G��"�,�� �� yp,p′,w
���� ��� ��� >��	 1 �����	; 8��� ��8��� xpw �� ��� xp′w ������ 1 ����� ���
���	��  ����� ������ ���� ������ �"��; ��� ��� G��"�,�� �� ����� ��� 0 ���� ����;
8��� ���� ���  ����� ������ 3�� ��� ��� >��	 0 �����	� ��� ��	+	� ��� ���� 1����'
������ �	���	 ������; ��� ��� G��"�,�� �� 1 ���� ����; 8���  ���� 1��������,�� ���
1 ����� ��� ���	� ��� ,��� 7� �� ���������� ��	 ��� ��� B�"����������� ��� ���������
F����H ��	 G��"� ��� G��"�,�� ���� ����� 3��������8���� �*��	 ���� ��� �" ���E���
������� ,�� �������� ��8��	���� -��������� 8*���	 ��� -�+�� ���  ���	��	�� G��"�,'
�� ��� �&�����	���� �; 8��� ��  ��������8���� "�� ������� ,�� 0 �������� � ��"���
��� ���������� 1����� ����� >��5����� ,�� ��������� � ���� ! ������ ������� ����	��
8���� ��� L��� �������� ���������� ,�� �������� 8��� ��� ��� ������� %	+ ,�� G��"�'
,�� ��� F���� "�� L���� >��5����MH  ���	��	; "�� ������� ��	 n �������� ���� ����
wmax · ∑n

k=2

(
n
k

)
G��"�,�� ���; ��� +��*	+���� ��	�	���� �	������ ��	��������� ,����

7� �� �����������



�//

?��� 8��	��� -�	���	�,� ��	 ��; ��� ���������� >��5���� ����� ��� ������� ��'
��5	 �� ��� ���	��� #�� ����	������ ��� >��5����+�	���������� ���� +� ��	��������� ���
3�� ��� xpw, xp′w, . . . ��� ���������� ����� OI��,���+5���� [p]∼f

8����� ��� "��
L���� >��5���� w +� ����� ���+���� 1��������,�� ��� xpw Fp ��� ��� ����8*��	��;
����*���		�,�� ���������� ��� OI��,���+5���� [p]∼f

H +������ ��"��	; �� ��� ���
���������� ����� �������������� �����	� +� >��5����� +���	���	 8������ ��� ��	����'
������ #�*"����+ �� ��� <���"��5	��� 8���� ����	+	 ����� ��� %���� ��� #�*"����+��
���� ������� "�� ��� ��	����������� >��5����� ��� ��� 7� �� �������� H ��� 1�'
����*�5��� ��� >��5������*	+� ���*�	 ��� ���� 1��������,�� �� ��� ���E� n ��� OI��'
,���+5���� �� �5	��; � ����� ����� >��	 ,�� 1 n #�*	+� �� L�8������� >��5����
 ���	+	 8������ -�E����� ����	� "�� ��� ���	����� #�� ����	������ ��"�����	 8�����;
��� ��� ������� ����� ������ +� ������ �� <��	�� �8����� ���� ��� ������ � �������
-�+�� � >��5�����  ������� ������; ��� ������ ���� ��� ���� ������	���� ����� ���
7� �� ���������� �H; �H ��� �H  ��� �� ���  �� �" ?���	+��� ��� 1��������,�� ���
��,��*����	�

3��	��� ����� ������� ������������ ,�� ��+���� 7�	+8��5�� ��	; ��� ���� �������'
�� <�	������ "�� ��� ������� ,�� ,��������� ���	���	 ��	� ?��� 8��	��� ����� �� ��
��� ��8*��	��; ��	8������� ?�����	����5��	 ��� ������ ��	 ���������; ��� ��� ,������'
������� #�*"����+ ��� ������ ��������� ��� "�� ��� <�	������ ��	� ?�� ����������
����� ������; ��� ����� #�*"����+�� �	 �� ��� ���	������ ��	������� ��� ������ 8��'
�� ���� ����� ������� ��	��������; � ��� ����,������� #�*"����+ 5����� ?����� ����
�� ��� #�� ����	������ ����	; ������� ��������� ��� %���� � �� ��� #�*"����+�� ���
�������� ���� ��	������	  �� 8������������ ��� �� ��� #�&�� +� ��8�	����� %�	�	�'
��; - 8������� ������ ���� ��	8���� ��� ������� ����� ������ ��	�� ���� ,������� ���
������� ��� ���&� ���	*	 ��� <�	������ ��	 8��	����� ���������*�5	; � ��� �������5��	
��� 3��	������ ��� ������� �" ��	������������� >��5����� ����	 ���� ���� �� ��	� ����
5�� ��� ����� ?��9��� �" ��� N���	*	 ��� <�	������ "�� ��� ���	������ ����������
� ��� #�� ����	��������; ���  �� ������� ������������ ��� � ����; 5����� ������
���� ����� � 8������ >��	����� ��	�	���� �� ��� 7� �� ����������	��& >��	� ���'
E�� �� 1� ��� 	�	�� 6���������	*	 ��� �	��& ��	 ���� �� L���� ��� ��� ����	 ����
���� ��; 8� ���� �" ��� #�� ��������� ��8��5	� -��������� ,��5������	 ���� � ��"���
��� #�� ����	������; � ��� ����� ���  ��*��� 3�� ��� ����+���	 8���; 8� 8�������
�� 1���� 2 
�	 3��"����  ������������ 5���

#�# ���������������

=� ������ )��	�� 8��� ��� �������5	 �� +8��	� ��	����������	�"� "�� �� >��5'
����+�	���������� ��� ,�����	���	� %����	�����	����� -��A��� ��� ����	����� #�� ����
+����� +��*���	; ��� ���� <�	������  ������� �" ��� ��+���� ��	���� ����	 ����+'
5���	� �� ���� 5��; ,�������� � ��	 ��� 6�,����� �5��	 ,�� -����+5���	� ���	*	
��� %	 ���	*	 �� ��� ��� 7	���� =�	��� �	����� #������ ?� 5�� ��� "�� �����
���������� ,��	����"	 ����; ��8��� #�*"����+�� �+��� ��; �� ����� �����	������� <�'
	������ +� ,�� ������� ����� -����+��� ���	�5 5�� L����� +� �����	�� 6�+�"���������	
��	 ��� <�	����������� ��� "�����; ��8�� ,�� �	�	������ ��������� �� ��� ������
������������ 3����������� �������5��	�� ��� #�*"����+�� �� 8����� ���5�	���	 ���
�� G�� ���5 �" ���� -��8��5����� �" ��� -����+5���	� ���	*	 ��	������	� ��� 3���'
 � ����� "��	�� ����� ,�� #�*"����+8��	��; ��� ��� ������� >��	� ��	��	�� 5�����;



�/�

������	 ��� ����	�� 3��	���� +�  ��	��; ����� 3���	� ����	 ��� �� ������ -� ��	 -�'
8�������

-����+��� ����; - �*����5��	�� ��� #�*"����+�� ��	���������; ��+��� �������'
�	��5	���� ��8�� ���� ��	����� #�*"����+�� �  �������� ��� 7�	+�� ����� +8��	��
��	����������	�"� +�� ���	�*������� ����� ��� ����� ���� #�*"����+��� ����� �5'
	���� � �� ��������; ��� ��� 8���� "�������� =�"���	��� �� ��� #�*"����+�� ���
���	� <�	��������	�"� ����	 ��5�������� � ����; ������� ���	 ��� 1�5��	� � ��� <�'
	����������� ������  �8��	�	 8����� 5������ 6� �� ?��� ��� ����� <�	������ �������	
� ��� ���������� +� 5������+�����; 8����� ,����������� -�	���	�,�� ����� ��"���'
	�,�� 1�8��	����+�� ��	������	� ����� <�� ���� +� L���� >��5���� -��5��"	 ��� ��
�� ��; � ��� ����� �� ������ >��5���� ?�"����������	�� �	� ���� �*��	 ,�� ��� 1�'
8��	����� ��� +���	���	�� ���������� ��� ,�� 7��"���� ��������  � 3�����������
-�	���	�,�� 8����� ,����������� ��� ���5�	���	; � �� ��8���	 ���� ��� ?���	+ ���
%��		�������� ��� >��5����� �� � ,��	����"	��	���

���	 �� ?��� ��� ����� ����� <�	������ ,�� ���� ����������� 5+��	���	 8���;
8��� ��� ?�������"	 ��� #��	�'?���	��� ��"�����	; ��� ��� %������	���	������ ���+��'
��� ���������� ,��������� ��	 ��� 5	���� ���	���� <�	������ ��������E	� ��� ?�������"	
��� #��	�'?D+���+ ��	 �������� "�� ��� 1�8��	��� ,�� -���5	����� ,�� ���E�� 1����'
	���; ���  ���	; ��� �� 5���� -����+� +�� ���	�*������� �����5	��� ����� -���5	���
����� ���+���� ���������� �� 	� ?� 8��� ���� "��	�����	; 8��  ��� >��5����+�	��'
�������� ��� ���� <�	������ "�� ����� ���������� �� �������	�� �+������ ��	 �� ��'
�� ������ ?��� ���� <�	������ 8��� �� ���	�� ��������; 8��� ��� ��� �� �������	�
#��	�'?���	��� ��"���	� ��� #��	�'?���	��� 8��� ����� �� G��+�"���� ����� �����
������� 7� �� �������� ���������	���	 ��� �� �����	������� ��	������������ ��� "��
��� �������5	 8���  ������� ���

6� ��� #��	�'?���	��� �" ��+��� �������; ��� ��� ���������� 1����� ,��
>��5����� 8�������; +� ��8��	���; 8��� ���� 8��	���; ��	����� 7� �� �������� ,����'
�������� G��� �� 8����� ,����������� 5��5��	� 6���	+�����������5��	�� �� ��	����'
�������� ��� ,�����	���	; ��� ���� �� 1�+�� �" �� ����� ?��� ��� ��� ��� %	��������
��� )�����&�	*	 ��� ���E� ��� #�� ���� ��	�����������



������ +
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������ )��	��  ������� 	 ��� ?��� ����� ��� %����	�����; ��� ,�����	������ ������; ���
��� �������5	; 8�� �� �� ,������������ )��	�� � �������	 8����; +�� ����� "��5'
	������	; ���� ��� �*����� 		�*������ �			 ����� 5�����; ��� +�� ������ %��� ��'
�� 	; ���� ��� ����� ��� �������5	 ��� <�	������ ,�� �����	 ��� ��� <�"���������	
��� ���������� �����	 8����� 5���

%�������	 8����� +8�� ��� �����	�� ��������� %�	�	�����; ��� ����� �������5	
�� %���	 ��� ���������� 8��������8��	 ������ <�� ����� 8���� �� 3�������'
���� ,��  ��5���	�� FJ��	����KH ����������� ��������	; ���� ,�� �����������; ��� ����
,�� ��� ����� ���	�+����� ��� >��5����� ��*"�������; ��� 5����� ��+� ����� 1���� 	'
���	���� "�� ��� ���� �"8������ <�� ������ 8���� �� 3����������� ,�� �����'
��� ��������	; ��� <8�������� ,�� �����������; ��� ������ �� >��5�����  �������
����	��; ��� �� ��� ,������������; +���	���	�� >��5����� ����� ���	�*������ �*�����
��������� ����	���

��� %����	�����  ������ �" ��� �� - �����		 ��/ �" %� �/� �������	�� ��	����'
�������� ���� 6� �E����� ��� -��8��5����� ��� �� - �����		 ��/�� ,�������������;
+��*	+������ 7� �� ���������� "�� ��� #��	�'?���	��� ,�� �������� +� ��	��������;
8���� ��� %����	��� ��� �������5	� "�� ������� ����� ���� ��� ����� ��	 ��� +�'
�*	+������ 7� �� �������� �H F����� F���(HH �������"���	� ����� ���	���	 ��� 3�� ��� 
,�� �������� �� ��������  �����	�� >��5������ ��� 3��8������ ��� �������5	�
���� ����� +��*	+����� 7� �� ��������  ���	 +8� � �� ��� ��"��; ��� ������� ��
��������  �����	�� >��5����� 8����� ��	"���	 8�����; �	 ��������� ��� 3��	���;
��� ��� %	��5	�� ��� ��������������� ����	 �&���+�	  �5��	 ���� ����; � ��� �� ���
#�� ����	������ ����	 ����5	 ������	� =� ��5	������ ?���	+ 5�� ����	 ����� �,��
��������� 8�����; ��� ��� ��	������� ��+���� ������� ���� �D+���� �� ������ +�
��5����� �� �� 8������ ��� �������5	  ��	�	 ��� �������5��	 ��� ,�����5	�� B���'
������� ������� #�*"����+��; � �������� �	� ����	  �������	 8����� �������

=� ���	�� - �����		 8����� ��� #���	�� ���*�	��	; ��� ��� "�� ��� %����	�����
��������	�� >��5����+�	���������� ����� +� ������ ������� -�������E��� 8��� "�� L���
%����	��� ���*�	��	; �� 8������ >���� �������� �	� ��������	 8�����; ��"���	 ,�� ���
?��� ������ ��� ��� -��A�� ��� L�8������� %����	����

�/:
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'�� +��"���� ���������������� ��� 	�� (��������

���  ���� %����	����� 8����� >��5����+�	���������� ���� ��	 ��� "�������� #�'
��	��� ��������	.

�� �'4 <��	���	�

�� !('�( >��5�����

!� /'�/ ���������� ��� >��5����

0� ����� ����������  �����	 ������	��� �'! >��5������

/� ��� >��5������*	+� ���� +� ����� -�	��� ,�� (�: ������	�	�

�� ��� ���������� ���� �� ���� <��	���	� �8������

:� ��� >������������5��	�� "�� ����� >��5����; ���� OI��,���+5���� +�  �����;
���� $;!U "�� ���� �'�� )����; �U "�� ���� !'�� )���� ��� (��U "�� ���� 0'��
)�����

4� ?�� >��5����  ����	 +8������ � ��� �√tmax� <��	���	��
$� ��� #�*"����+�� ���� {26, 19, 14, 10, 0,−14,−26}; 8� �� 0 ��� %	������*"����+

��	�

�(� ����� ���������� ,���� 	 L��� #�*"����+ "�� +8�� >��5������ >��5����� �����
OI��,���+5���� 5����� ��	������������� #�*"����+��  �5������

����� #���	�� 8����� ��8*��	; � ��� +�� ���� ��� 3���*�	������ �� ���  �����  �'
5��	��; ��5	������ #�� ����	�������� ��	��������� <�� ������ 8����� ����� �����
#���	��; 8�� ��� ����������� ?��� ����� �� - �����		 0�/ +�����; +�� ����� ��� 8�����
����� �� #�� ���� ��+���	; ��� +�� ������ ��	 ��� ���E	��� ��� ��+���	�� #�� ����
��	 ��� %�����& ��++���� ��� �� ���� ��	 8����	����; � ��� ,��8����	� %�"	8��

#�?@ "�� �������� ��	 ��� 1���� 2 
�	 3��"���� ��� %��		�������� ��� >��5'
����� ����	 ���� 	; ������� ��� "�� ��++����� �������� ��	 ��� %�����& 3��"�����
���� ��	 ��� %����	��� �" #�� ����  �����*�5	; ��� ����; ��� �������5	��� ����
��������������; ��	 ��� %�����& ��++���� ����� ������ >���	�� �"�� ��	 ��� ��������
��� �&���� -�+�� ,�� 4 <��	���	�� =� ��� �	 ��� �� ��� %����	����� ����� -�	���
�����8��	���� �������� ,�� ��������� 0U; ����  �	��C	 ����	 ��� ��� ���	���� <�	�������'
��� ����; ������� � ��"��� ��� �������5	��� ����� =� ��������� � ,�� �(( �*���� 8�
��� ���	���� #�� ��� ��++���� ��� �;  �� ����� ��� ���� "�������� �������5	'
��� ���� ����	� ��� ��� ��������	�� �*��� 5�� �� �� -���������� ��� �,�� ����'
���; ��� ��� �������5	��� ���� ��� � ����; ��"��� ��� ���	���� <�	���������� ����
��++���� ��� � �����

<�� �����"������ ��� %����	��� ���� �� ���� +8�� ,����������� �������5��	�� ���
?��� ��	��� ��� �������� �	� �� �� <�	���������� ���� <�� ����� 5�� �� "��
�*�	����� ���������� ��� �������� �	� ������+��	�� ���������� ��� ���� ��� ���+����
<�	���������� ��� ���	�����; ����� ��� ��8��	��; "�� 8����� ���������� ��� ��"������'
���� ����� �			 ��"����� �	� ���� ��	���*��� L����� ����	 ��� G���������8����
�� ��� #�&��;  �� ��� ���������� ��"��	 ��� - � � ����� �������� �	�� 8�����



�/$

����	��; � ���� ����� <�	������ *����� �*��	� ����	� ��� ����������  ��������8����
+� ����� >��5���� 8�������; ��� ���� "���� #�*	+� �	; �� 5�� ������ >����� ��"��	
��"���	 8�����; �� ��	 ����	 ����,���; ��� <�	������ ��� L���� ����� �������� �	
+� 8���������� ��� +� � �����"��; 8����� �������� �	� ��"���	 8����� 5���	�� ���
8����� ����	� ��� ����	 ��"���	�� �������� �	�  ��� �� �" ��� ��5	 ����	�� ���
5����� ���� +������ ��	 8��	����;  ���� ���� -��� �	�� ��*	�� ��"������

-�� ������ ����� ���� ��� ��� -��"�������+��	�� ,�� 1����	���; ��� +�� �������'
���� ����� ��	����� ������ 		�*������  ���	��	 8������ >��� �������� �	� � ��
���� >� �����		�	���� ������� �� 8�����; �� ���� ��� L���� ����� ?��� � ��"��	 ����
���� <�	������  �������	 8�����; ��� ��� �������5��	 ����� �����;  ������� <�	������
� �����"	� -�� ������ ����� ��	 ��� ������ ��� ��	������������ ���� ������� ���
<��	 ����� >� �"��� ��	������	 8������

1�� ��� %����	����� 8���� ����� ��� ���+����� �������� �	 ��������	; ������
��� ��5	 ���+���"��	 ��� ��� ��� <�	������ ��������	� �������� �	�; ��� �����
��� ���� <�	������ ��"���	 8�����; 8����� ,�� ��5	 �������	; ��� ���	������ -���'
 �	�  ��� �� ����	��� ��� ?��� �����  �� ��� - ��5���	�� +����� �"; 8����� -�+��
,�� -��� �	�� ��"��	  �� ��� �+� ��������� <�	������ ��"���	 8����� 5���	�� ��� 8��'
��� ������ +� ����� ��*	���� <��	���5	 ��	�� ������ ��5	,���*�	������ ��������	
8������

'�� -���"���� 1���������

=� 1�+�� �" ��� -�	���  ��5���	�� ���������� � ��� ����	+�� ��� ���������� �
����� >��5����,����	�	��� 5���	�� ���� 5���� ��5	������ 1�� ��	����� �����	
8������ 1������� �" ��� 6�	����������� �� ��� ��	��	�� 8����; 8��  ����	� �� - '
�����		 /�� F����� %� $�H  �������	; ���� ,�� ����� -�	��� ,�� !(U  ��5���	�� ����'
������ ���������� � ���� ����� <�� ��	 ��� �� ��� #�&�� +�  �� ��	����� -�	���
		�*������ ���5	; 8��� � ������ %	���� ����	 ��	������	� �� 5�� L����� �,�� ��'
�����; ��� ���� 3��*������� ��� -�	���� ,��  ��5���	�� ����������� ��� ?��� �����
��� %����	��� ����	 �����	�� *����� 8������

?��  ��5���	�� ���������� �	�� 	 ����; >��5����� +�  �������; ��� ,�� ���
���� �������� 8�����; ��� ����� �������� 1���� 	���	���� � �� ��� �,	�� ����	 ,���
 ����	 ����� ���� ���� "������� ���L������ >��5����� ��	 ����� ��������  +8� ����8��'
	���� %��		�������� ���  ��5���	�� ���������� 8����� �� ��� ����������� +�"*����
��8*��	� ?� �� 	 5���� 1����������	�� ���  ��5���	�� ����������  �+������ ��� #�*"�'
���+�� ���� ����	���� 1���������� ��� ��������	�� #�� ����	������; � �� ����	 �,��
������� 5��; ���  ������ >����� � �� ��� 1���� 	���	 ,�� >��5����� ,������� ��	�

-�����	���� 0 +���	 �� ����� 3�������  �� ��� %����	��� ���  ��5���	�� ����'
������� =� L���� B���� 8��� ��� �*���	�;  ��5���	� ���������� �� ��� ���	� ���L������
����  �������� �������� �	� ��8*��	� ��� ������ ���������� 8���  ��	���	; � ��
����,���� ������������5��	�� �� 	� >����� 5���� ��"�����; �� ���5	 ���� ��� -�����	�'
��� ������ ���������� "�� ��� �*���	� B����; � ����� "������� �*����� ��� ����
<�	�������� ����,���� �������	��� +� ����� ��*	���� <��	���5	 ��	�	���� 5������
��� L���� ���������� 8��� ��������� �����	��� ����� ��� �������� �	 ��������	�
)�� "�� ��� ���	������ ���������� 5��� 8��	���� �������� �	 ��������	 8�����; ��
	��������	 ��� %����	����



��(

$���������� � %����	��� ,��  ��5���	�� �����������
�� ?��� �. ��	���� .W ���	� ���  ��5���	�� ����������^
�� ,� .W ��		����� %��		������� � �� ��� >��5�����^
�� 	����]��"����� .W �-�%?^
�� �	���]��	���� .W ����� �����^
�� ����� F��	���� ����	 ����H ��� F��	 	����]��"�����H ��
�� � .W 8*��� ��� ������ ��� ���	�� ���������� �� ��	����^
�� ������� .W +���	���	� >��5����� "�� �;  �	������ ���	���	 ��� %��		�������^
�� �����	�� .W ����	 +���	���	� >��5����� "�� � ��	 ����	�,�� #�*"����+; ��	 �����

%��		������� < ,�; �"�	������ ���	���	 ��� %��		�������;  �	������ ���
#�*"����+^

�� 	����]��] �]"���� .W �B6?^
��� ����� 	����]��] �]"���� 67� ������� ��	 ����	 ���� ��
��� 8� .W 8*��� ��� ������ ��� ���	�� >��5���� �� �������^
��� ��� .W 8*��� ��� ������ ��� ���	�� >��5���� �� �����	��; ��� ,�� ���

+��	������ 7� �� ���������� ��� ������� 8*��^
��� �# ��� ��"����� ��� ���"F���H _ ���"F8�H ����
��� �# F��F���H W ( 67� ��F8�H > (H ��?B F��F8�H \ ��F���H > �H ����
��� "��� ����� 8� ����� ��� �� ��� ��5	^
��� 	����]��"����� .W �B6?^
��� ����
��� 	����]��] �]"���� .W �-�%?^
��� ��� �#
��� ��� �# ^
��� ��� �����^
��� �# ��	 	����]��"����� ����
��� "��� � � �	���]��	���� �^
��� ��� �#
��� ��� �����^
��� �# 	����]��"����� ����
��� TT <�	���������� ��� 8��� ��������	 ��� �����	; ���� 8��	��� B���� "���	
��� ������ ��	���� ��� �	���]��	����^
��� ����
��� TT �� ������ ��� ��	 ��	���� ����; 5���� 8��	���� ������������5��	��
��� ������ "��	��^
��� ��� �#



���

<�� ������ ����� �����5����	�� 8��� +��*���	 ������	; 8����� >��5����� ���'
��� ���������� 5	���� +���8�����  �5����� �	� -�� �������� �����5����	�� 8��'
��� ���L������ >��5����� ����5	���	; ����� %��		������� 5������ ��	 �� ��� ����������		'
����� %��		������� � �� ��� >��5�����; "�� ��� ��� ���������� ���� ����	�,� #�*"����+
��*�E��	 �	 ��� ����� ��� ���������� ����	 +���	���	 ��	�

?� 8��� ��� ��� +���	���	� >��5���� ��	 ��� �����	�� %��		������� ,��������� ��	
��� �����5����	�� ��	 ��� ��������	�� %��		������� ���; "��� �� �,�� �������
�� 	; ��	 ��� �����	�� #�*"����+ ��	�� ������� ���� ��	 ��� ,���,������������	� ���
��*"�����	��	� >��5���� "�� ������ ����������� ��� ����� ���	 +�� ����� ��� ���
%���; 8���

• ��� #�*"����+ ��� �����5����	�� ��������� ��	 �� ��� #�*"����+ ��� +���	���	��
>��5�����; ���� �����	�� �*		� ��� -�����	���� ��� ����������  ����	� �� ���
�����5����	�� �����	���	; 8��� �� ������� ��8���� 8*��;

• ��� %��		������� ��� +���	���	�� >��5����� ���E�� �� 7��� ��	 F���� ����	 8*��
������ >��5����  ����	� 5+��	 �� "�� ��� ���������� ��� 5��� ����� 8*��
��	��H

• ��� ��� %��		������� ��� �����5���	�� ��	8���� 7��� ��	 ���� ����������
5������ �� ��� %��		������� ��� +���	���	�� >��5������ ��� %��		������� ���
�����5����	�� 8��� � �� �� ���������� 5������ ��������; 8��� �� ����'
�	��� �� �� ���� ��	 8�� ��� %��		������� ��� 5	���� +���	���	�� >��5������
>��	����� ��	 �� � ��"��� 5������ �� ��� ����������		����� %��		������� � �� ���
>��5������ ?�� �����,������ ���� ��� ������� ���� ��8���  �+���� �" ���
���+����� +���	���	�� >��5����� �� ��� �" ��� ����� ��� � ����� >��5������

�� 5���	� ������	�����; ��� �����5����	�� ��� ��� %��� �����; 8���
����� %��		������� ������ 7��� ��	; � L���� >��5���� ��	 ����� %��		������� ���E��
�� 7���; ��� 8��� �� ������ ��	;  ����	�	; ��� ��� >��5���� �� L���� ��� ,���  ����	
��	; 8� ���  ��5���	�� ����������  ������5�� 5���	�� -���������	� +���	 ��� �����
%��		������� ������ �� ����� ��������� ,�� ����� ���E�� ���������� =�	������ �
������ >��5���� ��� ��� ����  ������	�� ����	�5� ?� 5�� ��� ������� 		�5	�,
"�� ����� ���������� ����; �� ����� >��5���� ��	 ����� �������� ����	�,�� %��		�������
8������� +� 8�����; ��� 8��� ������ ,���  ����	 ��	� ���� 8�����  ���� �������5��	��
+��������; 8� �� �	������ >��5����� ��	 ����� ����8��	���� %��		������� ,�������
�� �������	��� �� ���� 5������

>��	����� ���� �� �������	��� ��� ���L������ >��5����� ����5	���	 8�����; "��
��� ��� ����������  ����	� ���� ����	�,� #�*"����+ ��*�E��	 �	� �� 5�� ����	 �,��
�������; ��� ���  ��5���	�� ����������  ����	 8*��; �� ����� >��5���� +� 8�������;
"�� ��� ��  ������ 5���� ���� ���� ���	�,� #�*"����+ ��*�E��	 �	; ��� ����� �	�5��
?��9��� ��� 1���� 	���	 ��� >��5�����; ��� �� ���  ������ #�*"����+�� 5�����		 � ��'
����	; ��	 �� -���������� ����	 +� ��8�	�� ��� 8��� ���� "�� ����� %����	��� ����	
,��������	+	� ��� ���������; ��� �������	��� ��� ������ >��5����� ��	 ����	�,��
#�*"����+ ���� 5�����; ,�����*�"	 ��� 1���������� "�� ��� %����	���; ��� ��� ���� ����
��	��� %����5� "�� �� +� ��8�	���� ?��� ��� ���"��	� ������; ��� �� ��� #�&�� ���
���� ���� ����� ���������� ����� �������	��� �� ��� >��5����� ��	 ����	'����	�,��
#�*"����+ 8*���� 5���	�; 5�� ���� ��� ?�"����I��	� 8��	�� ,�� �������

��� -�����	���� 	��������	; � �� L���� B���� ��	8���� ��� �������� �	 ��������	
8���; 8� ��� -�+�� ��� ���� +�  �	���	����� ���������� �� ����� ,��������	; ����



���

n ��"' ��*' � ' 5��� Y��	 Y8� %#( %#( 3��*� 3��*� 3��*���
tmax ��	 	�� ��� ��� ,�� �� %#( ∅%# � L�,��
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� ���� :��. <������"����� ��� %����	�������� ����� "��  ��5���	�� ����������

�� 8��� 5���� ��������	; ��� 	��������	 ��� -�����	���� ��"��	� ������; ��� L����
���������� �����	��� ����� -��� �	� �" ��� �������5	 ����	���	; 8����� <A5���
,���������

<��� 6�	�-����� �4� �-	�0����� )���������

��� ������ ?��� ����� ��� %����	��� ���� �� -������& - �"��"���	; ����� � ��'
��� -��  �� -�:� � � :�� �� 	 ���� <������"����� ��� ?��� ����� 8������ ��� ?��� '
����� ���� ��	����	 ��� -�+�� ��� <��	���	� ��� ��������	�� >��5����+�	���������� ��'
�� �"��"���	� ��� <��	���	� 8�����  ����	� �� ��� 8���	���� �5	�� "�� ��� %��8��� ���
��� �5��	 ��� #�� ���� ����	��+���	 F����� - �����		 0�/H� ?��� �������� ��� <��	���	�
���	 ����	 �; � ��� ?�"��� ��� �������5	� ,�� ��� #�� ������8���  �*���� +�
���� ������	� ��� >��	� �� � � :�� ���� ����������		�8��	� � �� ��� ?��+������ �����;
��	����	 ��� <��	���	�� ��� -�+�� ��� ��� <��	���	 ��������	�� #�� ���� ��	 � ��"���
�"��"���	� -�" ��� ���	������ ��� %	���� 8������� 8���� ��� R ������	����5��	
�� �� ,��+���	�	� ��� 1����	����� ��� �� � � :�� �����	���	�� >��	� ���� 8�� "���	.

n= -�+�� ��� ��������	�� #�� ���� ��	 ��	����������� tmax�

��#���H��7���H)����= -�	��� ��� �������� �	�; ��� ��"��	T��*	��T�� ����	 ��"���	
8�����; � ��� ����	+�� ��� >��5�����; "�� ��� ��� �������	��� ������	
8�����

���� .��5= -�	��� ��� >��5�����; "�� ��� 5��� �������	��� ��"����� 8���� F �*�'
��� ,�� ��� %��		���������; +��	������ B��	��5	����� �	��H; � ��� ����	+�� ���
>��5�����; "�� ��� ��� �������	��� ������	 8����� ��� %���� ��� ,��� %��	��
J��"��	K; J��*	��K; J� ���K ��� J5��� �����K ���� 	 "������� ��

I���HI��= - ����	� -�+�� ���  ��5���	�� F��	����H ����������  +8� ��� ,��
�����  �����	�� >��5������

*�9 !�5H��5= -�	��� ��� >��5����� ��	 %��		������� ( � ��� ����	+�� ��� >��5'
����� ���  ��5���	�� ���������� ,��  +8� ��� ��� �*�������

���75 *�9 .  ����	� 3��*������� ��� -�+�� � >��5����� ���  ��5���	�� �������'
��� ��	 %��		������� (�



��!

���75 ∅ *�= -�	������ 3��*������� ��� ����������		������ %��		��������� � �� ���
>��5����� ���  ��5���	�� ���������� F��� >��	 ,�� (�/(  ���	; ��� ��� �����'
�����		����� %��		������� � �� ��� >��5����� ���  ��5���	�� ���������� �����
��� �*����� �� ��� G*�"	� ,��������	 8�����H�

���75 ��E5!��5= - ����	� 3��*������� ��� <���"��5	����8��	�� � ?��� ��� �����'
����; ,��������� ��	 ��� <���"��5	����8��	 ,�� ��� ���������� ��� ���	� >��	
+���	 ��� <�8��� ��� #�*"����+����� � �� ��� ����������; ��� >��	 �� )��'
���� ��	 ���  ����	� 3��*������� ��� <���"��5	����8��	�� � �� ��� ����	  ��'
5���	�� ����������; ��� ��� 5���� ������� �������� �	�  ���� �� � ���

��� ?��� ����� +����� �� ��� ,��� %��	�� J��"��	K  �� J5��� ��K +��*���	; 8��,����
�������� �	� ��������	 ��� 8��,���� �,�� 8�� ��"���	 8����� 5���	��� ?	8 �� ���
G*�"	� ��� �*��� ,�� >��5����� ��	 ����� ����� %��		������� 5���	� ��� �������	'
��� ��"����� ��� ��� ����� ��� ��"��	 ��"���	 8������ 1�� 8��	���� �/U 8���� ��
�������� �	 +� ����� ��*	���� <��	���5	; ��� ��� G��+�5����� ������ �����'
��� �	�; ��"���	� �!U ��� �������� �	� 8����� ����	 ��"���	; ,�� ��� �� ���  �� +��
%������ �" ��� �������5	� -�E����� 5���	� "�� ��� ��	�� ���"	�� ��� >��5�����
��	 ����� %��		��������� 5��� �������� �������	��� ��"����� 8������ ���� ��	 +��
����� ������  �����	; ��� ��� ���������� 5���� ����	�,�� #�*"����+�� "�� ����� >��5'
���� ��	 ����� ���������� ��������� %��		������� ,���� �� �	; ��� +�� ������
����� ��� B��	��5	����� ��� 7� �� ����������� =�� �������� ���� ��� �������	���
+��	���� �� ��� ���5� �� ���L������ <��	���	� �����; ��� ��� +� 	�������� >��5����
 ����	 ���� ��� "�� ��� ���������� ���� ����	  ����	 ����� R �����	 ���� ��� �����'
��	��� ��	 ����� ���		�� >��5����; ��� ����	 ��	����	 8����� ����; �� 8��� �� ,��
,��������� ����	 �� �������	��� 5+��	���	�

�� ����	; ��� ��� ��������  �� � <��	���	� ��� >��	� �	�5 ,�� ����������		  '
8������� ���� ����	 ���; ���  �� � <��	���	� ��� ���������� �&��� ����� >��5����
 �������� ?� ��	�	���� ��� 5���� - �*����5��	�� +8������ �������	���� ��� 8��'
	����;  �����	�� >��5�����; �� ��� ���� ���� ,��� ���� �������	��� ��"����� ���
��� ��"�������� +���8����� 8����� 5���	��� -�����	�� "*��	 �"; ��� ��� <���� ��'
�	�, 5���	�	  ��� �� � �� ��� ���E���� <��	���	� ���8��� ?� �	 �" ��� ?�"��� ���
�������� ��� 8������ ?��9���; � ��� ���������� +8�� ���� ���� ���� >��5�����
 �������� <��	�� ������	 +� ����; � ��� ��� ����� ���� ���� �� �����  ��������

��� -�+�� ��� �������	 ,�� ����  ��5���	�� �����������  �����	�� >��5�����
��	 ����	 5���	�	 � �� ��� <��	���	� ���8��; L� ���� >��5����� ��� ���+����� ����������
���������  �����	; ���� 8������ ���+���� ���������� ���� ���

��� +��	��� =���5	�� "�� ��� �������"��� ��	 ��� -�+�� ��� ,�� ��� ��� ��� �*�'
����� ,�� ���  ��5���	�� �����������  �����	�� >��5����� ��	 %��		������� 7����
���� ���� ��� >��5�����; ��� ��	��	���� ����	 ,���  ����	 ���� ��� �" ��� 1���� 	���	�'
�5� "������� ��+ ��	�� ��������; ��� ��� �����	� -		�5	�,�	*	 "�� ���  ��5���	��
����������  ���	+��� >�� �� ����	; 5���	� ��� -�	��� ������ >��5����� ,�� ��	 ���
G*�"	� �" "�	 4(U ���	�����	 8�����M ?� ��	 ��� ���� ���	����� 3�� �������� +� ��'
���� J3��*� %#(K +���	 ���  ����	� -�+�� � >��5����� ��	 %��		������� 7���; ���
����� ��� ��������� ���+���5����� ����; �� ����������		 ��� ��	 !4 >��5�����
�" �������	 �0(� %��� ���� ��	 ��� 3�� �������� 8�������  �� ��� � <��	���	�; �� ���
 ����	� �����	�� �������� =� ��� �	 ���� 	 ���� ��� -�	��� ���L������ >��5�����; "��
��� 5��� �������	��� ��"����� 8����� 5���	�;  ����	� "�	 �� ��� "������� -�	��� ���
%��		������� 7���'>��5����� ��� ��� ���������; �� ��� ��� "�������� #��+��	�



��0

+�� ���E�� ���� �" ��� "�������� �������	��� +����5 ��"���	 8����� 5������ >�
��� ��� ����� �			 "��; � 8� �� ���E	��	���� ��� ��"��������� ���  �� 4 <��	���	�
"�� !(U ��� >��5����� 5��� �������	��� ��"����� 8����� 5���	�; ��� +�� %������
:�U ��� >��5����� %��		������� ( �		��; ����	 �� �� B�������"������ ���; ���
�� ����� "����� ���������� +� ����� >��5���� 5��� #�	��� ��"����� 8����; ������
+� ����� ��*	���� <��	���5	  �� �� %��	���C�5	 ����� ����� �*����� 	��	+��� ���
%��		������� 7��� �����	�� � L����� ����	 �&���+�	 ��� ��"���������� ����� �			 "��;
8���� ������ >��5����  �� ���L������ ���� �������	��� ��	��+*��	�

��� 3��*������� ��� ����������		������ %��		��������� �� ��� ,����	+	�� %��	�
+���	; 8�� ���� ��� %��		������� �������	 � �� ��� >��5����� ���  ��5���	�� ����'
������ ,��*����	 �	� G��� �����	 ��� ��� ��� ����� ����; 8� �� ?���C�5	 ��� %��	'
	������� ����	 7���;  �� ,��������	 ���� �������� 8� �� ��� ��� ������������  �����	��
>��5������ ?� ��	 �� � ����� �	������ �������; ��� ��� ����� �� ����� >��5���� ��	
%��		������� 7��� �			 ����	; ������ >��5���� L����� �� ��" ��� 8��	���� �*�����
8����� ����� ������� %��		������� �����	� ?�� ������� >��5���� 8��� ���  �� ���
<*����� ���L������ ��	 %��		������� 7��� ����	 ��8��	�	� =� ����������		 ��5 ���
%��		������� �" 00U ������ �������������� >��	��� ?��  �������� �	�5�� - ���5��
��	 8�������  �� � <��	���	� +�  �� ��	��� ��� ����������		����� %��		������� 5���	�
��� ����	��� �" 8������ �� ��� G*�"	� ��� �������������� >��	�� ,��������	 8������

1�� ��� -�� � ��� 3��*������� ��� <���"��5	����8��	�� �� ��� ��	+	�� %��	� ��	
 �������� ��	������	; ��8��8��	 ��� ����������; ��� 5���� �������� �	�  ���� ��
� ��; ��� ��� ����	  ��5���	��; ,�� ��� �*������ ����	����� 5���	��� ���� ��������	;
����� ���  ��5���	�� ���������� �����  �����	�� #�	+ "����� 	; ��� 8������� ,��
����� ������ ����������  ����	 8����� 5��� =� ��� �	  �+���	 ���� ��� ����� ���� ���
<�8���� ��� <���"��5	����8��	�� �" ����� J�� �	�����	��K ����������� ������ ?C�5	 ��	
 �� �	������ �����  �� ��� 1�	���	��� ���  ��5���	�� ���������� ����; � �����
�����  ���� 	� >��5����� ������ ��� ����  �����	� #�*	+� "����� ���

'�� 3����	�

��� ��� %����	��� ����� �������5	� "�� ����������� 8���� ��� -�	��� ,�� (�! �
������������ ��	�� ���� ����������� ���������;  ������� �" ��5	������ ?�'
"������� 8*����� ��� �*�����'������5	�� ��� ��� �����S�A� �+� 8����� ������'
���� ��� ���������� ��� ���� ������ +�"*���� �� ��� ����� ���� ���������� ��8*��	
��� ������ ��� ����� ��� ����������� ���+���"��	;  �� ��� -�	��� ,�� (�! � ���
����		���������+�� �������	 8��

1�� ��������; ��� ������ �� >��5�����  ������� ����	��; ���� �,�� ������'
��� 8�����; ��� ����� "������� ��� ������ �� #�*"����+�� "�� >��5����� *�E���� ����
��	 ������� ��� 8���� ����� 1�� ��	����� � �*�����'������5	� +� �((U  ��	*'
	��	� -��� ���������������; ��� ��� >����� *�E��	��; ��	 ����� �������� +������
������ �� >��5����� +�  �������; �		�� �&5	 ������ �� #�*"����+�� ����� ��� >��'
	����� 8��� �,�� ���������; ��� ������� ������ �� <��	���	�  ������� ��� ������ �
������	�+�� � >��5����� +���	���	  �5����� ������� � �� ��� ���� ��������	��
#�� ����� ��� ���������� ��� ����� �8����� ����; ��	 ��� ���������	 ��� <��	���	�
�	��	���� ��8*������	�	� ��� ���������	 ��� ������	�+�� ��� >��5����� 8����  ��
��� #�� �������������� ��	���������  ����5����	��	�

1�� ��� %����	����� ��� ����; ��� ��� ���	��� <�	������  ����	� ����� ���E�� ����
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� ���� :��. 1������� +�� 1������ ��� ��	����� >��5����5�� ��	��� F>%. >��5����;
#�*". #�*"����+; %#. %��		�������H

��� ������� �� ������ �� >��5����� ���	���	�; �� � L����� ����� ��� �� �������; ���
����	 ������ �� >��5�����  �����	��� ��� ����� ������� ������ ��� �������	� �����'
��� �	� �������	 8������ 6� "�� +8�� ������� �������� �	� +� ����������; 8����
8�� "���	 ,���������.

�� %�� n ��� -�+�� ��� >��5�����; ��� ��� ������� ��	������������  �������� ?� 8���
+��*���	 ���L����� )�� ��	��� �� n >��5�����  ��	���	; ��� �� ��	���� <���
"�� ��� ������� ���	���	� ���� ��	 ���L����� )�� ��	��� � >��5�����; ��� ���
������� ���� ��������  ������� ����	�� ��� �" ��� ��� ��	 ��� �������� �'
	�� ���� ��	��� ��� �������� "�� ��� )�� ��	�����  ����� ��� >��5�����; ���
,�� ����� ���  ����� ������� 5	����  �����	 8�����; ,�� ������  �� ����	�
6� ���� �� ��+���	� )�� ��	��� �������� +�  �������; ���� ��� ����� ���
������� ��"�������� �� ��� >��5���� ��� ������ 	������� ���� ��	 ���� ���
�������� 3��������8����; � ��� ����� ����� �������� �� ����� >��5���� ��� �'
����� �����	������ ��������	; �� ���  ���� �� ����� 8��	����; ���� ,�� 5�����
 ����	�  �����	�� >��5���� 	�������

��� ��� 1��������� ��� ��	����� )�� ��	��� ���	�� ��� "�������� 1����������.

• ?��� )�� ��	��� ��	 ��� ��� +��*����; 8��� ��� ����� ��� +��	����� 1���'
���� ��� >��5����� ������� ��	� ��  ����	�	; ��� ���� ��� >��5����� �����
)�� ��	��� ��������	�� ����	 � ����������� ���"�� ��� ���� � ��"��� ����	
��	 ������; ��������  �����	�� >��5����� ��� ������� � �����������
���"��; �� ����� ��� ������� L  ��� �� 8������

• ?��� )�� ��	��� ��	 ,��	����"	�� �� ���� +8��	�; 8��� ��� %���� ��� %��	'
	�������� ��� >��5����� �������� ��	 �� ���L����� ��� +8��	��� ��� %��		��'
������ ����5�� ��� 1���� 	���	 ��� >��5����� ��� �� �������� ��� %��		��'
������ ��� ���� 8������  ���� 	 ��� >��5����� ����� >��5����5�� ��	���
����; ���	� ����� ���� ��� 
�����; ��� ��� ������� �� ����� )�� ��	���
,�� >��5����� ��"�������� 8������� 5������

• <8�� >��5����5�� ��	����� ��	 ��� �������� %��		������������ 8�����
��� ��� %���� ��� #�*"����+�� ���	���	� ?��� )�� ��	��� ��	 ��� ,��'
	����"	�� �� ���� +8��	�; 8��� ����� #�*"����+����� ����� ��	 �� ���L�����
��� +8��	��� ��� )�� ��	��� ��	 ���� 8��������8��	�� "�� ��� �������; L�
����� ��� #�*"����+�� ��� ���� ��	��	���� >��5����� �����

��� 1��	������ ��� >�����5�� ��	��� ���� � ����� 1������� ,�����	����	 8��'
���; ����� � � :���
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� ���� :�!. %��		�������' ��� #�*"����+������ ��� ��������� >��5����5�� ��	���
,�� ������ � ��� ������ �

?� 8����� +��*���	 ��� )�� ��	����� �� ��� ��� ,�� ����� ������  �����	��
>��5����� �� ����	; �" 1��� ���L������ <��	���	�; ��� ����	 ,�� ������; ������'
��  �����	�� >��5�����  ����	 8������ =� 1������� 8��� >��5���� -  ����	�
��������  �����	; ������  ����	 <��	���	 �� ���� ��" ��� )�� ��	��� ���� ���
� �� ��� � ����� <��	���	� �  �� 0 ���	���5��� ���� ��	 �	��	���� ��� ���; ������
�� +�� 1������ ��� )�� ��	��� ��������� ���L������ >��5����� +� ������ ���	;
���  ����	� ,�� ����� ����������  �����	 8����� F�� 8*�� ��� ���5 �; 8��	���;
����	  �����	� >��5����� +�+������H� ?� 8����� )�� ��	����� �� +8�� >��5'
����� ������	; � ���  ����� ������� L�8���� � >��5�����  �������; � ����� ���
����� ����	 	�������	� ��� ��������� )�� ��	����� ���� ��� +��*���	 F1;
H;
F1;�H; F1;?H; F
;�H; F
;?H ��� F�;?H�

3�� ������ )�� ��	����� ���� F1;
H ��� F
;�H ����	 <��	���	'5���	� ��; �
���� ��8��� 1 ��� 
 �� ��� 
 ��� � +��	���� � ������������ ����� )�� ��	�����
8����� ��� ���	������; ��  ��� �� F1;�H; F1;?H; F
;?H ��� F�;?H� ��� %����� ���
%��		�������� ��� #�*"����+�� ������ )�� ��	����� ���� �� � � :�! �"��"���	�
��� )�� ��	��� F�;?H �	 ���� �� ��� �������	� %��		������������; 8������
�� ����*�� %��	���5��	����� ��	; ��� ��	 ���� ��� ��	���� )�� ��	��� "�� ���
������� ��� 1���������

�� �� <��� "�� ��� ������� ��	 ��; ��� ������� �������� �	 +� ���	�����; ��� ���'
�����	 �� ��� ��"������ >�����5�� ��	��� ,�� >��5����� ��8������	 8�����
5��� ����  ����	�	; ��� ��� >��5����� ��� )�� ��	��� ��� �����	���������
#�*"����+��  �5����� ������� �+� 8��� +��*���	  ��	���	; 8������ ��� �����	'
��������� #�*"����+�� "�� ��� )�� ��	����8��5����� ���� ��� ���"��� 8�����
8��	��� >��5�����  ��	���	; ��� �� �������	��� �������	 ����� -�� �������	'
��� ��+�������E�� ���� �	������ ���L������ >��5�����; ���  ����	� ��������
 �����	 8������ ����� #�*"����+�� �	���� ����	 ����	 "�� ��� )�� ��	����8��5'
����� +�� 3��"������

=� 1������� �� � � :�� ��	 ��� �����	�������� #�*"����+5�� ��	��� "�� ��� >��5'
����� � ��� ? ������ �� ` �$� ���� #�*"����+ 5�� "�� +8�� >��5����� ,���� ��
8������ ��� ��������� >��5���� -  ����	 L����� ����� ���� #�*"����+ ��; "���'
���� �	��	 ��� ���� 8��	��� +�� 3��"������ >������ ��� )�� ��	����8��5�����
8����� #�*"����+ +��������	  �5���	; 8��� +�"*����  ��	���	� 7����� 8�� �'
�� "�� ��� "�������� 1�	���	����� �; ��� >��5���� � ��� #�*"����+ �� ���
>��5���� ? ��� #�*"����+ �$  �5����� �����

!� -�� �*���	�� %����		 ������ ��� �������	��� "�� ��� )�� ��	����8��5�����
 ��	���	 8�����; "��� ����� ����	  ����	� ��� >�������*"����+ � ��� G���+� I�'
���+����� ���� ���L������ >��5�����; ��� ��	 ��� >�������*"����+  ����	 ���� ���
��� ����	 ��	8���� ���  ����	� ��������  �����	�� >��5���� ����  �� ���� ���
��	����� )�� ��	��� ����� ��������  �����	� >��5����� ������ 8��	�����  �'



��:

����	 8����� ��� ���"�� ���� 5���� ���������� �� ��� 5	����� #�*"����+ +���8��'
���  �5������ -����� >��5����� ��� >�����5�� ��	��� ���� ��+�������E��;
� "�� ����� � ��"��� ���� ��� �������� �	 �� ����	 8����� ����� >��5�����
��������; ��� ��� ,�� ����� ������  �����	 8����� ��� ����	 ���� ��� >�����'
5�� ��	��� ����; ���� �� �������	��� ���,������� �������	� ���� ���� ����
����� ��� >��5�����; ��� ����� ��� ������� ���� ,������� ����	�; ���� ��	 ����
3����������� ,�� ����� #�*"����+ ��� ���"������

=� 1������� 5���	 ��� �� �������	��� "�� >��5���� � ��������� >��5���� 

�� ����; � >��5���� - ��� #�*"����+ ��  ���	�� ����� ��� >��5���� ? 8���
5��� �������	���  ���	��	; � ��� 5	����� #�*"����+ ,�� >��5���� ?  ����	�
��� >�������*"����+ ��	������	�

0� ���  �������	�� �������� �	� 8����� �� ��� ��5	 �����"��	; ��� +8� "��  ��'
�� �������� -��� 8��� ��� ������  ����	� ��� >�����5�� ��	���  �����	; ����	�
�� �������� �	 "�� ��� �����	���� 8������ ���� �����	 ��� #�*"����+�� "�� ���
 ����	�  �����	�� >��5����� ��� ,��������	 ��; ��� ��� <�	������������	����
��������� ��� #�*	+� ���  ����� ������� ,��	����	� -��� �������	 �� ��� 		�*��'
����� %�	�	��� 8����; � ��� ������ �� L���� ��� ���� �� ���  ����	�  ����	��
>��5�����  ��� �� ����	� ��� ���� �� ��� �	 ��� ��� �����	�� #�*"����+�� "��
����� >��5����5�� ��	��� �	� %����  ������ #�*"����+�� � �� ���� ����� ���
%�	�	��� ��	 ������ ������ ��	��������� ��*����	�

?� 5�� ��� ��������; ��� 5���� �������� �	� ��������	 8����� 5������ =�
,����������� ���; �� ��� L��� #�*"����+ "�� +8�� >��5����� ,���� �� 8����� 5��;
������	 ����  ��������8���� �"	; 8��� ������� +8�� ,����������� >��5����� ������ ��
#�*"����+  ������� ��� ����� #�*"����+ ��� �����	�; "�� ����� ����� +�� 3��"�����
�	������ #�*"����+ ��	� ���� ������	 +�1�; 8��� +8�� ������� ��� �����	� #�*"����+ ��
"�� +8�� >��5����� - ��� 1 ,���� �� � �� ��� ��� ���� >��5���� - +���	���	 ��	
��� ��� ����� >��5���� 1� G �� ��� ������� "�� ��� >��5����� - ��� 1 ���������
��� #�*"����+ �$ ,���� �� ��� ��� #�*"����+ �� "�� +8�� 8��	��� >��5����� 
 ��� �
����� ��; �� ��	�	��	 ���� *������� %�	�	���; "��� ��� ������� ��� >��5����� 
 ���
� �������� +���	���	 ���� ��� 8������� ����� +��*	+���� >��5���� - +���	���	 ��	
��� ��� ����� >��5���� 1� ��� 1����� ��� >��5����� 
 ��� � ���� ��� �	������ ��
L���� ���  �� ���	�� 8�����; ��� #�*"����+ �� �	��	 ���	 "�� �������� �	� ����	
+�� 3��"������ =� ������� �*���� 5�� �� ��� ����	 ,�������; ����� �� ����� �����
#�*"����+	���� ��� ��8�����	�� >��5����5�� ��	��� ������ #�*"����+�� +�8���	; ��
"�� ��� 5	���� +���	���	�� >��5����� ,���� �� �����

��� ����� %�	�	��� �� 	 �� ���  ����� "�������� %	�	����� +�� ���������� ,��
�������� �	��.

�� <��� ��	 ��; ����� ���		�� >��5���� +� �����; �� ���  ���� ������� 8������� 5��'
���� G���+�  ���	��	 �� ����� >��5���� ��	 ����� %��		�������; ��� ��������	
5���� ��	; �� L���� ��� 5������ �� ��� %��		�������� ���  ����	�  �����	�� >��5'
������ �� 	 �� ������� >��5����� +�� -��8��; �� 8*��	 �� ���L������ ��	 ���
�����	�� #�*"����+� -�� 8��	���� %��	���5��	����� 5���	  �� ����� %��		�������
,�� ( ��� -�+�� ��� "����� #�*	+� �� ����; L� ���� "���� #�*	+� ��� >��5���� �	;
���	� ���E�� ���� ��� 
����� ����� ��"���������� >������� "��  ���� ��������

�� %			 ��� #�*"����+ ��� >�����8��5����� +� ������� ,������	 ��; ��� #�*"����+
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���L������ >��5�����; ��� ��� ������ ,������� 8���; +� ,���������� -�� �����'
��	��� 5���	 �� ������ ��� ��� >��5���� ��	 ����������� #�*"����+ ��� �����
����� %��		������� �� ����� ������ %��		������� ���� ���E�� ���� ��  ����
%��		�������� ���  ����	�  �����	�� >��5������ ��� ���� %��		������� ����	
�+�; ��� -�����	���� ��������	 +� ��*����; ��� ������ ���������� ������>��5'
���� ����	 +���	���	 8���; ������� �			 ������ � �� ��� >��5���� ��	 ������ ��
#�*"����+; ��� ��� ������  ����	�  �����	�

����� %	�	���� ��	���������	 ���� ,�� ��� ������ ����; ��� ��� ��� #�� ����	��'
���� ����	 8�� ��� ������ ��	����	� ��� ������ %	�	����� "��5	�������� ���;
����� ��� >��5���� ��	 ����� ��������� %��		������� ���� ������ #�*"����+ �'
�� �	��  �5���	� ���� 	�*�	 +�� �������*E������ 3��	������ ��� 7��"��� �"
��� >��5�����  ��; � ���� ��� 7��"��� "�� �����  ����� ������ ��8�����	��
>��5���� �����	 ��� �			 ������ ��� 7��"��� "�� ����� �	*�5�� ��8�����	��
,��������	� ��� %��		�������� 8����� ������ I��� �����	 ����*		�	 F��� 8���
���� ���� ����	 �� �����	 �� ��� 		�*�������� <���� ������������� ����MH; ��
5�� ���� �� ��  ��������� %��� �� J?�	�������K ��� #�� ����	������  �	���'
	��� ����� %	�	���� �����	 �			 ������ ��� 7��"��� ��� �����  ����	� �	�5
�����"��	�� >��5����; ����� ��� >��5���� ��	 �����  ����	� ����� %��		��'
����� ���� 8��	���; ���� #�*"����+  �5���	� G��� 5���	� �� ��� ����; 8� ���
%��		��������  �	��C	; ��������� ,�� ����� J3��	��"��� ��� ��* ��K ���������

$���������� � %����	��� ��� �������5	� "�� �������
�� "������ W ���	� ��� ������� ��	 ,������������ >��5�����^
�� �������� ���	 W FH^
�� ����� "������ ����	 ���� ��
�� "�; "� .W 8*��� ��� ������ ��� ���������� �� "������^
�� "��� "�; "� +� �������� ���	 ���+�^
�� 	���� .W ���������]	������� �	F"�;"�H^
�� �# 	���� ����	 ���� ����
�� "��� 	���� +�� ��5	 ���+�^
�� ��������� ��� ���� <�	���������� ���^

��� �# <�	������ "�� "�; "� ��*����	 ����
��� *����� #�*"����+�� "�� "� ��� "� ��	��������� ��� �����^
��� ������ 	���� ,�� ��5	^
��� ��� �# ^
��� "������ .W ���	� ��� ������� ��	 ,������������ >��5����� \ �������� ���	^
��� ��� �# ^
��� ��� �����^

�� ����� 3������� +�� %����	��� ��� ������� ��	 �� -�����	���� / �����	���	�
=� L���� B���� ����	 ��� -�����	���� ��� ��� �*���	�� ���������; "�� �� ��		���
���  ������� ���� ��	���� ��"�������� ��� �������� �	 ��������	 8����� 5��� �� 	
�� 5���� ������� ����������� ����; �� 	��������	 ��� -�����	����� ��� -�����	����
	��������	 �� L���� ���; � "�� L���� ���������� ��� �&��� ����� ��� ������'
�� �	 5+��	���	 8���� ��� -�+�� ��� %�����"�� ��	 ��� ��� � ��  �����+	 ����� ���
-�+�� ��� ������������ ���� ,��������	 +�� �����; ��� ��� -�����	���� �� �����
%�����"� �*����  ��� 	; ��� �������	 +�� ������ ���  �����+	� ������ ��� <��	 8����;
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tmax n Y#' ��5	  ��� 	 �����'  ��'  ��� 	 Y>% � L�,�
�� F���T ��	 ��	�� ��� �����' F,����TH F	�	�T
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� ���� :�0. <������"����� ��� %����	�������� ����� "�� �������

��� ���������� �� ��� �������� � ����� �������5	 ��,��	����� 5������ ��� 7�	'
8�����5��	 8��������	�� �*����� "���	 +8����*��� +� ����	�	��� ��� ����������; ���
����	 ��� %����"	��5��	 ��� �������5	� "�� ���� ���������� �� ���� �	����� 8������
)�� �� ���	� �������� �	 ����	 ��"���	 8�����; �� 8����� ���� ��� ����	�� �������'
��� ��	 ������ %�	�	���  ����� ��� �,�� �������; ��� ��� ��	 #��� � �� ���
��� ��8�����	� ����� ���"�� ����	 ������� ��	�

���� ����� B��	��5	��� 5���	�� �� ��� �	 %�����"�� ��	�	����; �� ����� ��� -���'
��	���� �*����  ��� �� ���� ��	�	���� �� ��� ���; �� ��� ��� ����� +8���� �������
�� ����� ���������� >��5���� +�� ����� �	; ��� +8�� 8��	��� ������� �� ����� ��'
�������� >��5���� �� ,����������� �������� =� �*���	�� %����		 8��� 8������� "��
����� ������� ��� �������� �	 ��	�	����; �� 8������� +�� ����� � �� 5��; ���
��� 8��	���� ���������� ��	�	��	; �,	�� 8����� �� ���	�; �� �� ,����������� >��5'
����� ���*	� %����� %�����"�� 5�����  ��������8���� ����� ��� G��+����� ��� �� - '
�����		 ��/��  ������� ���� 7� �� ���������� ,�������� 8�����; ��� ,���������; ���
������� ��  ����	� ��������  �����	�� >��5����� 8����� ��	"���	 8������

<���� 6�	�-����� �4� .����
�

��� ?��� ����� ��� %����	��� ��� ������� ���� �� � � :�0 +������"����� ����'
�	���	� ��� ��	������	� -�9��	��� ��� ���+����� ?��� ���8��	� ��	 �� -���� +� �����
F����� � � 1��  �� 1�:H� ��� ?��� ����� ���� 8������� ��� -�+�� ��� <��	���	� tmax

��� ��������	�� #�� ���� �"��	���	; ��� �� � :�0 �����	���	�� >��	� ���� �����'
�����		�8��	� � �� ��� ?��+������ ����� +� L���� tmax� ��� 1����	��� ��� %��	�� ��	
8�� "���	.
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n= -�+�� ��� ��������	�� #�� �����

I�����= - ����	� -�+�� ��� �����������

(���� C����H)����3= -�+�� ��� ����	�� �������� �	� �� ��5	 F���H ��8�� -�'
+�� ���L������ -��� �	�; ��� ��� ?��� ��� %����	��� �" ��� ��5	 � ���
8��� ��� ����	 ����	 ��"���	 8����� 5���	�� F� ���H�

������ ���= -�+�� ��� #��; ��� ��8��� �� ��� ���	���� <�	������ �� ��� � ?�'
�� ��� %����	��� ������ �� >��5�����  �������; ��8�� �� ��� +8��	�� <���� ���
���+��	��� -�	��� � ���� �������������

�+���+����= -�+�� ��� #��; ��� �� ��� ���	���� <�	������ ��������� ��� � ?���
��� %����	��� ��	������������� >��5�����  �������; "�� ��� ��� �������5	 ���
%�	�	��� ��� ,���������	��	 �	� =� ��� +8��	�� <���� � ��"��� ��� ���+��	���
-�	��� ������ #�� � ���� �������������

������= -�+�� ��� #��; ��� �� ��� ���	���� <�	������ ,����������� >��5����� ���
� ?��� ��� %����	��� ��� ���� ��������� >��5�����  �������; "�� ��� ���
�������5	 ��� %�	�	��� ��� ,�� �����	 �	� =� ��� +8��	�� <���� ��� ���+��	���
-�	��� ������ #�� � ���� �������������

������ �+���+��= -�+�� ��� #��; ��� ��8��� �� ��� ���	���� <�	������ �� ��� ���
��� %����	��� ��	������������� >��5�����  ������� F��� -�+�� ��� ��	��������'
������ >��5����� �����	 � �� 5���� B����H� =� ��� +8��	�� <���� ��� ���+��	���
-�	��� ������ #�� � ���� �������������

I�* C!���5H��+��53= -�+�� ��� >��5����� ,�� ��������; ��� �� ��� ���	���� <�'
	������ F,�����; ���	� <����H  +8� ��� ��� %����	��� F������; +8��	� <����H ��'
	������������ 8���; �� �*���� �,��; 8��,���� ����������� �����  �	��C���

��E5!�� C�����H������3= 3��*������� ��� <���"��5	����8��	��; ��� ��� %���� ���
#�*"����+�� ��� +���	���	�� >��5�����; ,�� ��� ���	���� <�	������ +�� <�	������
��� ��� %����	���; ��8��� �������	 F	�	�; ���	� <����H �� ��� ���  �+���� �"
���L������ ����������; ��� ����	 ��	�� ��� �������� 8��� F�����; +8��	� <����H
��� ���� ��� ����	 � �������5	 	���������

=������	 � �� �� ����������		 ��	 /( ����������� ��	�� ��� �����������; "��
��� �������	 �0 �������� �	� ��+���	 8������ 3�� ������ �0 -��� �	�� 8��� ���
��� %����	��� �� %����		 �;� -��� �	� � ���; 8� ��	 ��U ��� -��� �	� ��	������	�
)��� $(U ��� �������� �	� 8��� ��� �� ��� %��� ��"��������; ��� ��� 		�*��'
���� +� ����� ����� ��� #�*"����+�� "���	��� ���� ���� ��������� ����	 �� L���� ���
���E��; ��� �� ��	���������� ���������� ���� ������ �� >��5�����  �����	� 3��
��� ��	 /( #���  ������� 0! ,�� ��� ��� ��� %����	��� ������ �� >��5�����; � ��
��� 5���� 3���������	����� ����� %�	�	��� ��"����� =������	  ������� 5��� 4�U �'
��� ����������� �� ��� ���	���� <�	������ ������ �� >��5�����; 8� ���	���� ���	;
��� ����� ��� -�� � ������ �� #�*"����+��  ����	� ���� ���� >������������5��	 "��
��������� <�	������ �������	 8���� �� ����	 L����� � ��"���; ��� �� ����� �����
-�	��� � �������� �� 	; ��� � �� ����	 ������ �� >��5����� +���	���	 8��� ��� "�� ���
��� �������5	 3�� �������� ,��������	� ��	 �0U ��� �����������  ������� �� ���
���	���� <�	������ ����	 ������ �� >��5�����; ��U ��� #�� 5���	��  �� ����� ���
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�������5	 �� ������ �� >��5����� �������; ��������� !U  �����	�� ��� ��� ���
%����	��� 8��	����� ��	������������� >��5������ ���� ��	������	 ����� ?�"����I��	� ,��
��	 :4U  �+���� �" ��� ����������� ��	 ��	�������������� >��5����� �� ��� ���	�'
��� <�	������� ������ �� 	 �� ��� ������ �*��� ,�� ������������; ��� �� ��� ���	����
<�	������ ������ �� >��5�����  �������; ����� ��� �������5	  �� �� ,�����������
>��5����� ���	�� ��� ���� ����	 8����� ����� ������ �������� �	� ��"�������� ���5'
�*���� ����� 5������ ������ -�	��� ��	 ��	 ����U �������� � ���� #���  �� ����
������ ��� ��� �������� ���	���� �������� �� ��� -�	��� ,�� ��U ��� #��; ��� ����
3�� �������� ��"�����

���� +����� ��� ��� <���� ��� ��	�������������� >��5����� ��� �������� ��� �����'
�����		����� -�+�� ��	�������������� >��5����� 5�� ����� ��� �������5	 ,�� :�0�
�" ���� ,��������	 8�����; 8� ����� 3����������� �" !(U ��� �������������� �����
� ,������������ >��5����� ��	������	� =�� �������� ��	 �� 8���	�� +�  ����5��; ���
��� ���E	��� ��� ��� ��� %����	��� ����	 +�"������ ���	���	�� ������� ��� ,�����
��	������������� >��5�����  �����	��; �*����� ��� -�	��� ,�� :(U� ?� ��	 8���	��; ���
��������	 8����� ���������� �������	�� ���	���	 8����� �� ���� ��� �������5	; 8���
�� �	������ ��� -5+��	�+ ��� ��5	�� ���	�,  ����9���	� ������ -�	��� 5���	� �����
G��+����� ��� �� - �����		 ��/�� �������	�� 7� �� ���������� 5�����		 ,��������
8������

6� "��	+��	�����; 8�� ���� ��� �������5	 ��	�� G��+����� ��� 7� �� ��������
�H "�� ��� #��	�'?���	��� ��� ������� F����� F���(H �" %� �/!H ,���*�	; 8���� ����
8��	��� %����	��� �������"���	� ����� ��	������	 ��� ���	�� %����	��� ��� �������  ��
�" ��� G��+����� ��� 7� �� �������� �H; ���  �����	; ��� ��� ������� ��  ����	�
��������  �����	�� >��5�����  ��� ��� ��� ?��+������ ����� ��� %����	��� �����
���� �� -���� 
 �� � � 
��  �� 
�:� ?��� <������"����� ��� ?��� ����� ��	 �� � �
:�/ �����	���	; ��� 1����	��� ��� %��	�� ��	 ���� +� � � :�0 F����� %� ��$H� <��
3�������� ��� ����	���� ����� ���� �� ��� ��	+	�� <���� ���� ����� ��� ?��� ����� "��
��� ������� ���� 7� �� �������� �H 8����� ���� ���

����� G��+����� ��� 7� �� �������� �H ���5	 ��� -�	��� ���L������ #��; ���
�������	�� ���	���	 8�����; �" 0 ��� ������+��	�� 5�� ��� �	8� ���E���� -�	��� �
��������  ����� ���	���	 8������ =� ?��� ��� ��	 ��� -�+�� ���L������ >��5�����; ���
��� ��� �������5	 ���� ,�� �������� ��	������������  �����	 8�����; ��������; ���
����	�� �����8������ 5����� ��"���	 8������ ?� +���	 ���� ���; ��� ��� ���&� ���	*	
��� -�����	���� +�� ������ ,�� �������� �	�� ��	�� ��� +��*	+������ 7� �� ����'
������ ����	 ���������� �����	; �� ���� ����� ���� ����� ����� ���������� ,�������;
��� � �*������  �	�����	 8����� 5������ -�C*���� ��	 8��	�����; ��� 8������ �����'
��� �	� ,����	�� ����; �� �� ��8�����	� ?��� ��� +� ���������; �� �� 	 8������
��5		���������� ���� ����	 8������������ ����  �������	; ��� �� ��� ���	�� 3������
������� �� ���������� >��5����� �������	����	 8�����; ��� ��� ��� �����
��	 G��"� ������� �������� �	� ���5�*���� �����	 � ��� ������ ��	�	���� ��5'
	5	�,�	*	��; ��� ��	 ��� 7� �� �������� �H ,�������� 8������

?�� 8��	����; �C*������ 6�	�������� ��	 ��� %���� ��� ?������� ��� <���"��5	����'
8��	�� "�� �������� ����� ��	 ��	�� ��� 7� �� �������� �H ���	���� ��������� �� ����
����� ?������*�5���� ���� �*��	 ���� +�� ����� �" ��� �����	� ��5	5	�,�	*	 +����5
"�����; ��� L ��� #�*"����+,��*��������� ��� ���� +���	� <�� ������ ��	 +� ,��'
��	��; ��� ����� ��� +��*	+������ 7� �� ���������� ��� -�����	���� ���� �� 8��	
�� ������ ���&� ���	*	 ���������*�5	 8���; ��� ��� �*�����  �+���� �" ��� #�*"����+'
��8��� 8������ ,��	����"	 ���� �� ���� ��� 7� �� ��������� ��� -�����	���� 5��



�:�

tmax n Y#' ��5	  ��� 	 �����'  ��'  ��� 	 Y>% � L�,�
�� F���T ��	 ��	�� ��� �����' F,����TH F	�	�T

� ���H ��	 �����H �����H
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� ���� :�/. <������"����� ��� %����	�������� ����� "�� ������� ��	 7� �� ����'
���� �H

��� ��8�����	�� �*����� 8��	�����; ���� 7��	���� "�� ����� ����������; �����"��'
���;  �� ��	 ����� ���������� -��	��� ��� %���� ��� ��	������ #�*"����+�� "�� ���
+���	���	�� >��5������ ���� 	��C	; 8��� ��� �� ���������� �E; ��� �" ��� ������
���������� +�; ��� ����	 +� ��� ������ ��� ������� ��������

��� ��� #�� ���	�5 ��� ������� �������	  ����	�	 ��� �������5	 ���� ���	��'
��� 3�� �������� ��� ����������+�"���������	� ��� -�+�� ��� ,������������ >��5�����
5���	� �� L���� ���+����� ��� ����+���	 8�����; ��� ���E�� ���� ��� �������� �	�
5���	� ��"���	 8����� ��� ������ 8���� ��� -�	��� ���L������ ������� ��	 ������'
���� >��5����� ��"�������� ���	�����	� 3�� ��� �������� �	�� ����	����� � ��"���
��� ������ ����������; �" "�� ����� ���� 	 ���� ���� %	�������� ��� %���� ��� 1�8��'
	������ ����� ��� ?���	+ ��� 7� �� �������� �H +�� #��	�'?���	��� ��� �������
5�� %������	���	������ ,�� �������� ,�������� 8�����;  �� ��� ���� ����� �&���'
+�	� B��	��5	���  �	��C	 ���� ��� ����� ���� �������� -�	��� ��� ����������� 7	������
8��5	 ���� ��� �������5��	; ��� ������� �� ��������  �����	�� >��5����� �� ��"
��� �������5	� ��	"���	 8�����; ���	�, �" ��� -����+�	��5	�� ��� �������5	�
��� -��������� ����  ���	�	 8�����; ��� ��� ?���	+ ��� 7� �� �������� �H ��'
"�����	; ��� ��� ����������� ��� #�� ����	������  �5��	 ���� ������� �+� ����
��� ������	�� ����� >��5����,����	�	��� ����� �	�� ��� +��*���	 ����� ,�� ���
����������� ��"����� 7� �� ��� +��*	+������ -�"8�� ��	 "������; ��8��8��	 ����� -�'
� �� "���8����� ��� ���� �����	 8�����;  ��������8���� �� ������� ��� #��,	���*���
��� �������5	 ���� ��� 7� �� �������� �H ��"�����	 5���� �&���+�	� ?�"����� ������
�	���
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'�� ���������������

��� %����	����� ������ )��	��� ����	�� +�����; ��� ��� �� - �����		 ��/ �������	�
�������5	 �� ��5	������ ?���	+ "��5	������	� ��� ����������� #�*"����+�� "��
>��5����� ,�� ��� ?��� ������ ��� <�	������ ��� ���	�� %	�"�  �*���� 5�����;  �*�'
��� ��� ,�� ��� #���������5��	 ��� ��� ��+���� #�*"����+�� ��� ���+����� ����������;
8����  ����	� �� )��	�� / �������	� ������ ?��9��� 8����  ��������"	 ���� ,��  '
��5���	�� ����������� �� ��� %����	��� ��	������	� ��� +8��	�  �	���	�	� %�	�	���
��	 ��� ,�� <8�������� ,��  �"������	�� �����������; ��� ���� ������ �� >��5�����
 ������� ����	���

��� ��� %����	����� 8����� >��5����+�	����������� ���� ��������	; "�� ����� #'
���	�� �� - �����		 0�/ ��+���	 8����; ��� ��� �� ��� ����	�� �*���� ��	 ��� %�����&
��++���� ��� � ����; ��� +�� ������  �� "�� ��5	����� #�� ���� ����,�	 ���������
��� ��++����� ��� �5��	 ��	 ��� %�����&'3��"���� 8� ����� 8���	��; � ��� ?�'
�� ����� ��� 1���� 2 
�	 3��"����� ��� %�"	8�� 
#�?@ 5���� =�"���	��� � �� ���
���� ������ ��� ����	 ��� %��		�������� ��� ��++������ ������ ��	��	��� ����
5���	� "�� #�� ����; ����� �������� ����� 1���� 2 
�	  ����"	��; ����	 ��	 %��	'
	��������� ��� ��	�	 8�����; � 8��� ���� 	�����	���� 5��� #�� ��� 8*��� ?��� �������
-��A�� ��� ��� �5��	 ��� �������5	��� ���� ��	 � ������ %	���� ����	 �����	
8�����;  �� ��� ������� B	� ,�� � �� �(( #�� �����; ��� ���	�� ��++���� ��� �
8���; �� �������5	��� ���  �� 	���8���� ����	 ����; +���	; ��� ��� +��*	+������
7� �� ���������� ��� �������5	� ��� ��++����� ��� �5��	 ��	 ��� %�����& ����	
��	���������  ����9������ #�� ����; ��� �� ��" ��� %����	��� �����8��	��� ��������
�		��; 8����� �� ��� 8��	���� 1�	���	��� ���	�������

7�� L���� ����� -��� �	 �" ��� �������5	 8���� �� ��	���������� �����'
��5	��� ��� ��������	 ��� �����	; ��� �� 8���� ��	������	; � ��� ���+���5������
���� ���  ����	� �*���� �" ��� ��5	  ��������� -��� �	� ��"���	 8����� 5���	��
���� ����	� ���� O������� ��� <�	������ ,�� ����������� ��	 -��� �	�� �" ���
�������5	 8���� �� ?�"������ ��8��	�	� ?�"���	� -��� �	� 8����� ,�� ��5	 ��'
�����	 ��� ��� ����� <�	�������� ��� #�*"����+�� 8����� +�� 5	������ <�	������ "��
8��	��� ������������ ��� %����	��� 	��������	�; 8��� 5���� ����� -��� �	� ����
��������	 8����� 5���	��� � �� 8���� �,�� ���������; ��� L����  ��5���	� ����'
������  +8� L���� ���������� �&��� ����� ��� �������� �	 �" ��� ��5	
�	���	� ���� ,��������	 +�� ����� �������� %�����"�� ����� �	*������ G��' ��� G��	�'
����� +8������ ,������������ �����������; +�� ������ ��	 ���� ���� "�� ��� #�&��
����,���� -�����; � �� ���  �����+	� ������ ,�� ����������� +�	��C���   ����	�

��� ���E	��� ��� ����������8������ 5�� ����� ����� �������5	 ��"���	 8��'
���; 8��	����� ����	����� ��� �� �	�����	� ����������; ����� ����� �������� �	�
��� >������ �� �	*�5�� ��*"�����	� >��5����� ������� 8���� ��� ?���	 ��� 7�,���
��� #�	+ �8��	����� �	���	 +���� ������; ��� �*����� ��� �� B���� ����� #��	�'
?���	��� ���������; �� ��� ��� N���	*	 ����� ����� �������	�� <�	������ ����	 ����
,������� ����� 5��� 7	������ � �� ��� �� ���� �*���� �������� �	�; ��� ����	 ��'
"���	 8����� 5���	�� ���� ����������; "�� ��� 5��� �������� �	 ��+���	 8����� 5���'
	�; 8� +�� ����� � ��� +��	������ B��	��5	����� ��� ��� %	��5	�� ��� #�*"����+�� "��
��� +���	���	�� >��5����� ������ 5�� ��� +�� ������ � ��� ��������� ��� ���	����
�*�����; ��� �	������ ���&� ���	*	 5��	�	; "�� ��� -����+�	��5	�� ��� �������5	�  ��
��,��+���	 � ��	�
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=� ��� ��� ������� ���� 8��	��� 7� �� �������� +�� #��	�'?���	��� ��� ��'
�������� >��5���� ������ � �� �E����� ��� ���; ��� ������� �� ��" ���
�������5	� �� ��������  �����	�� >��5����� 8����� ��	"���	 8������ � ����
����	 ��	8�������8���� ���� 3���������	����� ��� #�*"����+�� "�� ��� +���	���	�� #�*	+�
 ����	�	; ���� ������ �*����� �� B���� ��� #��	�'?���	��� ��� #�*"����+��,���
+��*����� 6� ���� +� ,���������; 8���� ��� �������5	 "�� ������� ��	 ����� +��*	+'
������ 7� �� �������� 8��������	; ��� +�������	; ��� ������� �� ��������  �����	��
>��5�����  ��� ��� ������ 5���	� ��� %������	���	������ ,�� �������� ,��������	
8�����; ������+��	��  ��� ���������� ���&� ���	*	 ����	��; �� �*����� "�� ��� ������
������� 8��	�� ��"�������� +� ������������ ������ ���5	 ��� -�+�� ��� ��	8�������
�������5		���5	�����; ������+��	��  ��� 	 L����� ��� ��� %	�������� ��� <���"��5'
	����8��	�� ��������� %�"��� ��� 3����	�	�� ��� �	�� � �� ��� ��+���� �������'
�	��5	���� ��� ���������� ,��������; ��	 �� ,��	����"	; ��� ?���	��� ��� ����������
1������ ����� ���� +��*	+����� 7� �� �������� +� ���	������

��� ?��� ����� ��� %����	����� +�����; ��� ��� �������5	  ������� �" ���
+��*	+������ =�"���	��� ��� %��		�������� "��5	������	 ��� ��� ���� ��	 ������ G��"�
��� ����	+�"���������	 ��� ���������� ���	���� ,�� ������ �*��	�
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����� -� ��	  ������� 	 ���� ����	��� )�� ��	��� ,�� ������5�� �� ��� 1��������
��� ����	���� B������ ��� ��� %����	������� ��	���������,��"���� 8����� �����'
��	+	; �� ��� <�	������ ,�� ����������� ����� 3����	�	��� +� >��5������*	+��; ��	��
1���	��� ��,����� 7� �� ����������; +� ������ ��� ��	��������  ����	 �" ��� ��'
	������ #�*"����+"��5	����� ��� ���������� "�� ��� >��5������ ����� #�*"����+�� ��	��'
������ #�� ���	�5�� �� ��� 1������ ��� %����	������� ���� ���� +�� ����� -����+� "��
�	�	�������� 3����	�� ��� +�� ������ =�"���	�����A���	���� ��� - �*����5��	��
��� #�*"����+�� ��	���������� ����� �5	����  ������� ����� ?��9��� ��� 1�5��	�'
 � ��� <�	����������� ������ �" ��� ��� #�� ��� +� ������ ��������� #�*"����+��; ��
��� ��� ��	����	*	 ��� ?��� ������ ����	 ���� ��8*������	�	 ��	� =� ������ -� ��	 8���
���� ��� +8���	����� ��	���������,��"���� ,������������ ����� ��� ���	��� <�	��'
����  ������� �" ���  ������ #�*"����+8��	�� 8����� 8���	��� =�"���	����� ��+���	�
��	 G��"� ��� %��		�������� ��� >��5����� 8����� ����� =�"���	����� ��� �������'
���� �� �������	�� >���� 5������+���	; �� ��� ��� ����������  ������� �" ������
����� -�� �� ���� #�*"����+8��	� "�� ��� +8��	� ��	����������	�"� ������ 5������
��� �����+���	�� #�*"����+�� ���� �������� "�� ��� 1��������� ����� ,�� �����	��
<�	������� ����� +��*	+����� 7� �� ���������� 8��� � �� ��� ���������� ��� ���'
�� <�	������ �" ��� ���	�'�D+���	�� 1������ ��� ����������� ��� 5	���� ���	����
<�	������  �����*�5	; �� ��� L���� ���������� ��� ?���	 ���  ����	� �������	�� 1�'
8��	��� ������ >��5������*	+� ���	���	 8����

��� ���	� ���� ��� -� ��	 �� )�� �  �� 0 8����	 ���� ��� >��5����+�	�������'
��� ��� ��� ������ ��������������5��	�� ��		��� ��	����� ��� ����	���� B�������
�� #�� ��� 8��� �� ��++������; ������� #������ "��������	� �� ?��� ��� ���
6�	����������� ��	; ��� �� #�� ��� �� ��� ,�����	���	�� ���� 5����� ��++������
����������  ���	+	� <�� ����� 8���  ������� ��; ��	�� 8������ ?������*�5����� ���
����+���	�� >��5����+�	���������� ��� ���	���	 ��++���� ��� � ��	� <�� ������
+����� ���������� ?��� �����; ��� ��� B��&�������� ����� ���E�� -�	���� � ��5	����
����,�	�� =��	�+�� ��++����� ��	���� �������� � ��� ���L������ #�� ���� ��	
�����8��	���� �������� ����� ���� �� 5��+�� <��	 ��"�������� ��	 ��� 1���� 2 
�	
3��"���� ������ �� >��5����+�	���������� ��� � ���� �*��	 ���� ��� "�� ��� #�&��
��"�������� �8������ ��� ��"��������� ?���	+ ������ ���������	����� ��	 �E�����
3������	+��� "�� ��� 6���	+��� ��� ,�����	���	��; +8��	�� ��	��������������

�� >��5����+�	���������� ��� ��	 	��	+ ������ ��5	������ B���,�+ �� ��	����'
�������� ���  ����� �� ��� ��	��	�� ����	  ������	 8������ ?� �	 ����	����� O������'
5��	 ��	 ��� %	����������� ��� ���  ����	 �" ��� ���������� <�	���������� ���;

�:/
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��� �������,��"���� ����� ����  �� ����	 ���� 8��	���� � ��	����� %����	�����	����
��	������	 ��	 ��� 3�������� ��	 ��� 7	���� =�	��� �	����� #�����; �� ���� <�	��'
���� ,�� %	����	�� �" #�5	�5�����*	+� ,������	� G��� ��	 ��� �������� ��� 3��������
��� � �� ��	�	������� %	 ���	*	�' ��� -����+��� ���� "�� �� >��5����+�	����������'
 ��� ��	������	�

��� +8��	� ���� ��� -� ��	  )�� / 8����	 ���� ��� -��A�� ��� -����+� ��� ���
=�"���	�����	��5	���� ��� >��5����+�	���������� ����� 1�+������ ��� -����+� 8���
��+���	; ��� ���� <�	������  ������� �" ��� ��+���� ��	���� ����	 ����+5���	�'
 �� ���� 5��; �� 5�� ��� ����� ���������� �� ��; "�� ��� ���� ��8��� #�*"����+'
�� � ����	 �� ���� 5��� <�� ������ 8����� ��� =�"���	�����A���	���� ���
' �*����5��	�� ��A����	� O������ 8��  �� -�5	�������������� ���� 	 ���� ���� ���
#�� ���	�5 ,�� ���,	�� =�"���	�����; �*����� ��� #�*"����+��; ��� ,���������  '
�*���� ����� ����  ����	 ��	�� ������ ��� �" ��A������������ �5	���� ��� ��+����
�������,����	���; ����� ��������� ���*�	��	 8������ ��� - �*����5��	 ��� #�*"�'
���+�� ,���������  �8��5	; ��� ��� ���������� ���� 8���� #�*"����+�� ���	 ���
1�5��	� � ,�� =�"���	��� � �� ��� #�*"����+�� ��� ������ ���������� ��� ���
���� �����	������� <�	������ ������; 8� +�� ����� �	; ��� ��� 8��� ��	����	*	
��� ���	���� <�	������ ����	 ���� �� ���� ����� 1�� *�������� #�� ����	�������� �� ���
-�5	����	������ 8����� #�� ���� ��"�������� ����� ?��"������ �����	����� 3��"����
 ��� ��� =� ������ -� ��	 8��� ���� ��� ?��"������ ����� +8��	�� %	�"� ,��������'
���; 8*����� ��� ��� <�	������ ��� ���	�� %	�"� ��	�� G��+����� ����� =�"���	�����
����� ��� ���������� ,�� �����	 8����� 5��� %��		�������� ,�� >��5����� +�����
���� �� ���� �������	; �� ��8��� ���"�� �� ��� ��"����� � �� ��� ?��� ����� ���
���	�� <�	������ +� ��"��������� <�� 1��������� �����;  ������� ��������  ������� �"
��	����	�� #�*"����+�� 8��� ���� ?�8��	����� ��� ��	������������ ���� ��	8��5��	�
G���+� 8����� 7� �� ���������� ��	8��5��	; ��� ��� #��	�'?���	��� ��� ��� ��������'
	�� <�	��������; ,��������� ��	 ��� 5	���� ���	���� <�	������; �������	������ ����� ����
���� 8���	�� "�� ��� -����+�	��5	�� ��� �������5	�� ?� 8����� -�	���	�,�� "�� ����
?�8��	����� ������ ������� 7� �� ���������� ,�����������; ��� ��� #��	�'?���	���
+��*	+���� +� ��� ����,�������� 1�8��	����� ��� +���	���	�� #�*	+� ��8��	��� �" )��	�'
���� "��  ���� �� ���E� ������� ,�� ���������

%����	�������� ����� �� )�� : +����� ���� ,�� +8�� ����8*��	�� #�� ����	��'
������; ��� ��� �� �������	� �������5	 "��5	������	 ��� +� ����� 3�� �������� ���
<�	������ "���	� � �� 5�� ����	 ��� ��� <�	������ ,�� ���L������ �����������; ���
�&���+�	 ������������  ���� �� � ��; ,�� �����	 8�����; ������� ������+��	�� ���
��� <�	������ "�� �����; ����	  �	�����	� ����������; ��� �" ����� �*����� "��� 8��'
����� #�*	+� ������5�� 5������ ��� ?�8��	����� ��� #�� ����	������ �� ��� #��	�'
?���	��� ��� ��������������� ,��5��+	 ��� ��������+��� ��� ,�� �����	 �� ?��� '
���� ��� �������5	 5�� �����	 ���	 ��� =��� +8���	����� 3��"���� +�� =�"���	����'
��	������� �� ��� -�5	����	������ ��	 ��	�����������	����� ��� ���� ��������	��
%��		���������; ��� ��� ����	� #�� ����	��5	�� 8������������ ��� ���� ���� ���,��'
����� +�� )������5	��� ��� ��	���� =�"���	��� ������� ��� 8���	��� ?�������"	
��� #��	�'?���	��� 8��� ����� ������ 7� �� ����������  �� ����	� ?��� ����	���
)�� ��	��� ,�� ������5�� ��� ����	���� B������ ��	 ��	����5�� ��� %����	������
+�� ������ ,�� �� ��� %����	������  �5��	�� #�� ����� ��	  ����� �� ��� ��	��	��
���� ����	 ,����������� 8������

-�� -�� ���5  ��	�� ���� ������; 8��	��� 1�	���	����� ��� 6�	����������� �� �+�
������� ��� "��������.
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• >����� 8��	���� #�� ����	�������� �� �� ��� >��5����+�	���������� ��� 5��'
��� ,�� ����� �������5	 ����	�����X ?� �� 	 ���� B���� 8��	���� #�� ����	��'
������; ��� <�	��������  ������� �" #�*"����+�� �� ��+������ %��� ��	����'
��	 8*�� ��� ?��"������ ����� �������5	� "�� �� 7	���� =�	��� �	�����
#����� F����� - �����		 !�!H� G��� 8����  �����	�	; ��� ��� ��	+	� 3������ ���
-�����	���� ,�� ���� ,�� ,������	�	�� #��� ����	 5+��	���	 8����; ��� �����
��	����  ���� �	� #�5	�5�����*	+� � �� 8���	��� -��� ���� ���	 �� ��� ��
#�*"����+��; ���  �*���� ���� ,�� ���  ������ �� �5��	�� #�*"����+�� ��� �'
����� %	����	�� ��� ��� )��5���*����� -�" ���� �" ����� ������������ ���
<�	������ �� ������� ��	������������ ��� 5���	� �� ?��� ��� ��	8���� �����
����� �������5	 8��	�� ��	�����	 8����� ���� ��� >������ ��� ,������	�	��
#�� 5���	�� ����� ��� ?��"������ 8��	���� 7� �� ���������� �� ��� #�� ���'
�	������ ��	������	 8������

?,��	���� 8*�� ��� �������5	 ��� �8��� � "��  ��	���	� ��������������
��� %	����������� ���� F����� - �����		 !��H;  �� �����  ��������8���� #�*"�'
���+�� �� ,�� %��	�� ��� ���������  ���� �� 8����� 5������ ����� #�*"����'
+�� 5����� ����  ��������8���� �� ��� ��� #��"���������� �" #��"����� �  �'
�	���	�� ���� ���� +�  ��	���	�� 6��+��	��  �+������ -��� ����� #�*"����+��
5�����  �*���� ���� ,�� ����� ��� ������ #��"�������; +�1�  �� ,������	�	��
#��"������� ���� - �*����5��	�� 8���� ���������� #��L�5	�� >��	����� ���E�
���� �� #���+�� ��� 7� �� ���������� +�� #��	�'?���	��� ,�� �����+���	��
#�� ����������� ������ �" ����� -�8�������"����� � ��	����;  �� ����� ����
���	�*������ 3�� �������� ����� ���	���� #�� ��������� ����,��� ��	�

��� ������� 7� �� ���������� +�� #��	�'?���	��� 5����� ��� �� �*����
,�� ����� �������5	 �� %�	�	����� �������	+	 8�����; �� ����� ��� 3�� ��'
������ ����� ���	���� ������ ��"�����	 8���� =� #���+�� ���	 ����  �� ���� #��'
 ����	��������; ��� ���� -���5	�����	 ��8����� -��+������,�5	���� �� ?��� ���
��+������

• ��� ����; � ��� �� �������	� �������5	  ������� �" ��� %��		���������
		�*������ ���������� ,���	*������ ��	 ��� ,�� ��� ����������� 5+��	���	 8���;
5���	� �� ?&�������	�� ��	������	 8������ %����� ?&�������	� 5���	�� ��� 8��'
	��� ?�5���	����� ���� ��  �+������ ��� -������ ��� -�	���� ,��  ��5���	��
�����������; �������� �	�� ��� ��8��8��	 ���� ����� -������ �� ��� #�&��;
�,��	����  �*���� ,�� ,������������ <���������� ,�� �����������;  ��	*	�����
-��� ��� ���	�	������ ��� -�	���� � �����������; ��� ��8��� #�*"����+�� ���'
 ��; 5���	� �,	�� �&�������	��� ��	������	 8������

• %��		�������� 8��� �"����� ��� ����	������ ��� %�"	8�� ��� ��� ,�������;
8��� �� +������� �������� ��	������������ ��� ���� ��	 ��� %�����& 3��"�'
��� ����� ���E� ��� ��� �������5	 8����� ��� #���	�� ���� �� ��8*��	; ���
���� ��� ���E	��� ��� #�� ���� ��	 ��� %�����& ��++���� ����� ���E� ��� ����'
������� 6�	����������� ����	��  �� � ��"��� ��	 ���8������ #�� ����	��������
8��������	 8�����; ��� ����� 1���� 2 
�	 ��"������; �� +� �����; ��8��"��� ���
?��� ����� ��� ��"+��	�� �,��  ����9���	 8������

• �� ��	������������ ��� ��� �������5	� ��	���������	 ���� ,�� ��� ��� >��5'
����+�	���������� ���� �� +��*	+������ 7� �� ����������; ��� ��� ���	��5��	 ���
������� +��������; ��� ����� �����	 ,��*����	�� #�*"����+"��5	���� ?,��	���� ��	
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�� �������;  ������� �" ��� ?��� ��� ��� ���	���� #�� ���� �� �������5	'
��� ��� ��	 G��"� ,�� %����	�,�	*	�	�����5�� +� �����; �� ��� 5���� ������ �����
������	*������ ��	������������ ���� ,����	�� ��	� ����� �������5��	 8���� ��
��� ,����������� -� ��	 ����	 8��	�� ,��"���	; � ��� ��5	����� ?���	+ ��� #��'
 ���� ��	8����� 8� ��� ,�������� %�"	8���5�	� %����	�,�	*	���A��� ����	
���������� ��	���	�	+���
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